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UN TEOREMA FUERTE SOBRE CONVERGENCIA DE FUNCIONES

RESUMEN

En este articulo se presenta un resultado relacionado con la convergencia de
homomorfismos continuos, & cua es la clave para hacer diferenciabilidad en

grupos metrizables.

PALABRAS CLAVES. Espacio métrico, continuidad, compacidad local,

compacidad secuencial, homomorfismo de grupos.

ABSTRACT

In this article a result related to the convergence of continuous homomor phism
is presented, which is the key to obtain differentiability in metrizable groups..

KEYWORDS. Metric space, continuity, local compactness, sequentially

compact, homomorphism of groups.

1. INTRODUCCION

La nocién de convergencia o proximidad es la base para
el desarrollo del célculo diferencia para funciones
f : G — Hdonde G y H son grupos topoldgicos[1].
Usando la definicién de derivada dada en [1], se
desarrollé iniciamente por parte de los autores una
derivada en grupos metrizables [2]. Debido a que en este
ltimo trabajo quedé sin demostrar la regla de la cadena,
el espacio de los homomorfismos continuos se doté con
una métrica diferente. Para poder demostrar lareglade la
cadena con esta nueva métrica, se hizo necesario
establecer un teorema que nos garantice un tipo de
convergencia fuerte entre homomorfismos continuos. La
compacidad local nos permitié demostrar dicho teorema.
Consideramos que este teorema es importante porque en
cierta forma nos dice que la convergencia puntual implica
la convergencia uniforme.

2. RESULTADO PRINCIPAL.

En esta seccion presentaremos € teorema central
relacionado con convergencia de funciones.

Definicion 2.1. Sean Gy H espacios métricos con
estructura de grupo. El espacio de los homomorfismos

continuos de G en H Io notamos como HomM(G,H )
y este espacio |o dotamos con la métrica

{ d, (@[ t],yw[t]) }
1+d, (ol t]wt])

d(p.w)=sup

teG
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Teorema. Sean G,H espacios métricos con estructura
de grupo, G localmente compacto,

0.G—> H~om(G,H)
Ixirral(o(x)[t] =¢@(a)[t] , entonces

limg(x) = g(a)

. S paa teG vae que

Demostracion: Para & > Qdado, sea @ =min{ L,¢}.
Por definicion de limite, para t € Gexiste 0, >0 tal
que dg(X,a) < 8, implica

du (OOt (@) t]) < 3

Como G es locamente compacto, para a e G existe
una bola compacta B (a)c G. Paa §7(a)
2

designamos por:
teG:dg(y,a)<o, =

Ty d 0
H((p(y)[t],co(a)[t])<3f9

T,#¢ paatodo ye E%(a) ya que € elemento
neutrode G estden T, . Para y # a sea
B, ()= N B;(Yy)

Vemos que §ry(y)¢{ y} yaque ae §ry(y), de

donde r,, > 0.
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Paa Y€ §Vz(a) sen & =r-dg(y.a) y
B,, (Y)= Bry(y)ﬂ B;,(Y). Asi,lacoleccion
=B, (v):yeB, (a)

es por construccion un recubrimiento abierto de
BV(a) y como BV(a) es compacta entonces del
2 2

recubrimiento _
finito

podemos extraer un subrecubrimiento

©=1Bs (Y1 )rsBs (Vo)

Es decir, B/(a)CUB (Y, ). De otro lado, para

i=1
Xe BV (a) consideremos el conjunto
2

QAx)=1B; (¥,)ep: xeBy(Y,)]
Asi, acada X € EV(a) le asignamos el nimero real
2

r(x)=_ min {85 —dg(x,y,)}>0

By (¥i )e2(x)

Sea & =inf iI’(X)ZXEEV(a)}. Afirmamos  que
2

0 >0. En efecto, dado que O es extremo inferior
podemos asegurar la existencia de una sucesiéon red

{r(xn)} ta que r(X,)—>J cuando N— o, de

donde X, € Ey(a)para todo Nne . Por ser
2

B, (a) compacta entonces B, (a) s

2 2

secuencialmente compacta, asl que existe una

subsucesion {Xnk de {Xn} ta  que

Xo —> X, € Ey(a). Luego, para r(X,) >0 existe
2

Ne tadquen, >N implica

r(x,)
X i

Veamos ahora que Br(xoy( X, )< Br(xoy( X, ) para
4 2

dG(Xn ' o)<

N, > N.Enefecto,sea z € Br(xoy(xnk ) . Entonces

dg (X, ,2)< (X )
de donde
dG(Z’Xo)SdG(Z’Xnk)+dG(Xnk’XO)
JT(%) |, 1(%) _T(%,)
4 4 2

esdecir, Z€ Br(xoy(xO ).
2

Por otra parte, como r(X,)> se tiene que

r(x,)
2
existe B; (y; ) € ¢ donde
r‘(Xo):é‘i _dG(Xo'yi)
estal que Br(xoy(xo )< Bs (y;) y porlotanto
2

By, O )= By (V1)

paa N, >N. De (1) obtenemos que

dG(Xnk,XO)<r(—)2(°). Luego, de la desigualdad
triangular tenemos que:
da (X, .Y )—da(X,, Y ) S dg (X, %, ) <
0 seaque
r(%)=1(%, )= (8 = da(X;.% )=
(§i _dG(Xnk 1Yi ))
= dG(Xnk Vi) —da (X, Y;)

_1(x)
2

(%)
2

y porlotanto r(X, )> para n, > N.

r(%)
2

Ahorabien, dado que { Xo, } €s una subsucesion de {Xn }

y como (X, ) — o entonces r( X, ) — & . Luego,

r(><)

I|mr(x )=0>—2~

En consecuencia, para X € BV(a)’ s dg(x,a)<o
2

entonces
dy (@(x)[ t],p(a)[ ] )< vteG
obien, d;(X,a) <o implica
du ([t e(a)t]) 0 .\ o
1+d, (@(x)[tl.e(a)t]) 3

dedonde d;(X,a) <o implica

d,, (p(X)[t].p(a)[])
dlplx).9(2))= tee{1+d (o) t].e(a)t])

Sg<g
3

En resumen, dado & >0Oexiste 0 >0 ta que

}
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ds(x,a) <3 implica d((X),p(a)) < &, esdecir,
lime(x) = p(a)

3. CONCLUSIONES

El anterior teorema da condiciones suficientes para
garantizar la convergencia de homomorfismos en
espacios métricos. Asi pues, tenemos una condicion
suficiente que nos permite afirmar cuando la
convergencia puntua implica la convergencia uniforme
entre una clase particular de funciones.
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