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RESOLUCIÓN  DE UN PROBLEMA DE CONTORNO POR METODOS TOPOLOGICOS 
 

Resolution of a boundary problem using topological methods 
 
 

 
RESUMEN 
 
En el presente artículo se muestra un resultado de existencia de solución para una 
ecuación no lineal de tipo elíptico bajo una condición de contorno en un dominio 
acotado usando como herramienta algunos métodos topológicos. 
 
PALABRAS CLAVES: teorema de punto fijo,  inmersión, invariante. 
 
ABSTRACT 
 
In this paper we show a result of existence of solution for a non lineal of elliptic 
type under a boundary condition in an closed domain using as tool some 
topological methods    
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1. INTRODUCCIÓN 
 
Se considera el siguiente problema de tipo elíptico 
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donde mR⊆Ω  es un dominio acotado con borde 

RgC →Ω: ,2  suave y RRf →×Ω:  continua y 
tal que existe 0>A  (suficientemente pequeño) tal que 

uAuxf ≤),(  para todo Ω∈x  y para todo u. Para 
ello se usarán resultados de los teoremas de punto fijo 
(Brouwer y Schauder) aplicados a espacios de Banach. 
 
2. TEOREMAS DE PUNTO FIJO 
 
Teorema 2.1. (Brouwer). Considérese H Hilbert de 
dimensión finita, HC ⊂  un conjunto compacto, 
convexo no vacío. Si CCf →: es una función 
continua, entonces tiene un punto fijo. [1] 

 
Teorema 2.2. (Schauder).  Sea C un subconjunto 
convexo y compacto en E, espacio de Banach. Si 

CCT →: es continuo, entonces T tiene un punto fijo. 
[1] 
 
Corolario 2.1. (Schauder).  Sea C convexo, cerrado en 
E espacio de Banach, CCT →:  continuo tal que T(C) 
es relativamente compacto, entonces T tiene un punto 
fijo. [1] 
 
3.  RESULTADOS DE EXISTENCIA DE 
SOLUCION 
 
Se quiere probar la existencia de solución de  
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   en  mR⊆Ω      (3.1) 
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Donde f es continua y existe 0>A  con  
uAuxf ≤),(  para todo u. A es suficientemente 

pequeño, tanto como se necesite. De hecho, se impondrán 
condiciones sobre A mas adelante. 
 
Se conoce como resolver  problemas del tipo 
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(es decir, donde la f~  solo depende de x y no de u). 
 
Consideremos mp > .  
 
Dada )(,2 Ω∈ pWv  (fija), tomamos 

Rvf v →Ω⋅ :),()(  dada por ))(,()()( xvxfxf v =  y 

sea )(,2 Ω∈ pWu solución de 
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              (3.2) 

 
Llámese T a la aplicación que a cada v le hace 
corresponder u (solución de (3.2)) 
 

)()(: ,2,2 Ω→Ω pp WWT        (3.3) 
     uv →  

Nótese lo siguiente: Si se pensara a T como 
 

)()(: 11 Ω→Ω CCT  
 
entonces T resulta bien definida y además  

)( Im ,2 Ω⊆ pWT . Esto ocurre ya que si  )(1 Ω∈Cv  

entonces )(vf  es continua en Ω , con lo cual, como Ω  

es acotado resulta )()( Ω∈ pv Lf . Luego existe un 

único  )(,2 Ω∈ pWu  solución de (3.2), entonces 
uvT =)( . 

 
Puede verse además que si 0≡g , entonces 

guuuvT +== 1)( , donde 1u  verifica 
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con lo cual )()( ,1

0
,21 Ω∩Ω∈ pp WWu  y gu  es la 

única solución de 

⎩
⎨
⎧

=
=∆

Ω∂ )(|
0
xgu

ug
 

 
Es por esto que, dada )(1 Ω∈Cv , se tiene: 

)()() v(con      ) ( ,1
0

,211 Ω∩Ω∈+= pp WWTugvTvT
 
Lo que se busca es un punto fijo a la aplicación T , es 
decir, )(1 Ω∈Cu  tal que uuT = . 
 
Para ello, se necesita ubicar en las condiciones del 
teorema de Schauder. Se tendría que probar que T es 
continua, compacta y que además existe )(1 Ω⊆ CG  
conjunto cerrado convexo acotado invariante (es decir, 

GGT ⊆)(  ). Si se logra probar estas tres  condiciones, 
en virtud  del corolario 2.1, existirá un punto fijo de T en 
G. 
 
Ahora, basta probar: 

(i). T  es continua 
(ii). T es compacta 
(iii). Encontrar G. 

 
(i). T  es continua.  
 

Sea )(1 Ω∈Cv . Se quiere probar que si { }
Njjw

∈  
es una sucesión que tiende a v (con la norma de 

)(1 ΩC ), entonces )()(
1

vTwT
j

C
j ∞→

⎯→⎯ . 

pp WjWjCj ugTvugTwTvTwkvTwT ,2,21

11
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Empleando convergencia mayorada, se ve que esta última 
integral tiende a cero, luego 

)()(
1

vTwT
j

C
j ∞→

⎯→⎯ , por lo tanto T es 

continua. 
 
(ii). T es compacta. 
 
Se debe probar que si C es un conjunto acotado de 

)(1 ΩC , entonces T(C) es precompacto en )(1 ΩC . 
 
Debido a que la inmersión )()( 1,2 Ω→Ω= CWi p es 
compacta, bastaría con demostrar que T(C) es acotado en 
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)(,2 ΩpW . Como C es acotada, existe N>0 tal que 

Nv
C
≤1 , para todo Cv∈ . 

 

ppppp WgLWgWW
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11 )()( +∆≤+≤  

ppp WgC

p

WgL
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p =+Ω≤ ,2

/1
2  

(constante que no depende de v) por lo que T(C) es 
acotado en pW ,2 (entonces precompacto en )(1 ΩC ). 
 
(iii). Existe G acotado en )(1 ΩC , convexo, cerrado 
con GGT ⊆)( . 
 
Se propone que G sea una bola de radio R en )(1 ΩC . 
Se busca en R conveniente. Es para esta cuenta que se 
necesita que A sea pequeño. 
 
Sea { }RvCvBG

CR ≤Ω∈== 1/)()0( 1 , es claro 
que este es acotado, convexo y cerrado.  
 
Se quiere que GGT ⊆)( , es decir, RTv

C
≤1 , para 

todo v con Rv
C
≤1 . Tómese )0(0 RBv ∈  fijo, 

entonces para todo )0(RBv∈  vale lo siguiente 

111 00 CCC
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y que sea R suficientemente grande (basta que 
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≥ ). Por esto, 

GGT ⊆)( . Y en virtud de lo demostrado en 1, 2 y 3, T 
tiene un punto fijo, luego (2.1) tiene solución (aunque no 
necesariamente única).  
 
 
4. CONCLUSIONES 
 
Dentro de los métodos topológicos, los teoremas de 
punto fijo se han aplicado a la resolución de diversas 

ecuaciones no lineales [2], [3]. En este artículo se 
demostró utilizando métodos topológicos la existencia de 
solución (bajo ciertas condiciones) de una ecuación 
diferencial parcial de tipo elíptico. 
 
Utilizando los teoremas (2.1), (2.2) y el corolario (2.1), se 
probó que el operador T definido para el problema (3.2) 
tenía un punto fijo, el cual resolvió el problema 
planteado. 
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