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UTILIZACION DEL TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL EN EL CA

INCERTIDUMBRE DE MEDICION
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LCULO DE LA

Use of the central limit theorem in the calculatiorof the measurement uncertainty

RESUMEN

Una consecuencia practica del teorema del limitdraleen el célculo de la
incertidumbre de medicién es que cuando la inaarilate combinada de un
resultado de medicion no esta dominada por unaadecbmponentes de
incertidumbre estandar no normal de las magnities®ntrada, una buena
aproximacion para calcular la incertidumbre expdadi, = k,Uc(y) que define
un intervalo de confianza con un nivel de confiapz&s asignar a,lel valor
que le corresponde asumiendo una distribucién rioffaaa el caso contrario, es
decir cuando la incertidumbre combinada si estdimkda por una de las
componentes de incertidumbre estandar no normaesasl magnitudes de
entrada no existen criterios claros. Se presemaasete trabajo por medio de
aplicaciones los dos casos junto con una explinadédallada de lo que ocurre y

de los criterios utilizados para obtener la indentibre expandida en cada caso.

El andlisis de estos aspectos forma parte del jrabae el grupo de
electrofisiologia del Departamento de fisica d&Jiaversidad Tecnoldgica de
Pereira viene realizando en su linea de investigaen metrologia, en la cual ha
desarrollado varios proyectos de investigacion.

PALABRAS CLAVES: Incertidumbre, medicién, metrologia, limite cehtra

ABSTRACT

A practical consequence of the Theorem of the aktimit in the calculation of the
measurement uncertainty is that when the combimedrtainty of a measurement result
is not dominated by one of the components of stdndat normal uncertainty of the
inlet magnitudes, a good approximation for thecadtion of expanded uncertainty, &
k.Uc(y) that defines a confidence interval with a cdefice level p, is to assign tptke
value which corresponds to it, assuming a nornistrihution. In the opposite case, that
is when the combined uncertainty is dominated kg @fthe components of non-normal
standard uncertainty of the inlet magnitudes, thare not clear criteria. Both cases,
together with a detailed explanation of what happand of the criteria used to get the
expanded uncertainty in each case, are presentetthisnwork. The analysis of these
aspects makes part of the work that the group ette-physiology of the Physics
Department of the Universidad Tecnologica de Perds carrying out within the
research line in metrology, which has develope@isdvresearch projects.

KEYWORDS: Uncertainty, measurement, metrologia, central limit

1. Introduccion

De acuerdo al vocabulario internacional de metialog
(VIM) [1] incertidumbre de medicion es el “Paraneetr
asociado al resultado de una medicién que caraatéxi
dispersion de los valores que podrian razonablersart
atribuidos al mensurando”; y se puede afirmar qelie s
estima a partir de parametros de dispersion.

Existen diferentes causas por la cuales una meatbda
puede ser perfecta (ver fig. 1). Por medio de agrdima
de flujo se presenta nuestra version de la metgéolo
general para estimar la incertidumbre de medicion.
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Esta metodologia est4 basada en la GUM (Guideeto th
expresion of Uncertainty in Measurement) [2] gu&a d
caracter internacional que tiene el proposito diican
criterios para la estimacion de la incertidumbre de
medicion (figuras 2, 3, 4).

Se pretende con esta introduccion ubicar al ledtotro
del contexto que se requiere para un mejor entéedim
del tema que nos ocupa: La utilizacion del teoreiela
limite central en el célculo de la incertidumbre de
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imperfecta
definicion
del mensuranclo

imperfecto acoplamiento del
instrumento con el medio

conocimiento imperfecto de
magnitudes de influencia

[

‘ instrumento de medida

caracteristicas
imperfectas lectura
del instrumento imperfecta

calibracién &
condiciones impeifectas imperfecta
en la medicion

'Otras desconocidas ..
Fig. 1. Causas de la incertidumbre en la medida.

measurando

procesador D

de la sefial indicador

IMICIO

Definir el mensurands ¥ |

{

| Establecer elmodelo flsica |

!

| Establecer el o delo matematico |

!

| Identificar las fuentes de incertidurabre

'

Cuantificar la variabilidad de =da fuente

yasodiarle una distribuciin

;Existen incertidumbres a NO
evaluar por método tipe A7

Estirnar la incertidum bre estindar Hpo f
mediante la siguiente expresiﬁn:
1 1
ulrl=s—- ,|— 2 lg. -7
(=i Zla.-7)

I

Crantificar la Fuecertichanbre Eatindar Tipo B tendetdo e aterta 1os signisntes casos:
CaZ0 1
G50 2
Cazoz:
ESPECIFIOMONES
u (31)-—15—
CaSO 4 Bt Apalhgices: Bast. Digitales:
w) RESOLUCION we) RESOLUCION
[ i) Lt -
Wer aclaracifn acerca de cadammo de los casos

=0

Fig. 2. Seccion del diagrama de flujo que especifida
metodologia a seguir.
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Calewlar los coeficientes de semsibilidada
partir de una relacién funcional

L Fl, LX)
ax

o un méto do alternative:

iS¢ presentan magnitudes
de entrada correlacionadas?

1

Evaluar el coeficente de corvelacitn mediante la siguiente expresién:
ufg, w)
rlg.w)=

ulg)-u(w]
donde la covarianza se halla a partir de relaciones funcicmales entre arhas varizbles y la
tercera que infhiye sobre ellas, o 2 partivde la sgudente ecuacidn:

o w= T -3 b )
:

Estiwur ks ; estindar cerbirada para
comelacionalas:

)= [;; u(x)] YR X )l 1, x )

itudes de entrada

Exn funcidn de la covarianza:

_jefer ¢ . mo At ot
Uo(v)—\(é[ex‘ IU m‘Hz;E.BX. -, U,

Evaluar ln ley de propagacitm de incertidumbre y =51 encontrar la
incertidirabre estindar combinada conayuda de la expresidna seguir:

K 2
ER IS

il

Fig. 3. Segunda seccion del método.

Elegir el nivel de confianza p

Es aplicable el teorema del limite central?

Aplicar criterin de distribucién deminante: ;s %< 037
ufy

Dende uy) es la combinacin de las contribuciones no

dominantes, ,() la incertidumbre esténdar de mayor valor

siempre y cuando sea "no normal”

NO (52 zplia el teorema
del Hrite central). Este
tavabién seria el caing

S cumple el miterio de

para el caso en que la °
distribucién deminante?

distribucidn dorainante
fuera norzaal.

Estimar los grados delibertad Siendo para este caso la distribucién
U dorminante de manera general

"rectangular”, el factor de coberhura se

evalia asi:

kipl=p-f3
Donde p es el nivel de confianz deseada
Para un nivel del 35%, * tendria un valor

Calcular el nimero efectivo de grades
de libertad v mediante la souaciin de
Welch-Sateerthwaite

4y
w\y

de 1,65
5

Calendar la incertidumbre expandida:
Determinar ol factor de cobertura
6} por medio dela t de Student Us=k-uly)

! !

Calenlar Jaincertidumbre expandida: Se expresa el resultado de la medida

F=yxU

Us=t,lvg buly)

Fig. 4. Tercera seccion del método (incertidumbre

expandida).
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2. El teorema del Limite Central

En la préctica, la mayoria de los experimentos de
medicién tienen caracteristicas que los aproximan
facilmente a una condicién de normalidad. De acaueaid
Teorema del Limite Centrapara que la distribucion de
probabilidad de un resultado de medicion tienda al
modelo normal se requiere:

a) Que la relacién funcionéhjue define al mensurando
sea una funcion lineal de otras magnitudes;

b) Que la distribucién de probabilidad de las mgias
que definen al mensurandesea del tipo normal.

c) También se puede aceptar que la distribucion de
probabilidad de algunas magnitudes de definiciéa se
rectangular soélo si éstas Ultimas son en ndmercomen
que las del tipo normal, y si la desviacion estanda
experimental del proceso de medicidon se estimartir pa
de un conjunto grande de observaciones. Sin embargo
aln cuando la distribucién de probabilidad de las
magnitudes de definiciébn no sea normal, el Teordela
Limite Central permite aproximar la distribucion de
probabilidad del mensurand¥ por una distribucién
normal.

Si una variabler se puede expresar comey ex, Y

toda funcién X; se puede caracterizar mediante una
distribucion de probabilidad normal, entoncésestara
también caracterizada por una distribucibn normal.
Ahora, cuando algunas de laX; no se pueden
caracterizar mediante una distribucién normalutecion

Y podra ser también caracterizada por una distdiouci
aproximadamente normal en virtud del Teorema del
Limite Central: ta distribucion de Y es
aproximadamente normal con un valor esperado
g(Y):C[g(Xi) y varianza (y):2¢i202(xi) donde
&(X) y 6°(X) son el valor esperado dg ¥ su varianza
respectivamente, siempre y cuando los 3ean
independientes y*(Y) sea mucho mayor que cualquier
componente ¢2g%(x,) de una funcién X no

caracterizada por una distribuciéon normiaj3]

La importancia de este teorema radica en que es el
soporte de la combinacion de diferentes magnitaiges
entrada caracterizadas con distintas distribuciotes
probabilidad (ver figura 5 y figura 6) para confama
funcién de la magnitudY de interés, caracterizada por
una distribucion aproximadamente normal, y poder
obtener asi, su incertidumbre estandar compuesnta ju
con su nimero efectivo de grados de libertgdl (

De este teorema se puede deducir que la distribwad
probabilidad de la variabl¥ estara mas préxima a una
distribucion normal cuanto mayor sea el nimero de
componentes y cuanto mas cercanos sean entre si los
valores de |OS<'i20'2(Xi). Por otro lado, se necesitaran

menos funcione¥; cuanto mas proximas de la normal
sean sus respectivas distribuciones.
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2.1 Criterio para la aplicacion del Teorema del Linite
Central®. Si la medicién se encuentra en una situacién
tal que una de las contribuciones de incertidumbre
presupuestadas puede identificarse como un término
dominante, por ejemplo el término con subindices 1ad
ecuacion 1, la incertidumbre estdndar combinada
asociada al resultado de la medicipuede escribirse
como:

— 2 2
ug(y) = Ju? (y)+uz(y) )
Se tiene:
N
)= 510 g
i=2
Xy x2AX, X5 24X
itud
doentada [\ /\
e L
X, £4X, SISTEMA DE _
Xa#AX; [N MEDICION y:uyx
)
[ | ‘/

efectos /k’\
desconocidos /" \_

En un sistema de medicién
se combinan DISTRIBUCIONES

Fig. 5. Mediciones en el mundo real.

DISTRIBUCION UNIFORME H

DISTRIBUCION
NORMAL
W o
a —9, a*
nivel de confianza p
intervalo 4area comprendida en %
(-o. o) 57,73
| (-1.655.1,650) 95,44
(o}
. . (-1.736.1,73 ) 100,00
nivel de confianza p
intervalo area comprendida en %
(-o, o) 68,26 DISTRIBUCION TRIANGULAR
(20.20) 95,44
(-30.30) 99,74
(_@,m) 100,00 P R

a

Fig. 6. Distribuciones frecuentes.

Que denota la contribucion total de incertidumbedas
términos no dominantes. Cuando la relaciéon entre la
contribucién total de incertidumbrg(y) de los términos

no dominantes y la contribucion de incertidumby€y)

! Este criterio es extraido del documento de aplicepara laboratorios
“EA 4/02 (rev00):Expressions of the Uncertainty of Measurements in
Calibration” [4], publicado por la Cooperacion Europea para la
Acreditaciéon European co-operation for AccreditatipBA).
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del término dominante es menor que 0,3, la ecuatién
puede aproximarse como:

uc(y)mul(y)zﬁmg[”re(y)ﬂ @

u(y)

El error relativo de aproximacién es menor que TxH
maximo cambio relativo en la incertidumbre estandar
combinada resultante desde el factor dentro de los
paréntesis en la ecuacion 3 no es mayor al 5%.vakie
esta dentro de la tolerancia aceptada para el dedon
matematico de valores de incertidumbre.

Bajo estas suposiciones la distribucién de valapes
podrian ser atribuidos razonablemente al mensuraado
esencialmente idéntica a la distribucion resultanpartir

de la contribucion dominante conocida. De estaidads
de distribuciéng(y), el nivel de confianza puede estar
determinado por cualquier valor de la incertidumbre
expandidaJ por la relacién integral:

p0)= Tolvhy @

Invirtiendo esta relacion para un nivel de confadado,
resulta en la relacién entre la incertidumbre delioién
expandida y el nivel de confianda = U(p) para la
densidad de distribucion dagéy). Usando esta relacion,
el factor de cobertura puede expresarse finalnmant®:

K(p)=Y(P) ®)
u,(y)
Evaluacion de la incertidumbre expandida en el caso
en que el resultado de la medicién tiende a ser una
distribucion rectangular [4]: Por ejemplo, en el caso de
un voltimetro en el que la contribucién de incentidbre
dominante que resulta desde la resolucién finitalade
indicacion seausEx) = 0,029 V mientras que la
contribucién total de incertidumbre de los térmimus
dominantes sear(Ex) = 0,0064 V; se tiene de forma
pertinente la relacionir(Ex)/usv(Ex) = 0,22. De esta
manera la distribucion resultante de valores quedgo
atribuirse razonablemente como errores de indina&$
esencialmente rectangular. El nivel de confianza paa
distribucion rectangular esta relacionado lineata&on
la incertidumbre expandida de la medicién (sieatioel
semi-ancho de la distribucién rectangular), asi:

_u 6
p_a/2 ©
Resolviendo esta relacién para la incertidumbre
expandida de medicidd e insertando el resultado junto
con la expresion de la incertidumbre estandar de
medicion relacionada con la distribucion rectangdéda

por la Ecuacion 2.11, finalmente se tiene la rélaci
k(p)=pV3 7
Por ejemplo, para un nivel de confianqza 95%, de este
modo el factor de cobertura pertinente skrfal,65.

Evaluacion de la incertidumbre expandida en el caso
en que el resultado de la medicion tiende a ser una
distribucion normal [4]: En este caso de manera

Scientia et Technica Afio XV, No 43, Diciembre d®20Universidad Tecnol6gica de Pereira

rigurosa la incertidumbre expandida se calcula de
acuerdo a la ecuacién 8 como:

U =u, [t,(vy) (8)

Dondety(Vey) es el factor derivado de la distribucion t de
Student a un nivel de confianpay ves grados de libertad
y que puede obtenerse de la tabla de distributide
student.

Para obtener una mejor aproximacién en la definicié

los intervalos de confianza en lugar de empleasase |
distribucién normal se requiere emplear la distribn de
Student y el factor de coberturadntonces se determina
a partir del coeficiente t de Student evaluado &n e
nuimero de grados de libertad efectivos del estintalo
salida, o seak,= t(Vey).

Lo anterior es una consecuencia de que para la
incertidumbre estandar combinaddy) la medida de la
incertidumbre es el namero de grados de libertad
efectivos Ve ) del estimado de salida y que en buena
aproximacion se obtiene combinando los grados de
libertad de los estimados xe las X magnitudes de
entrada. Esa combinacion se obtiene a través de la
llamada férmula de Welch-Satterthwaite que tiene la
forma siguiente [5]:
Ver = Ué(y) 9)

- chut(x)

i1 Vi
Cuando los valores de una magnitud de entradarsigue
una distribucion normal, la medida de la incertithoen
de la incertidumbre estandar estimada empleando
métodos estadisticos (evaluacion Tipo A) es el marde
grados de libertad del estimadae= n - m donde n es el
namero de observaciones y m la cantidad de magstud
que se determinan. Cuando se determina una sola
magnitud de salidav =n —1.

Los grados de libertad asociados a una incertidembr
Tipo B son mucho mas dificiles de estimar. En laMGU

se propone un método de estimacién para los casos
generales de evaluacion Tipo B que se basa enpiéem

de la expresion siguiente:

) {Auw T
b2 ux)

(10)

La magnitud entre corchetes es una medida de la
incertidumbre deu(x;) cuyo valor se puede obtener a
partir de la experiencia o el conocimiento que esgya

del procedimiento de mediciéon. No obstante, cuasalo
establecen fronteras que es un caso tipico ertiladac

de calibracion, los limites se eligen de modo ta tp
probabilidad de que los valores de la magnitud aned
ser encontrados fuera de ellos es extremadamente
pequefia, y en ese caso los grados de libertad puede
considerarse infinitos.
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3. Aplicaciones
P U._, \/(3.,551}3—4)2 +(2887E-1)2 465584

= 0,3
3.1 Aplicacién 1:En la calibracion del punto de 50,000 v 6,062E —4 6,062E -4
V de un multimetro digital se obtuvieron los sigués U
datos: €D _ 768
U

Tabla No 1 Valores obtenidos en la calibracién deru ?

multimetro De acuerdo a lo anterior la incertidumbre expandiea

SaicF I 5 3 7 5 5 calcularia de la manera siguiente:

Valor (V) | 50,000| 49,999 49,998 50,00 49,9p8 49,999 Hallar los grados efectivos de libertad:

Grados efectivos = 95,98
Hallar el k para un factor de cobertura del 95%:

Las especificaciones de los instrumentos son las ’ ooeiid
Nota: De acuerdo al tipo de distribucion de Ucaetdr k

siguientes:
Exactitud instrumento bajo prueba: se extrae de la Tabtestudent
+ (0,03% lectura + 3 digitos) k=201

Calcular la Incertidumbre expandida

Resolucion instrumento bajo prueba: 0,001 V
Ue = 2,01 x 7,643 mV

Especificaciones del patrén: + (18 ppm salida + 18D

Célculo de la incertidumbre expandida: Ue = 1,536 mV
Valor medio de los datos es: 49,999 V L, . L
Desviacion estandar: 8,944E-04 V 3.2 Aplicacion 2:En la calibracion del punto de 50,00 V

de un multimetro digital se obtuvieron los siguésnt
Resultados (tabla 2): datos (ver tabla 3):

Tabla No 2 Resultados obtenidos . . .,
Tabla No 3 Valores obtenidos en la calibracion del

las

TIPO DE INCERTIDUMBRE [VALOR punto 50,00 V de un multimetro digital.
Repetibilidad (TIPO A) 3,651E-0k
Resolucion (UB2) 2,887E-04 Dato # 1 2 3 2 5 6
Especificaciones patron (UB1)5,062E-04+ -
Incertidumbre combinada 7,643E-04t z\llvt)edlda 49,99| 49,99 49,99 49,99 49,99 49,99
Incertidumbre expandida 1,536E-08
Grados efectivos 05 98 Lgs . especificaciones de los instrumentos son
Uc.o/Up 0,768 siguientes:
) ] Exactitud instrumento bajo prueba:
Incertidumbre combinada: + (0,03% lectura + 3 digitos)
3 3 7 Resolucioén instrumento bajo prueba: 0,01V
Uc = J(3,651E —4) +(2,887E—4) +(6,062E - 4) = 7,643E- 4V Especificaciones del patron:
+ (18 ppm salida + 15QV)
% + % L = ’"“/\ Célculo de la incertidumbre expandida:
S T B Ut R Valor medio de los datos es: 49,99 V
Desviacion estandar: 0,000E+00 V
INCERTIDUMBRES Resultados (tabla 4):
7,000E-04 0BT .
6.000E-04 Tabla No 4 Resultados obtenidos
5,000E-04 oh TIPO DE INCERTIDUMBRE [VALOR
o
4000E-04 Pos - o et Repetibilidad (TIPO A) 0,000E+00
3,0002-04 mUR2 Resolucién (UB2) 2,887E-03
20008-04 Especificaciones patrén (UB1p,062E-04
1.0008-04 incertidumbre combinada  [2,950E-03
0,0008+00 1 incertidumbre expandida 4,867E-03
@TPO A 3,651E-04 Uc.o/Up 0,210
OuB1 6,062E-04
— 2887E 4 Incertidumbre combinada:

, . _ Uc = +/(2,887E - 3)° + (6.062E - 4)° - 2,950E - 3V
Fig. 7. Aportes de incertidumbre.
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3500E-03

INCERTIDUMBRES

3,000E-03

LE2

2500E-03

2000E-03

QTP A

OLE1

1,500E-03
1,000E-03

m B2

5,000E-04 1
0,000E+00

1

aTPO A

01,000E+00

OLE1

£,062E-04

=Bz

2 887E-03

Fig. 8. Aportes de incertidumbre.

v 6,062E — 4)° -
cop VG, Y _6062E-4 o

U ~ 2,887E-3

4

C—D

=0,210
D

~ 2887E-3

Como se observa la relaciéon dio menor que 0,3 B qu
ratifica como es logico que el tipo de distribucida la

incertidumbre combinada es rectangular.
cuenta esto se calcula entonces

expandida de la siguiente manera:

Ue = 1,65 x 2,950 mV

Ue = 4,867 mV

Andlisis (tabla 5):

Teniemlo e
la incertidumbre

Tabla No 5. Analisis de resultados

Asumiendo Como Con Teorema|
distribucién normal Limite
Central
Grados efectivos dg 0
libertad
Uc 2,950 mv 2,950 mV
K 1,96 1,65
Ue 5,781 mV 4,867 mV

4. Conclusiones

Se presenté en este trabajo mediante un analiisnoio
que incluye algunas aplicaciones practicas, toda un
metodologia que permite al experimentalista temsr |

herramientas necesarias para una mejor utilizad&in
teorema del limite central en el calculo de la
incertidumbre de medicidn, el cual en la mayoridade
casos es utilizado de una manera arbitraria quensup
equivocadamente que se puede generalizar a togas la
situaciones de medida
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