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ALGUNOS TOPICOS EN TEORIA DE NUMEROS: NUMEROS MERSENNE, TEOREMA
DIRICHLET, NUMEROS FERMAT.

Some topics in number theory: Mersenne numbers, Dirichlet's Theorem, Fermat Numbers.

RESUMEN

En esta parte hacemos un breve estudio de los nimeros de Mersenne, encontramos
una relacion importante en su forma en lo que hemos denominado zoom y después
hacemos una relacién sencilla con los nimeros de Fermat. Después estudiamos el

teorema de Dirichlet y simplificamos su forma.

PALABRAS CLAVES: Primo de Mersenne, Fermat, teorema Dirichlet.

ABSTRACT

This part is a brief study of Mersenne numbers, we found an important
relationship in your way in what we call the zoom and then make a simple relation
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with Fermat numbers. Then we study the Dirichlet theorem and simplified form..
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1. INTRODUCCION

La Teoria de NUmeros bien conocida como la reina de las
Matematicas tiene diversidad de problemas aln sin
resolver y diversidad de aplicaciones nuevas que influyen
casi todas las areas del conocimiento. Aunque hay
muchos teoremas y resultados ya conocidos como lo es el
Teorema de Dirichlet y los nimeros de Mersenne alin se
puede decir més acerca de ellos. Cada dia resultan nuevos
resultados que aclaran o mejoran el entendimiento de un
teorema 0 un procedimiento. Precisamente en este
articulo presentamos un estudio breve del teorema de
Dirichlet y resumimos su forma. También hacemos un
detallado estudio de los ndmeros de Mersenne y
generalizamos el teorema que encontré Fermat respecto
de los nimeros de Mersenne. Tambien escribimos una
breve relacién entre los nimeros de Mersenne y de los de
Fermat.

2. CONTENIDO

21. EL TEOREMA DE DIRICHLET Y SUS
CONSECUENCIAS.

Recordemos que el teorema de Dirichlet, dice que si
m.cd {a, b} = 1, la sucesion p(n) = a + bn contiene
infinitos ndmeros primos, de hecho el caso 4n+1 vy
4n — 1 son casos particulares que se pueden demostrar
relativamente facil. Del teorema de Dirichlet podemos
ver que hay infinitos nimeros primos de la forma:

1. pn+ 1donde p es un nimero primo.

2. p'n+ 1 donde p es un numero primo y t un entero
positivo.
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3.4pn + 1 donde p es un ndmero primo.

4. (p, - po = p)n + 1 donde p; es un nimero primo.

5. pm + g donde p, g son ndmeros primos.

6. si p es primo y no es factor de 10}, 10'm + p

7. 4p + 1 con p primo. Nétese que ((4,1)) =1y
pm + 1 debe ser impar por lo que m es par, en este
caso m = 4. En general existen infinitos primos de la
forma 2tp + 1 con p primo. Un resultado similar se
tiene para 2tp - 1.

2.1.1 Zoom Al Teorema De Dirichlet.

Para comenzar nuestro estudio es conveniente enunciar
un resultado que nos muestra una interesante propiedad
de la suma de nimeros impares.

Teorema 2.1.

1. Sean a, ¢ enteros impares positivos entonces;

a+c . .a—c .
a. —— esparsiysolosi— esimpar.

a+c . . . a—c¢
b. —, esimpar si y solo si —,espar.

. a+c a-—c .. . .
2. Si a, ¢ son pares — Y —; tiene la misma paridad.

Demostracion. Se propone como ejercicio.
Sean a, b enteros positivos primos relativos. Hagamos
P(m)=a+bm (1)
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Sabemos por el Teorema de Dirichlet que (1) contiene
infinitos nameros primos. Una observacion detallada de
la ecuacion (1) nos permite enunciar lo siguiente.
Teorema 2.2. En la ecuacion (1) es suficiente considerar
a imparybpary a <b.

Demostracion. Consideremos las siguientes situaciones:

1. a, b no pueden ser pares simultineamente.
2. Siaespary bimpar, m tiene que ser impar.
Seam = 2t + 1 entonces,

P(t) =a+b(2t+1)
=a+ 1+ 2bt
=d + b't

Donde a’es impar y b’ par.
3. a impary b impar. En este caso m tiene que ser
par, sea m = 2t, luego,
P(t)=a+ b(2t)

=a+ 2bt

=a + b't
Donde b’ es par.
Asi todas las posibilidades conducen a que a es impar y
b par. Si a > b por el algoritmo de la division tenemos

a=bq +r, 0=r<b

Por lo que

p(m)=bq + r+ bm=b(m + q) +r
Notese que r es impar. Esto completa la prueba.
Ejemplo 2.1.
1. La sucesion p (t) =2t + 1 contiene todos los
nameros primos impares.
2. Todo primo impar se encuentra en la sucesion
p(m) = 4m+ 1oenlasucesion p(n) =4n—1

Para completar el analisis de la ecuacion (1) basta
. b b . .
considerar ahora el caso S pary - impar. Sin embargo

notese que m puede ser par o impar.

Hagamos p(m)=a + bm, p(n) =c + bn
(supondremos siempre a <b, a impar, b par).
Consideremos los siguientes casos

aTJrC pary b = 4t. En este caso.

_ pm)+p(n) _ atc + b(m+n)_a+c

— +
P > > 5 5 2t (m+n)

[ = POWop(y) —azc  blm=m)_a—c . 0
2 2 2 2

Donde P es par e I impar. Es importante resaltar que

P—I=p(n), 2P=p(m)+pn)

En este caso m, n pueden ser pares o impares.

P+1=p(m),

2.%paryb = 4t + 2. En este caso.

p= p(m)+p(n):a+c+b(m+n):a_+c+ 2t + 1)(m +n)
2 2 2 2

| = Pm)-p(m)_a-c b(m-n) a-c

5 5 5 5 +(2t+1)(m — n)

Si queremos que P sea par y por tanto / impar entonces
m,n tiene que ser pares a la vez o impares a la vez.

a+c R
3. 5 pary b = 4t + 2, Pero, m + n es impar entonces,

_ p(m)+p(n)_a+c b(m+n)_a+c

I 2 2 2 — +@t+ 1) (m +n)

p= p(m)-p(n)_a—c b(m-n)_a-c

> > > > +2t+1)(m — n)

Con [ impary P par.Sim = 2q,n = 2h + 1 entonces,
p(m)=a+4Q2t+ 1)q,p(n) =a+ b+ 42t + 1h.

sas = .. . a+c .
4. Un analisis similar se tiene cuando —, &s impar. Se

deja al lector.
Ejemplo 2.2.

1. El caso especial ocurre cuando p (m) = 4mt 1,
p(n) = 4nt1. Para el primer caso

p(m) + p(n) = 4(m + n)+2 luego,

1= 2D 2 o(m 4 m) 1
p= 2P 1y

2. Seanp(m) = 4m + 1, p(n) = 4n- 1 entonces,

oo p(m);p(n) = 2(m 4 m)
= —p(m);p(") = 2(m —n)+ 1.

3. Podemos hacer p(m)=2m+1, p(n) =2n-1y
este incluye los dos casos anteriores.
Del estudio anterior podemos enunciar la siguiente

conjetura que equivale a la conjetura de Golbach:
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Conjetura: Para todo P par (impar) mayor o igual 4(5),
existe un impar (par) I de tal manera que

P+I1=P, P-I=P
Donde P;, P, son nimeros primos.
2.2 NUmeros de Mersenne
En esta parte hacemos un breve estudio de los nimeros
de Mersenne, especialmente aquellos que son primos y
deduciremos algunos resultados relativos a ellos.
Para comenzar nuestro estudio consideremos el siguiente
resultado elemental de la teoria de NUmeros.
1. Todo impar I es de la forma 4n+ 1 o de la forma
4n — 1.
2. Existen infinitos primos de la forma 4n + 1 e infinitos
de la forma 4n — 1.
3. Todo primo impar o es de la forma 4n+1 o de la
forma 4n — 1 pero no de ambas a la vez.
4. Si a, b son primos relativos entonces p(n) = a + bn
contiene infinitos primos.
La demostracion del resultado anterior se deja como
consulta para el lector. Sin embargo, hacemos notar que
el caso 1) es una simple consecuencia del algoritmo de la
division. Como todo primo distinto de 2 es impar, se
deduce que todo primo es de la forma indicada en 1). De
aqui se deduce inmediatamente que existen infinitos
primos de la forma 4m + 1 o de la forma 4n — 1 (¢por
qué?) Sin embargo la parte 2) se puede demostrar de
manera relativamente facil. Es claro que el literal 2) es un
caso particular de 4) el cual es llamado Teorema de
Dirichlet quien lo demostré en el afio1837 utilizando
herramientas de la variable compleja. Recordemos que
los nimeros de Mersenne tienen la forma.

Mp=2r-1=q (2)
La expresion (2) puede escribirse como
2 —1=q ©4(2P2)-1=¢q
Es decir, todo primo de Mersenne es de la forma 4k — 1.
Dividiendo g entre p cuando g es primo vemos que
q=pl+1, resultado cierto que probaremos mas
adelante. Es decir,
22 —1=pl+1 (3)

El resultado dado en (3) fue probado por Fermat. Es

importante recordar que el hecho de que p sea primo no

implica que M, sea primo, el caso trivial es

211 — 1 =2047 = (23)(89). Nosotros generalizaremos

este resultado. En la ecuacién anterior podemos escribir
pl=2P -2

Como 2P — 2 es par y p es primo impar, entonces [ tiene

. l .
que ser par. Sin embargo, > €s Impar, puesto que
1
—)=2p"1_1
P (2)

2P -2

Podemos definir

l(p) =

Por ejemplo, 1(11) = % = 186. Resumiendo tenemos,

para p primo impar
1.2 -1=pl+1

2. lespar.
/A
3.5 es impar.

Podemaos por ahora enunciar el siguiente resultado el cual
demostraremos en esta parte.

Teorema 2.3

1. Sea p un ndmero primo.

a) Sea 2P —1=gq.Siqesprimoentonces 2 —1=pl+1
b)pDqg — 1

2P-2 . .
c) l(p) = — €S un numero par para cada primo p

Ademas, [(p) es divisible por 2 y 3. Es decir, por 6.

d) Si M, es primo entonces, 2? —1 =6pl; + 1 con [
impar.

2. Ningun primo de la forma 4t + 1 es de un primo de
Mersenne.

3. Ningan primo de la forma 4t — 1 con t impar es de un
primo de Mersenne.

4. Ningan primo de la forma 6pl + 1 con [ par es primo
de Mersenne

5. Ningun primo de la forma 4t — 1 con t par que tenga
divisores distintos de potencias de dos es de un primo de

Mersenne.
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6. Los primos de Mersenne son escasos al comparar con
el nimero de primos.

7. Todo nimero primo de Mersenne distinto de 3
termina en 1 0 en 7. Mas aln, 2P — 1con p impar

terminaenloen?.

/p »_1 l(p)=2pp_2 4k —1 \
| 2 3 1 4(1) -1 |
| 3 7 2 42) -1 |
| s 31 6 4(8) — 1 [
I 7 127 18 4(32) -1 I
| 13 8191 630 4(2048) =1 |
[ 17 131071 7710 4(32768) —1 |
\19 524287 27594 4(131072) — 1 /
31 2147483647 69273666 4(536870912) — 1

Para una demostracion sencilla de la parte dos del
teorema anterior, recordemos que

a = b(modm) © mD(a — b)
Donde D significa divide. De aqui se deduce facilmente
que el residuo de dividir a entre m es igual al residuo de

dividir b entre m. Esto lo denotamos

res (%) = res (%)

Si ¢ es la funcion fi de Euler, tenemos el teorema de
Fermat cuya demostracion  puede consultarse en
cualquier libro de Teoria de Numeros,
Teorema 2.4. Si el maximo comun divisor entre a y m
es 1 entonces,

a?™ = 1(mod m)
En particular si pes primo ¢(p)=p—1, luego
aP~1 = 1(mod p). Si hacemos a = 2 encontramos.

pD(2P -1 ep,=2r1-1op2l,) =27 -2

epl+1=20-1
Veamos por qué L(p) es divisible por 6. En primer lugar
tenemos,
Teorema 2.5. a*™ — 1 es divisible pora + 1 ypora — 1
Demostracion. La prueba es por induccion. Hagamos
P(n) =a®* —1. El resultado es cierto para n=1.
En efecto, pues P(1)=a?—1=(a+1)(a—1).
Supongamos que P(n)= a®**—1 es cierta.
Ahora:

Pn+1)=a>"?2-1=a@?>-1+1)-1
=a’—14+a*(a®?-1)

Y el resultado es cierto para n + 1.
Como caso particular 22™ — 1 es divisible por tres. Del
teorema anterior tenemos que.
a?*—1=1lla+1(a—-1) o a**!t —q =
la(a+ 1)(a—-1).
Pero sabemos que el producto de tres enteros
consecutivos es divisible por 6. Por tanto
(a—1) (a) (a + 1) es divisible por 6 y podemos escribir
entonces,

a?t—a=L(a+1(a—-1)=1,-6l, =6l
Ejemplo 2.3.
1. 22" — 1 es divisible por 3.
2. 22nt1 — 2 esdivisible por 6.

p_
3. l(p)= zpfzcon primo impar es divisible por 6.

4, 22ntk — 2k es divisible por 2. 3.

5. En general a®™ — 1 es divisible por a? — 1.

6.Comoa?"—1=(a—-1D@"+a*2+.-4+1)=

k(a + 1)(a — 1) entonces vemos que

a?* 1 4+ q?"=2 4+ ... 4+ 1 esdivisible por a + 1.

7. Para todo entero a > 2 el numero 4(a?"~2) — 1 no es

primo puesto que es divisible por 3.

8. En conclusion todo primo de Mersenne es de la forma

2P — 1 = 6pl + 1, donde p es primo y [ es impar.

Recuérdese que en general a™ — 1 es primo si y solo si

a=2.

2.2.1. Zoom de los nimeros de Mersenne

En esta parte hacemos un zoom de los nimeros de

Mersenne, es decir, penetraremos hasta lo méas profundo

de estos nimeros. Para tal efecto, consideremos una vez

més la identidad:

a—1=(a-1D@'+a*"2+--+1)
=La+D@-1)

De donde concluimos
a’*—1=lLala+1D@—-1)+a—-1
=(a—D[ljala+ 1) +1]
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En particular si a = 2 se obtiene

2241 1 =61, +1=23L)+1=32L)+1
Notese que I, es impar, lo cual se deduce del hecho
6L, + 1=4k—-1 -3, =2k- 1.

Mas aln
22n+l _ 9 22n _q

llz =

6 3

Pero [, esimpar, [; = 2t, + 1 es decir,
t, = 2t,, t, =

Luego,

LL=2t;+1=2%,+1, t,=
Pero t, es impar por ser division de impares, luego
t, = 2t; + 1. Osea

21 -1
t,=2|———
=25

Asi tenemos,

ll = 22t2 +1 = 22(2t3+ 1)+ 1
= 22(2%, + 1) +1

n—4_1
=24t4+22+1,t4= 3
Pero t, = 2ts + 1, Gsea
26 —1
2ty = 2% |[———
=]

Y asi,

[, =2%(2ts + 1) + 1 = 2*(2%t, + 1) + 22+1

n—6_1

= 26t6+2422+1,t6 = 3

Siguiendo el proceso obtenemos la formula
I = 221ty + 22172 $ 2274 4 4 22 + 1ty
2n—2i -1
=—a
Pero el proceso debe terminar y ocurre cuando 2i = 2n
y encontramos que

l1 — 22n—2 + 22n—14— + 22n—6 + .+ 22 +1

2L 422 4 2N 4 22+ 2+ 1
B 3

_ 22n+1_o _ 221 _q

6 3

Asi tenemos que parap = 2n + 1 primo impar
22n+l _ 1 =
622772 + 22774 22776 . 4 22 + 1| +1

Mas aun tenemos

22n-2 4 92n—4 4 22n—6 ... 192 4 1

2n+1
Es un entero impar. Esto se deduce del hecho
2l —1=6L+1=6pl+1

3. La funcion C.E.G.P.

En esta parte definimos una funcién que nos ilustrard

respecto a los nimeros de Mersenne.

Definicion3.1. Definamos w(p, k) = 2¥ — 1 — 2k donde
P es un nimero impar.

Observemos que para p primo y k =0 nos da los
nameros de Mersenne. Dos casos particulares de esta
funcidn son

1. Sipesprimow,(p,k) =27 —1 -2k =pl+1- 2k
2.Sipnoesprimow,(pk)=2P —1—-2k =pl+7 -2k
Segun lo visto en el apartado anterior.

Una simple observacion muestra que los nimeros

w(4t +3,k),t €{0,1,2,... }terminan en la misma cifra.

De igual forma los nuameros w(4t +1,k),t €
{1,2, ...} terminan en la misma cifra. En efecto, para
probar esto observemos las potencias de dos:

(Zl 230 250 271 200 211} 2131,)
2 8 32 128 512 2048 8192

Vemos que las potencias impares de dos terminan en 2 y
8 de manera intermedia. Como los numeros impares
forman una sucesion aritmética podemos escribir lo
siguiente:
a,=3+4t—-1)=4t—-1,b,=5+4(—-1)
=4t + 1,parat =123, ..

Teorema 3.1. P (t) = 2% Terminaen 6.
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Demostracién. La prueba es por induccion. Para todo
t=1,p (1) = 2* =16. Supongamos que
P(t) = 2%t termina en 6 y vemos que P(t + 1) termina
en 6. En efecto, P(t + 1) = 24(t+D = 244t
Pero 2% termina en 6 y por hipdtesis de induccion,
2%t termina en 6, por lo que el producto termina en 6.
De aqui obtenemos,
Teorema 3.2 El nimero 2%*! —1 termina en 1y
241 — 1terminaen 7.
Demostracion. Veamos porque esto es cierto. Hagamos
p(t) =2%1—1, t=123..

Observemos que si t=1, P (t)25-1=231.
Supongamos que el resultado se cumple para t y veamos
que se cumple para t + 1. Tenemos,

P(t+1) = 24t+D+1 1 = 2524t — 1
Por la parte anterior 2*¢ termina en 6, 25 termina en 2,
luego 25 2%t terminaen2y p(t+1) terminaen 1.
De manera similar se muestra que 24~ - 1 termina en
7.
Es facil mostrar que 242 termina en 4. Asi tenemos,
Teorema 3.3. El numero entero 24¢(24t*1 — 1) termina
en6y24-2(24-1 - 1) terminaen 8.
Este resultado nos explica porque todo nimero perfecto
par termina en 6 0 en 8. El resultado se puede ver en las

matrices abajo.

(23—1l 25—11 27—-11 2°—11 2% —1] 2B8—-11 25-11
7 31 127 511 2047 8191 32727

(ZZL 41 260 281 2101 212 214} 216l)
4 16 64 256 1024 4096 65536 65536

Vemos que 2P~1 (2P — 1) terminaen 6 0en 8.

Ahora hagamos,

9(ay = w(ay,) = 2471 =1 =2k, h(b,) = w(b,, k) =
24+ — 1 — 2k.

Los valores permitidos para k son 0, 1, 2, 3, ya que
g(a,, k) > 0.Si k = 0 sabemos que g (a,) termina en 1.
Si k=10k=20k=3g(a,) terminaen90705
respectivamente y h (b,) termina en 5 0 3 0 1
respectivamente. Ademas,

L.h(by) — g(a(t)) =302 1) + 3g(a(t)) +

3lydonde 1|, =1 + 2k.

2. g(az4q) — g(ay) = 152*1).
3. g(bey1) — h(by) = 15(2%71).
Si permitimos escoger valores para k que hagan
w (p, k) > 0 segun el caso se tiene el resultado trivial.
Teorema 3.4. Para cada p impar existe k tal que w (p, k)
€s un namero primo.
4. NUmeros de Fermat.
En esta parte estudiamos brevemente los nimeros de
Fermat. Sea 2™ + 1 = q. No es dificil probar que si q es
primo entonces n es una potencia de 2. Definamos
g=2%? + 1. Por una observacion directa vemos que
g=g=2%" + 1 = 2P + 1. De otro lado
227 +1=4(2?"2)+1
De esta observacion vamos que existe una relacion entre
los nimeros de Fermat y los de Mersenne. Observamos
que Mp = 2P — 1implica2? = Mp + 1, por lo que
E, = 2Mptl 41
Esto nos da partida para estudiar brevemente los
siguientes numeros:
1. Ningin Hp=2MP‘1 —1 es un numero primo de
Mersenne.
2. Si M, — 1es un primo de Mersenne G, = 2" 41
no es un primo de Fermat, ya que M, —1 es divisible
por 3.
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