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Desigualdad de Neper: un caso particular

Formula general para desarrollar y demostrar algunas desigualdades clésicas.
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Resumen— Una nueva forma de generar desigualdades
utilizando calculo basico, se empieza con la demostracion de
desigualdades basicas para luego analizar la desigualdad de
Neper y presentar nuevas desigualdades.
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Abstract— A new formula for creating inequalities using
elementary calculus; we start with Napier’s inequality and we
will proof new ones.
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convexity, logarithm, differential calculus.

I. INTRODUCCION

En la solucién de algunos problemas de ingenieria eléctrica
nos encontramos con los cdlculos promedios para
determinar la distancia adecuada que nos generan la
reactancia inductiva o capacitiva, y estas distancias son de
cardcter geométrico por supuesto; pero la forma es
irrelevante, es decir la disposicion de los cables de
transmision pueden tener forma lineal, triangular o
poligonal pero el promedio es el que cuenta siempre y
cuando se realicen las transposiciones adecuadas (ésto
genera otro promedio pero aritmético). Es decir si se tienen
las distancias dy, dg, d3 se desea saber la distancia
promedio que emplearemos para calcular los pardmetros de
la linea de conduccién, y Illegamos al promedio
d= didyd;, que se denomina distancia media
geométrica, ver [1]. Este promedio es el resultado de los
célculos de los flujos magnéticos y no simplemente de los
promedios tomados caprichosamente; tal situacién la
ejemplarizamos al observar la desigualdad bdsica (1), ver
21y [5];
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X1+ X2+ ¢¢CC+ Xng 9 .
n - X1 X2 ¢CCXp: (1

Que de inmediato harfa los cdalculos de los pardmetros
imprecisos. La desigualdad (1) nos obliga a dar condiciones que
pueden ser obvias para el ingeniero pero para el matematico es
diferente porque tenemos las restricciones siguientes:

X1; X2; ¢0¢; Xn 2 R* (2)

Esto quiere decir que los conductores no pueden ser cero y que
las distancias entre ellos siempre serdn positivas.

Las desigualdades y los promedios tienen origen en el proceso
de solucién de un problema de fisica o pueden aparecer del
contexto geométrico como el siguiente:

Figura 1. Promedio heroniano.

En la figura 1 el volumen del cilindro de radio R1 y altura & es
mayor que el volumen del cono truncado que a la vez es mayor
que el cilindro de radio R2 luego tenemos la desigualdad
siguiente:

R?+ Ri1R2+ R3

3 YR 2h:

3)
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De la ecuacién (3) se llega facilmente a la desigualdad (4):

R?+ R{R2+ R3
>

R > 3

RQZ
“)

Surge una pregunta en relacién a la desigualdad (4) y es
(qué tipo de media o promedio corresponde al término
entre Ry y R,? Existe una media denominada media
heroniana que corresponde al matemdtico alejandrino
Her6n y que se expresa asi:

X+ "Xy+y.

MH =
3 3

®

ahora si y > x >0 podemos escribir la desigualdad
siguiente:

< Yy: (6)

La procedencia de (5) viene del célculo del volumen de un
cono o una pirdmide truncada, cuya férmula es
V = }—;(L + /Ty + y), en donde = y Yy son las 4reas
superior e inferior de las tapas del cono. Notemos, ademads,
que el resultado producido por (5) no es el mismo que el
dado por (6) si realizamos los célculos respectivos.

Dentro de los promedios interesantes tenemos el caso de la
media arménica que tiene su razoén si la mayoria de valores
son cercanos entre si pero existen unos, muy pocos, que
son grandes o valores atipicos, pero con esta media
obtenemos resultados que tienden a ser tipicos, veamos el
caso de la media armoénica comparada con la media
aritmética de manera binaria [7]:

T+y 2y
= >y > —. 7
2 - YE T +y @
Una demostraciéon geométrica de esta desigualdad

compuesta es la que se presenta a continuacién en la figura
2:

A B G D
Figura 2. Demostracion desigualdades.

En la figura 2 el segmento AB = AC =z, el segmento
BD = DE =y; con estos segmentos se generan cuartos de

circunferencias o arcos de circunferencia como C B y EE; el
punto G corresponde al punto medio del segmento AD, luego el
segmento G H corresponde a la media aritmética; el punto B es
en donde confluyen y son tangentes las circunferencias de centro
A yD, el segmento BF corresponde a la media arménica (MD),
ahora la circunferencia de centro G define para los segmentos
Z, ¥y la media geométrica (MG) entre estos y corresponde al
segmento BT, se observa de la figura 2 que la media geométrica
se encuentra entre la media arménica y la media aritmética. En
los estudios de fotografia satelital, para efectos de resolucién en

pixeles se obtiene mejor fotografia con promedios aritméticos,
ver [3]

Existe la raiz media cuadratica, denominada valor rms, que se
aproxima al promedio de (4) pero su origen viene de la manera
como se calcula la potencia eléctrica promedio cuando la onda
es variable discreta o de manera continua, su expresion para
valores discretos es el siguiente:

2 2 2
X7+ X5+ ¢¢¢+ X§

n

®)

ers=

Y para valores continuos, en el intervalo (a;b), con la funcién
continua f (X) tenemos la expresion:

(%)

1 40

2 .
5a (2t )

ers=

La media expresada en (8) se denomina, a veces, como la media
de Holder, y para el caso particular de dos ntimeros tenemos la
expresion:
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2. 42
X+ X5,

X = 5

(10)

Y entonces podemos comparar (10) con  (4), esta

comparacién nos lleva a la expresion:

2. %2
X% + X5 X2+ Xy + Y2
2 - 3

(1)

La media Holder generalizada se describe con la siguiente
ecuacion:

n n
X n= n M: (12)
2
La idea, en esta introduccidn, es por lo tanto presentar que
estos promedios nacen de problemas concretos y que
podemos encontrar formas geométricas o analiticas de
comparar estos promedios o0 medias matematicas.

Ahora supongamos que se tienen dos variables, positivas
2,1y, ademds x #y entonces se define la media
logaritmica como:

. “ 1
Xiy

MLOEY) = i iny =

xtyli tdt (13)

Pero es importante observar si una de las variables tiende a
la otra se puede escribir que:
M L(x;x)

'rr;(ML(x;y): X (14)

= i
y!

La media logaritmica se encuentra entre la media
aritmética y la media geométrica [4]:

2xy
X+Yy

X+y Xiy p
2 * Inxj Iny”

Xy, 5)

La media logaritmica es muy importante en los calculos de
conduccidn de calor en el flujo de liquidos en las tuberias

[4].

La desigualdad estricta de Neper se expresa de la forma
siguiente [6], si se tiene que y > x > O:

1 Iny—lnzx 1
— < - —
y y— z

(16)

Ahora vamos a realizar la demostracién de (16) que nos
llevara a mostrar otras desigualdades; observemos la figura
3 en donde se tiene la funcién logaritmica natural sencilla,
en los puntos A y B se han trazado dos tangentes:
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In(y)
In(x)

— Funcién  In(x)

Figura 3. Demostracién desigualdad de Neper.

La tangente CD en el punto A, y la tangente EF en el punto B. la
pendiente del segmento AB se expresa con la ecuacién
siguiente:

Iny —Inx
y—
Ahora se observa que en el punto A se tiene una tangente que
corresponde a la pendiente de la curva en A y de manera similar

sucede con el punto B. Luego la pendiente en A y en B se
pueden escribir asi:

Pap = A7)

(18)

Ahora notamos que la pendiente en A es mayor que la pendiente
en B, pero la pendiente del segmento AB se encuentra entre
estos dos valores, de manera grafica podemos decir que queda
demostrada la desigualdad de Neper ya que la funcién logaritmo
es mondtona y su concavidad es hacia abajo. De este ejemplo se
llega a la siguiente forma de realizar o crear desigualdades
aplicando la desigualdad (18):

;fo(a)> Wﬂ%) s$f9x) < 07 a< by
|

i f(a

(19)
. f (b
fqa) < b a

. )<f°(b) §f%x)>0"a< b

Si exigimos que en el intervalo [a,b] la funcién f(z),
diferenciable en (a;b) es mondtona. Veamos el siguiente caso en
donde queremos demostrar la desigualdad:

xe+ 1, € (20)

Luego la funcién que utilizaremos es f (X) = € y si tenemos un
intervalo [a;b], ademds es claro que €+ €, y f¥x) > 0;
entonces si aplicamos (18) obtenemos:

b € €

e > > e?
bi a

2y

Ahora procedemos a realizar transformaciones algebraicas que
nos conduciran a desigualdades clésicas:
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e eP=c? | 1
—- > — >1
el bj a
A
gia EfL——L—l > 1
bj a

Si hacemos que bj a= x:
e 1
e > — > 1

Se obtienen, entonces, dos desigualdades, muy conocidas,
como€ , X+ lylaotraesxe* + 1, €*.

En relacién con las ecuaciones en (19) cuando hablamos de
concavidad nos referimos a la concavidad hacia abajo y
podemos decir simplemente curva céncava en el intervalo,
por ejemplo [X;y], si la concavidad es hacia arriba se
denomina curva convexa [8]; entonces si tenemos una
funcién f : R! R, se dice que es céncava en un intervalo
[X; Y], si para cualquier t en [0; 1] tenemos que:

Fix+ (1 t)y), tH(x)+ (1i Hi(y) @

O también estrictamente céncava si utilizamos el simbolo

ol N
5 tf(xz)+(1 — t)f(y)

xT Y
Figura 4. Definicién de concavidad.

Observemos la figura 4, en ella vemos que la funcién, de
manera parametrizada, se encuentra por encima del
segmento tf (x) + (1 t)f (y):

Ahora supongamos que vamos a averiguar el origen de la
desigualdad siguiente:

P—> k

T, K& — - s 0 k- 1
! sint (k)

(23)

Para demostrar y buscar el origen de esta desigualdad
vamos a detallar la funcién f (x) = sin' '(x) en el intervalo
[a; b], luego aplicando (19) y observando que esta funcién
es convexa en el intervalo [j 1;0], y céncava en [0; 1] donde
tomaremos la presente situacion luego tendriamos que:

1 sinl '(b) | sini '(a)

"Tie: bia

P 24
5 V“—az ( )

Veamos la grafica de la funcién en la figura 5:

154
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Figura 4. Definicién de concavidad.

Si definimos que a = 0, y que b> a, se concluye de (24) que:
o1 sini '(b)
1 R b
@3): 1 k2~

, ahora si b= k llegamos a la expresién

k
sint (k)

Ahora supongamos que nos piden que analicemos la siguiente
desigualdad que incluye un pardmetrot , 0 asi:

t+txj x2- te¢ (29

Para la expresion (25) utilizaremos la funcién f (X) = x€*, si
aplicamos (19) en un intervalo [a; b], y ademés podemos ver, con
derivadas, que la funcién es convexa a partir de -1, obtenemos:

beP| ae?

e+ ae® <
bi

(26)

Si dividimos (26) por €? llegamos a:

bePia a . )
1+ ax< i a y si hacemos bj a= x se consigue la
I
expresion X + ax < be*j a, cuando b=1, y a=Dbj x

concluiremos entonces la ecuacién (25): t + tx | x? < te*.
Para terminar la parte de los ejemplos vamos a demostrar una
desigualdad clasica e importante:

X k
1+ 2
et * L

27)

>

Para analizar la desigualdad (27) acudiremos a la funcién
f (x) = In(1+ x), esta funcién es céncava, entonces aplicando
las relaciones que tenemos en (19) y empleando un intervalo
[a; b, se obtiene la siguiente desigualdad:
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1 In(1+bj In(1+a 1

> > 28
1+ Db bi a ira @
Si de (28) tomamos la primera desigualdad se consigue que
bj a "1+p"
— > -— ahora tomemos nuevamente
1+Db 1+ a
bj a= x luego ahora se tiene:
X >|" 1+b " |”1+bix" 29
1+Db 1+bj x ! 1+Db
X n s —X " o
> + —
T+b” ! i (1+ D)

Si decimos que j (1+ b = k entonces (30) se transforma
en:
3 .

X k
=In 1+ -

M X T (1+b)
1+

=

€29

De inmediato tenemos que (31) es equivalente a:

e >

CONCLUSIONES

Las desigualdades y promedios son muy importantes
dentro de la ingenieria aplicada pero a la vez son los
problemas de fisica y matemadticas que generan nuevas
aproximaciones a los promedios y a las desigualdades, se
presenté una manera para demostrar desigualdades y asi
como también cémo generar y demostrar nuevas
desigualdades que pueden ser utiles en la solucién de
problemas.
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