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SOLUCIONES PERIODICAS DE LA ECUACION DEL PENDULO F ORZADO CON
FRICCION POR METODOS TOPOLOGICOS

Periodic solutions of forced pendulum equation witHriction by topological methods
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1. INTRODUCCION Considérese el problema
Se quiere resolver el problema { u'" = f(t,u(t)) 2.1)
u(0) =up, u(l) =y, '
u" = f(t,u,u) (1.1
en dondd es una funcién continua y acotada.
el cual representa el problema del péndulo forzzamo
friccion con condiciones de Dirichlet. Definicion 2.1. Una funciéna € C([0,1]) es una sub-

solucion del problema (2.1) si:
Para solucionar esta ecuacion, se definira uradperen
un espacio adecuado de tal forma que se cumplan las 1. a"@) = f(t,a(t))
condiciones del teorema de punto fijo de Schauder 2. a(0) <up a(l) <u
garantizando asi que existe solucién y posteriotense
aplicara el método de super y sub-soluciones para jpa funcion g € C([0,1]) es una super-solucion del
determinar en donde se encuentra la solucion de la proplema (2.1) si:
ecuacion. El desarrollo para el caso del péndairafio

con friccién es similar a cuando no se tiene féncipara 1. B"(t) < f(tB(D)

el primer caso es necesario hacer acotaciones de la 2. B0)=up, B(1)>u,

derivada para que el método de super y sub-solegion

pueda ser aplicado de manera correcta. 3 SOLUCIONES PERIODICAS DE LA

ECUACION DEL PENDULO
2. METODO DE SUPER Y SUB-SOLUCIONES
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Se aplicara a continuacion el método de super y sub
soluciones para demostrar un teorema de existelecia
soluciones T-periddicas para la ecuacion del péndu
forzado con friccion:

u'" +au' + sinu = p(t) 3.1

Supoéngase quees una funcién continua.

Si a =0, entonces el problema tiene soluciéon cuando
_ _ 1 (T ~ .

p =0, dondep =;f0 p(t)dt. Ademas, sip es muy
grande, el problema no tiene solucién. Integranao |
ecuacion, por la periocidad delebe cumplirse que

T T
f sinu(t)dt = f p(t)dt
0 0

de donde se concluye qug| < 1.

Estas observaciones motivan a escribir cualquigcidun
p en la formag = p, + ¢, en dond®, = 0 y la constante
c es el promedio dp; de esta forma el problema que se
abordara es:
u" +au' +sinu=py(t) + ¢ (3.2)

Empleando el teorema de Schauder y el método d& sup
y sub-soluciones se probara el siguiente resultado:

Teorema 3.1. Seap, una funcién continua tal que
Po = 0. Entonces existen numerd€p,) y D(p,), con

—1<d(py) < D(py) <1 tales que (3.2) tiene al menos
unas  solucion T-periodica si y solo si

¢ € [d(po), D(po)]-
Demostracion.

Sea

I(py) = {c € R: (3.2) tiene alguna solucién T
— periddica}

En primer lugari(p,) es un intervalo: st,,c, € I(p,)

son tales quec; < c,, se tomau, yu, respectivas
soluciones parac; Yy c¢,. Entonces para € [c;,c,] se
tiene que

u'y+au'; +sen (w) <py+c¢
<u”, +au', + sen (uy)

de dondeu, y u, son respectivamente una super y sub-
solucién del problema.

El detalle aca es que; y u, no estan necesariamente
ordenadas; sin embargo, por la periocidad del proal
es claro que se puede reemplazas; or u, + 2km en
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dondek € Z es suficientemente grande para que valga
U; = Uy,

Empleando el teorema de Schauder, puede versa ahor
que I(py) es no vacio y compacto. Para ello obsérvese
nuevamente que gies una solucién T-periédica de (3.2),
entonceg tiene que ser igual al promedio de la funcion
sen u(t). Esto motiva a pensar en el siguiente problema
integro-diferencial.

{u” +au' + senu = py(t) + c(w) (3.3)

u(0)=u(T) =r
en donde(u) es una funcion acotada definida por

T

c(u) = l sen u(t)dt
TJy

El teorema de Schauder garantiza que existe al sneno
una soluciéru de (3.3); integrando se obtiene que

T T
f (" + au' + senu)dt = f c(wydt = Tc(w)
0 0

Por definicién des(u) y por semu(T)=u(0) se deduce que

T

u'(T) —u'(0) = f u''(t) dt =0,

0
es decir, es T-periddica.
Luego se tiene,
1(py) = {c(u): uesuna soluciéon de (3.3)}
para algurm.
En donde puede verse ql@,) s ho vacio. Mas aun, si
u es solucion de (3.3) para algtin entoncest + 2w es
solucion para + 2 y valec(u) = c(u + 2m). Luego,
I1(py) = {c(u): u es soluciéon de (3.3)}
para algmr € [0,27].
Para ver la compacidad, supdéngasewgues solucion de
(3.3) para algum, € [0,2w]. Por medio de estimaciones
a priori existe una constante C tal que
”ur - rn”oo < C”u”n + au,n”[,2

”u,n”oo < C”u”n + a'u’n”L2

Pero u',+au’, estd claramente acotada; en
consecuencia, el teorema de Arzela-Ascoli dice que
existe una subsucesion{u,;} que converge
uniformemente a cierta Es claro ademas quéu,;) —
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c(u). Por otra parte, también la sucesiful’,;} esta
acotada para la norma infinito y nuevamente eletear

Arzeld-Ascoli dice que existe una subsuces{kﬁ,{}k} tal

que {u’njk} converge uniformemente a cierta funcion
continuav. escribiendo

t

u,(t) = u,(0) + f u',(s)ds
0

puede verse que

t

u, (t) = u,(0) +f v(s)ds
0

de donde se deduce quees de clas&! y u' = v.
Finalmente a partir de la ecuacion

u'y +au'y + senu, = py + c(uy,)

Se ve queu”njk converge uniformemente a cierta
funcioén w, y escribiendo ahora

t

W) = w'n(0) + f u' o (s) ds
0

Se deduce que es de clas€? y resulta se solucion del
problema (3.3). Esto prueba gl(@,) es compacto.

Observacion 3.1. Sia =0 se tiene quel(p,) <0 <
D(p,). Para el caso general, el teorema dice en primer
lugar que el conjunto de valores deara los cuales hay
solucién es no vacio. Sin embargo, aun si a=0se0
sabe si existe alguna funcidy para la cual d(p,) =
D(py) (para un caso asi, el problema se dice singihr).
conjunto de funciones para las que vé(@,) < D(py)

es abierto y denso en?(0,T). Obsérvese que
condiciones concretas sobpg que garantizan que el
intervalo no se reduce a un punto. Por ejemplo, si

Ipoll <1

En tal casd|p, + cll. < 1 para alglre en alglin entorno
de 0, y tomanda = %,ﬁ = 37” resulta:

a’"+aa'+sena=1=2p,+c
a’"+taa'+sena=1=2p,+c

El método de super y sub-soluciones garantizaealjue
. .z 3
problema tiene al menos una solucién eizﬁtrje 7”

4. CONCLUSIONES
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En este articulo se utilizaron técnics propias atellsisi

no lineal de las cuales aplicando el teoremadii@®ier

y el método de super y sub-soluciones se logro
demostrar la existencia de soluciones periédicaa [a
ecuacion  del péndulo forzado con friccion bajo
condiciones de Dirichlet.

Es importante aclarar que las soluciones encordraga
cualitativas y que podrian permitir aplicar algunos
métodos numéricos para obtener una aproximacién a |
solucién analitica, ya que se conoce en donde puede
encontrarse dicha solucion.
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