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UNA NOTA SOBRE LOS PROBLEMAS DE PUNTO DE SILLA EN LA MECANICA DE
SOLIDOS

A note on the saddle point problems in solid mechars

RESUMEN

Los problemas de punto de silla surgen en la meaéde soélidos, donde
tipicamente una o mas variables juegan el papetutplicadores de Lagrange
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ABSTRACT

The saddle-point problems arising in solid mechgnighere typically one or
more variables play the role of Lagrange multigligr variational problems with
constraints. This article will show the existendesolution of a saddle-point

problema under certain restrictions and adequateesp
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1. INTRODUCCION

La formulacién de los problemas de punto de sildae
siguiente:

EncontraiJ y p tales que

a(u,v) + b(p,v) = f(v), paratodav € U
b(q,u) = g(q), paratoda q € X

dondeU vy X son espacios de Sobolev, @x U — R,
b:XxU - R son formas bilineales continuas vy

f(w)eU',g(q) X"

Los espacios de Sobolev considerados en este drabaj
seran construidos a partir de funcionedif), dondeq

es un subconjunto abierto d&* con frontera suave o
Lipschitz regular, en el caso de dominios poligesakEl
espacid.?(Q) esta dotado del producto interno
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(W, V)2 = f u(x)v(x)dx,
Q

y es un espacio de Hilbert con la norma

”u”LZ(Q) = ’ (W, v)12(q)

Definicion 1.1. SeaQ c R™ y a € N, un multindice.
Dendtese porC;°(Q2) las funciones definidas efique
tienen soporte compacto y son infinitamente
diferenciables. Ahora, si¢ € C;°(Q)denotamos con
D%¢, la derivada parcial d¢de orden|a| = a; + a, +
-+ + a, como
glal
b%¢ = aal—qsan
Xt . 0x,
Definicibn 1.2. Seaa € Nj un multindice. Entonces
u € L?(Q) posee derivada débib = D®*u de orden
lal,|a| = a; + a; + -+ a,, siv € L2(Q) y
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para todo ¢ €

(@) 120y = (DD, u) 2
e (Q).

Definicién 1.3.Seam > 0 entero. El espacio de Sobolev
H™(Q) es el conjunto de todas las funcionesust
L?*(Q) que poseen derivada délfifu para todo|a| <

m. H™(Q)es un espacio de Hilbert dotado con el
producto escalar.

u,v);y = (D%u, D) 2(q)

lalsm

llullm = v (W wWmn
Se denotara pd’ el espacio dual de V y la relaciéon de
dualidad entre V ¥’ se denotara conmid(-,-).

y la norma

Definicion 1.4. H{*(Q) representa la clausura d§ (Q)
respecto de la norma de Soboleyl,,. El espacio dual
de H*(Q) se denotara coH™ ™(Q). Parau € HT™(Q)
se define la norma

sup (u,v)

ell-m =y € Hp ) ol

A continuacion se introduce el problema variaciarai
restriccion a estudiar.

2. PROBLEMA DE PUNTO DE SILLA
Sean V y X espacios de Hilbert y

a:VxV ->R, b: XXV - R,

formas bilineales continuas. Ademads, considérense
fevV',geX .Alas formas bilineales(:,-), b(:,-) se le
asocia el siguiente problema de minimizacién:

Encontrar en V el minimo de

Jw) = za(ww) = (f,u)

bajo la restriccion
b(u,u) = (g, u) para todo u € X

El problema de multiplicadores de Lagrange asocado
problema anterior esta dado por el funcional auatnt

L, D:=]@) + (b4, u) — (g, 1)),

dondeu €V y 1 € X es el multiplicador de Lagrange.
Asi, minimizar J equivale a encontrar el minimo de
L(-,A) paral fijo; Adebe escogerse de tal forma que
L(-,A) alcance un minimo en un punto de V que
satisfaga la restriccion. De esta manera se lldga a
problema de punto de silla.

PROBLEMA (PS). Encontrar[u,A] € V x X tal que

Scientia et Technica Afio XVII, No 46, Diciembre P0Universidad Tecnol6gica de Pereira.

a(u,v) + b(A,v) ={f,v) paratodov €V,
b(u,w) =(g,u) paratodo u € X

Cada [u,A] solucién del problemaPS) satisface la
propiedad de punto de silla

L(u,u) < L(u,A) < L(v,A) para todo (u,v) €V X X,

siempre que la forma bilineat(:,-) sea V-eliptica y
simétrica. Al problema (PS) se deben imponer
condiciones adicionales que garanticen la existedei

los multiplicadores de Lagrange. En espacios de
dimensién no es suficiente exigir la independefinizal

de las restricciones, en tales espacios es nezesari
imponer una condicion tipo inf-sup que describe
propiedades de la formd&-p).

A continuaciébn se enuncia un teorema que permite
plantear el problem@S) en el marco teérico apropiado.

Teorema 2.1.Si a:V XV - R es una forma bilineal
continua, existe un unico operadbe L(V,V') tal que

a(x,y) = (Ax,y) para todo x,y € V

Por el teorema anterior, los siguientes operadargs3
estan bien definidos,

Ae LW, v,
mediantex (u, v) = (Au, v) paratoda,v eV y
B e LX, V),

mediante b(u,u) = (Bu,u) para todou,u €V xX,
donde el operador adjunto de B se denotara Roa
L(X,V").En consecuencia, el problenfBS) se puede
escribir de la forma

Au+BA=f

Buwg 1)
Las condiciones que los operadordsy B deben
satisfacer para que el probleni?S este bien puesto se
dan como sigue. Supéngase qiet € L(V',V) existe.
Bajo este supuesto tenemos que la solucion de ¢2.1)
puede escribir como

u=A"Y(f - BA)
A= (B*A™'B)Y[B*A'f — g]

En consecuencia, la existenciadie' y (B*A™1B)™! es
suficiente para que el problem®3 tenga solucion
Unica. Sin embargo, esta condicién no es necegarés,
Si
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000 1
A=G OO)yB=(Q
010 1

entonces el sistema (2.1) tiene solucidon Unicacaini
cuandoA es singular. Por lo tanto, no es necesarioAjue
sea invertible. Para determinar condiciones sufieiey

*
necesaria se introduce el espat,&;Kern(B ),

Vo ={veV:b(u,v) =0, paratodo u €} (2.2)

Por la continuidad del operadBy el espacio Kerrﬁ{*) es
cerrado erV y V se puede descomponer como la suma
directa de los espacios ortogonalgy Vi-. Si se define

V, == V4. entonces

V=V,®V,

Teniendo en cuenta la descomposicion\dese puede
escribir el operadoA en bloques,

A A
A= ar)
donde Ao € LV, V), Agr € LV, Vg), AL E
LWV, V) YA € LV, V).
Anélogamentd se puede escribir como
7= (5,)
Por el teorema del rango cerrado se tiene la irdcius

Im(B) cV/, y por lo tanto,B, =0 y B, =B. En
consecuencia, el sistema (2.1) se transforma en

AgolUp + Agruy = fo (2.3)
Al0u0+AJ_J_uJ_+BA:fJ_ (2.4)
B'u, =g (2.5)

donde u=uy+u, con u, en Vy y u, en V,.
Equivalentemente se ha escritacomof = f, + f, con
foenVyyfLenv,.

Teorema 2.2.(Brezzi). Sea e, definido en (2.2), la
aplicacion en L:VxX->V'xX', L(w1) =(f,g)
definida en el problem@S) es un isomorfismo si y sélo
si existen las inversas

bo EL(Vy, Vo) vy B~ e LWV, X) (2.6)
Para la demostracion de este teorema se seguisan la
ideas de Brezzi. Primero se mostrar4 que si (26) s
cumple entoncedlL es un isomorfismo. Comd es
invertible se tiene (B*)"'= (B H)* € LX', V).
Entonces de (2.5) se tieng, = (B*)"!g. u, se obtiene
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de (2.3) puesyy, = Axd(fy — Ag u, ). FinalmenteA se
obtiene de la ecuacion (2.4). Vease el recipro@a S
fo € Vyarbitrario yf; = 0,g = 0. Supongase quéu, 1)

es solucion delL(u,A) = (f,,0), entonces existe una
constante positivax tal que ||fyll,» < allull,. De la
ecuacion (2.5) se tiene qBéu,; = 0, entonces, =0,
pues siu, €V, yV, NV, = 0. En consecuencia se tiene
que la ecuacion (2.3) se reducedgu, = f, que tiene
solucion Unicau, € V, para cadaf, € V,. Entonces,
Ayo:Vy = Vy es biyectiva vy, cgfada, del teorema de la
funcién abierta se tiene quég' L(Vy, V). Si se toma
fi €V, arbitrario y f, =0,9 =0, se tiene de las
ecuaciones (2.4) y (2.5) quetr, =0 y uy,=0. En
consecuencia la ecuacion (2.4) se puede escribiio co
BA = f, y tiene solucién Unical € X. Similarmente,
como se infirié qued,, era continua y acotada, se tiene
queB’' ee L(V|, X).

En la practica es muy til escribir la condicioros
teorema anterior en términos de las formas bileweal
a(-+) y b(--). Para tal fin, se necesita el siguiente
teorema:

Teorema 2.3.SeanU,V espacios de Hilbert y: U X
V > R una forma bilineal continua W:U - V' el
operador lineal definido por

a(u,v) = (Au,v), paratodo ue U,veV.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. A ' e L(V', U) existe,
2. La forma bilineala(-,-) satisface la condicién
inf-sup es decir, existe > 0 tal que

sup a(u,v)
——— = allully

vEV vl

En el siguiente teorema se dan condiciones sufasen

para que la aplicacidhsea un isomorfismo.

Teorema 2.4.Si las formas bilineales del probleriaS)
cumplen las siguientes condiciones:

1. Laforma bilineala(-,-) esV,-eliptica, es decir,
existea > 0 tal que

al|lull? < a(u,w),para todo u € V,,

2. vy la forma bilinealb(:,-) satisface la condicién
inf-sup es decir, existe una constante posifiva
tal que

Sup buv)
—_— >
vE Vsl 2 Bllullxy paratodq € X.

Entonces la aplicacionL:V x X - V' x X', L(u, 1) =
(f, g) definida en el problem@sS) es in isomorfismo.
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Demostracion. Seand € L(V,V') tal quea(u,v) =
(Au, v), para todo u,veV,Be€L(XV'),B"€
LV, X") tal que Bu,v) = (Bu,u) = (u, B*u) para todo
[u,ul €V x X. Primero se mostrara la existencia de
u € V. Comob es continua y cumple 2. entonces, por el
teorema2.4, B*:V, - X' es un isomorfismo. En
consecuencia, pargq € X' existeu, € V, que satisface
B*u, = g tal que

luslly < 2llglly (2.7)

Ahora, la forma bilineak(:,-) cumple la condicién 1.,
entonces el problema

a(ug,v) = (f,v) —alu,v)paratodov €V, (2.8)

tiene solucién Unica, € V, tal que Auy = f — Au, y

lluolly < ZUflly + s lly (2.9)

Considérese e¥’ la forma lineal
(L,v):=(f,v) —aluy+u,,v) paratodov €V,

que por (2.9), pueg|, =0, pertenece dm(B) =
Kern(B*)* = {v' € V': (v',vy) = 0, para todo v, €
Vo). A continuacién se motrara la existencia tdelLa
condicion 2. Implica B:X - Kern(B)t es un
isomorfismo, entonces existe= X tal que

(L,v) = b(A,v) = (A4, B"v) = (BA,v) para todov €V

Y ademas

1
1Al < %IILIIV' < ZUfllyr + lludly ) (2.10)

T B
Tomandou = u, + u, se tiene por un lado

a(u,v) + b(4,v) = aluy +uy,v) +(f,v)
—a(uy +uy,v)

que es igual &f,v). Ahora,

b(u,v) = b(u,ug +uy) = b(u,ue) + b(u,uy) = (g, 1)

Asi queda demostrada la existenciduel] € V x X. La
solucion es Unica, en efecto, si se tofnra g = 0,v =
uy u=—A4, entoncesu €V, y a(u,u) =0, como a
satisface la condicién 1. Se tiene que 0. Ademas se
tiene quesup,cyb(4,v) =0, entoncesd =0. Por lo
tanto, L es inyectiva y sobreyectiva. De los estimativos
(2.7), (2.9) y (2.10) tenemos qlie* es continua.

El teorema anterior establece la dependencia aantie
las soluciones de problenfS) respecto a los datdsy

g. Sealu,A] una solucion déPS). De (2.9) y (2.10) se
tiene

llully < cCllflly + llgllxr)
ademas del resultado anterior y de (2.10) se lega
I2llx < cCllfllyr + llgllx)
Por consiguiente,
lully + 1Allx < clflly + llgllxr) (211)
qgue corresponde a la estabilidad de las solucioleés
problemaPS).
3. CONCLUSIONES
Los problemas de punto de silla aparecen con fretae

en Mecéanica de sélidos y por ello la aplicacion de
métodos variacionales resulta de gran importanaia p

obtener la existencia de solucion bajo ciertas
restricciones.
Se encontrd6 el minimo del funcional bajo ciertas

restricciones dadas utilizando la técnica de los

multiplicadores de Lagrange.

Las simulaciones numéricas deben hacerse baja<giert
modificaciones, puesto que se encontr6 que existe
inestabilidad sobre todo en problemas relacionadoda
ecuacion de Stokes.
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