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ALGUNOS RESULTADOS INTERESANTES DE LA TEORIA DE LA MEDIDA

Some interesting results of the measurement theory

RESUMEN

EDGAR ALIRIO VALENCIA
ANGULO

En este articulo se hace una presentacion un poco distinta de algunos resultados
de la teoria de la medida. De la misma manera se demuestran un resultado  Profesor Auxiliar, Magister en

conocido e interesante de la teoria de la medida sobre sucesiones monétonas de

conjuntos definidos en una o- algebra.
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ABSTRACT

In this paper a slightly different presentation of some results of measure theory.
In the same way, showing a well-known and interesting result of measure theory

on monotone sequences of sets defined on a s-algebra,

KEYWORDS: measure , measure space and & — algebras.

1. INTRODUCCION

El concepto de la medida tiene una historia de mas de
5000 afios, y surge de la necesidad de tratar el manejo de
conceptos como: longitudes, areas y volimenes,
fundamentalmente la gran necesidad de su calculo ver el
libro [4].

En principio las longitudes las daban en comparacion con
un segmento unidad, las areas con un cuadrado unidad y
los cubos con un cubo unidad, de esta manera se podrian
medir figuras simples como poligonos y poliedros y se
demostraron teoremas como el de Pitagoras y se
calcularon volimenes de superficies como el cono, la
esfera y el cilindro.

Estos tres ejemplos particulares de medida son los que
han servido como guia para sacar a la luz el concepto que
detras de ellas se escondia.

Asi se mantuvieron las cosas hasta que en 1883 G.
Cantor dio la primera definicion formal del concepto de
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medida de un conjunto acotado A — B"™ y estudio sus

propiedades.

En este articulo presentamos y demostramos de manera
un poco novedosa algunos resultados conocidos de la
teoria de la medida.

2. MEDIDA

En esta seccidn recordaremos el concepto de medida de
un subconjunto de £ como lo hace Ash en [1] y cohn en

[2]. Pero antes de dar la definicion de medida, definamos

que es una g-algebra.

Definicién 1 Llamaremos o- dlgebraen 1 auna
coleccion F de subconjuntos de {1 que satisface las

siguientes propiedades:
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1. NeF,
2. Si A e F, entonces & e F.
3. Sid,.A; ... e F,entonces U5_, A4, € F.

Si la propiedad 3 se satisface para uniones finitas, se dice
que F es una algebra. De esta definicion se sigue de

forma inmediata que una o- algebra es cerrada para

intersecciones numerables y una algebra para
intersecciones finitas.

Se llamara espacio medible al par {f1,;F} donde 1 es un
conjunto cualquiera y F es una o —éalgebrade 11 y

llamaremos conjuntos medibles a los elementos de F.

Proposicion 1. Sea f1 =@ (ndmeros racionales) y R el
anillo generado por los intervalos de la forma [a.b),

[a,z2) donde &, b = @. Demuestre que
#(0) = p(@) = F(R),
es una o- algebra.

Demostracidon. Por hip6tesis sabemos que

F(R) = pln).
Demostremos que () = F(R).

Sea B € j(0), es decir B = @, entonces B = U ,.zx} B

es finito o numerable, pero observemos que

1
() = Npenlex +3)
Donde [x, x +11:} E R,

1 -z
Sea Ay = [x,x + ;), entonces (A .y €s una sucesion de

conjuntos en F(R), luego N, .xA, € F(R), es decir
x € F(R) por lo tanto

U.‘t‘E.E‘{x} = :F(R}

Uno de los conceptos fundamentales en la teoria de la
medida, es la medida de un conjunto. Presentaremos este

concepto, siguiendo a Weir y a Shiryaev [a] y [5]

respectivamente.

Definicion 2 Dado (fl,F)} un espacio medible. Una

medida sobre {12, F] es una funcién no negativa
p: F — [0, o)

Que satisface las siguientes propiedades:

1. u(A) = 0 paratodo 4 € F.
2. ulg) =0.

3. Es numerablemente aditiva, es decir, si dado
A Az eF,CONA; NA; =0 parai # f

y cuya union esta en [, entonces

H(U?:ljj*n} = Z “(An}'
n=1

Se dird que la medida que la medida es aditiva si la
condicion 3 solo es valida para colecciones finitas de
conjuntos disjuntos A4,. A, ..., 4,.

Se dird que una medida u es e-finita si existe una

sucesion de conjuntos A,. 4, .... € F tal que

Un=14n =0 y ul(Ay,) < oo,

Se llamara espacio de medida a la tripla (£, F. u} donde

u es la medida sobre la o-algebra F de 1.

Proposicion 2. Sea uf{4)} = = si A tiene n elementos y
ulA4) = o2 si A es un conjunto infinito. Demostremos que

u es una medida en g(Q) y ademas u es a-finita, pero
g="*/ R

( § esigual a u restringida a R) no es o-finita.
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Demostracion. u es positiva. En efecto, claramente por
definicion w(4) = 0.

@ es numerablemente aditiva: sea 4,, 4, ... € @(Q},
una familia de conjuntos tal que 4; N 4; = @parai = j

y cuya unién estaen g@{@}, demostremos que
BUZ A = ) p(4,)
n=1

Supongamos que 117, 4, es finito, entonces A4, es finito

para todon € My por lo tanto

l'I"J":l‘-‘l;!'.‘:::I_‘q':‘!:}l = CQ‘T{U :::j_An} = Z CﬂT{An}
n=1

= i u(A,)
n=1

Donde Car{4,) se define como el nimero de elementos

del conjunto A4,.
Supongamos que UZ_,A, es infinito e (U5, 4, = o),
entonces suceden dos €asos:

Casol. Supongamos que (A} ..y es una sucesion de
conjuntos donde cada conjunto A, es finito para todo
n € M, es decir, u(4,) =a, para todo n €M, los
nimeros @, Son numeros enteros positivos, y como la

suma numerable de nUmeros positivos es infinito, es
decir,

Y= a, = oo, entonces Yo, uld, ) = oo,
por consiguiente
oo

BUZA) = ) (4,
n=1

Caso2. Sea A, infinito para algin n € M, entonces

ulA,) = oo, porlotanto £, ul(4, ) = oo, luego

BUZA) = ) (4,
n=1

Ahora demostremos que u es o-finitaen g@(Q).

Como @ es numerable, entonces ({x}),eq, es una

sucesion en g(Q) tal que
@ = UJEQ{X}

y ul(fx}) =1 < =, paratodo x € Q.

Sea f = '“,fR. Demostremos que j no es no es o-finita.
Como R es el anillo generado por los intervalos de la
forma [a. &), [o.o2) donde a.b  @. Si 4 £ R, entonces

existe una familia finita y disjunta de intervalos de la
forma [a. b)), [a. o), sea (6;),52, esta familia tal que

A =Ug, 8, entonces plA)=F;", ul(&,).

Ahora, como ul[a b)) = e, como ulla =} ) = e,

entonces
BlA) = u(A) = co paratodo A € R.

Luego no existe ninguna sucesion {4} . en R tal que

ulAd,) < o= paratodo n € My por consiguiente

ﬁ=#fy

no es a-finita.

3. ALGUNOS RESULTADOS INTERESANTES EN
LA TEORIA DE LA MEDIDA

Antes de presentar estos resultados, definamos algunos
conceptos sobre sucesiones de conjuntos que utilizaremos
en esta seccion.

Definicion 3. Una sucesién de conjuntos es no
decreciente si 4,, € A,,, para todo n € M. Decimos que
una sucesion de conjuntos es no creciente si A, 2 ALy

paratodon € H.

Si (A, ),cn €S una sucesion de conjuntos no decreciente

su limite es el conjunto UZ_;A,. Si es no creciente, su
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limite es el conjunto M7-;4, En uno u otro caso,

escribiremos respectivamente

lim, T4, =U,4, lim,lA4,=",4,

lim,4, = U,4, lim,4, = N,4,

Definimos

11?211 supA, =, UJ{E?:AJ{

lim,infA, = U, Ngznds

Proposicion 3. Sea A, = (_T_l,l] sinespary

1] . .
Ay = {—1, ;] si n es impar, calcule

lim, supd, Y lim,infA,.
Solucién. Observemos que

Ay |~-'|"£1:~:+1 =

-1 1 |
(?; 1JU(-1, m] =(—1,1] sines par

1 -1 _ _
(-1, E] I (mJ 1] = (-1 ,1] sin es impar.

Por lo tanto U.,4; = (—1,1] paratodo n € M, luego

lim supd,, = (—1,1].
T

Observemos ahora que

Anﬂ‘qn+1:

-1 1 -1 1 _
(ﬁrﬂ””‘L;:E}=(;*n+1]“”ﬂpm
(1 1][‘1(_1 1]_(—1 'l] _ )

Y n Tl+_lJ = T1+1J'1‘1 51nesampa:r".

Sea B, = A,MA,.,. Observemos que E,,, © B, para

todo n £ M. En efecto

Bpt1 = Ap+1Anss

( -1 1 ] _ _
5l nesimpar

n+1'n+2
(—'l 1 ] _
3 55 sinespar

por lo tanto (B, ).y €S una sucesion decreciente y

ademas

Nygsndy = NysyB, =lim LB, = {0}.

Luego lim, inf A, = [0L

Proposicion 4 Sea F una es e-algebra y g una medida
con valores en los reales. Demuestre que si (A, ).y €s
una sucesion de conjuntos en F y lim,, 4, = A, entonces

limp, (4,) = u(A).

Demostracion. Sea (A,, )=x una sucesion en F tal que

lim, 4, = A, entones como
A =lim, supd, =lim,infA4,,

por lo tanto

A= llmn An = ﬂn UJ{E;-;AJ{ = Unﬂkan‘qk' (1)
Sea B, = U;.,4; entonces observemos que

Bn = An UAn+1UAn+2 U
y que
Bp+1 = ApsiUA 0 UA 5 UL

Entonces B,,,, C B, paratodon £ M, es decir (BpJ)nen

es una sucesion no decreciente , por lo tanto

lim, B, = ﬂnENBn-

Luego por (1)

A =lim, B,

Ahora por (1) y como u es una medida, entonces
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limy, (B,) = u(4).  (2)

Ahora como B, = U4z , entonces 4, B, para todo

n € M, luego

u(A,) = p(B,),

Por consiguiente

lim,, u(A4,) = lim, u(B,).

Por (2) tenemos que
limp(4,) < p(4) (3
g

Ahora, sea £, = [N ;znA;. Observemos que

Cn = An ﬂAn+1ﬂAn+2 ﬂ

Crs1=Ansr ﬂAn+2 ﬂ‘qn+3 ...

Entonces C,, € C,., paratodo n € M, es decir (Cy ) pen

Es una sucesion no decreciente, por lo tanto

imC, = U,cxB,.

(]
Luego 4 = “ﬁ“ ., y por consiguiente
p(4) =1lim p(C,).

Ahora como €, = .4z entonces €, S A, para todo

n € M, luego
u(Cy) = pla,)
para todo n € M. Esto implica que

limu(C,) < limu(4,,),
(] (g

por lo tanto

(4 = lim u(4,).

Finalmente se concluye que
p(4) = lim u(4,)

paratodon € M .

4. CONCLUSIONES

La conclusion mas importante del trabajo es que se
pueden usar conceptos y propiedades de sucesiones
monotonas de conjuntos de una e-algebra F para
demostrar la que si (A, ),cx €s una sucesion de conjuntos
mondtona en F y lim,, 4, = A, entonces
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