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Resumen: Con el objeto de indagar las concepciones de alumnos de secundaria
respecto a aspectos basicos del infinito, realizamos el analisis de las respues-
tas a un cuestionario escrito, solicitadas a 195 estudiantes. Hemos utilizado
métodos estadisticos multivariados: un Analisis Factorial de Correspondencias
Multiples (AFCM) v, posteriormente, una Clasificacion Jerarquica. Los resultados
nos permiten determinar cinco clases de estudiantes, segin son sus modos
de respuestas, que podemos identificar globalmente con las siguientes ideas:
posibilidad de obtener colecciones infinitas e infinito distinguido de todo; duda
e inseguridad en la respuesta; infinito asociado a muy numeroso, junto con
infinito no es posible y en infinito estd todo.
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The mathematical concept of infinity. High school students’ conceptions
Abstract: In order to investigate high school students’ conceptions about the
mathematical concept of infinity with regard to basic aspects of the infinite,
we analysed the answers to a written questionnaire, requested 195 students.
We have used statistical multivaried methods: a Factorial Analysis of Multiple
Correspondences (AFCM) and, subsequently, a Hierarchic Classification of the
students according to their answer profile. Results allow us to determine five
classes of students acording to their ways of answering the questionnaire. We
identify these classes globally with the following ideas: possibility of obtaining
infinite collections and infinity distinguished from everything; doubt and inse-
curity in the response; infinity associated to very numerous, with infinity is not
possible and infinity contains everything.
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INTRODUCCION

Siguiendo la linea de investigacion en educacion matematica vista como la
indagacion metodica acerca de las cuestiones vinculadas a la ensenanza y
aprendizaje de la matematica (Kilpatrick, 1998), presentamos un estudio sobre
las ideas de estudiantes del nivel medio referidas a un concepto psicologica y
matematicamente complejo como es el de infinito matematico.

La pregunta que guia nuestro trabajo es: cudles son las ideas o concepciones
que los estudiantes de este nivel educativo tienen respecto de la nocion de infinito
y como se relacionan estas con el estatus matematico de este concepto?

En el curriculum de nivel medio, para la asignatura matematica, vigente en
la provincia de Rio Negro, Argentina, donde se ubican las escuelas en las que
hemos desarrollado nuestra indagacion, el infinito no es un contenido explicito;
sin embargo, contenidos tan especificos de este nivel educativo, como es el con-
cepto de numero real, se encuentran inmersos en el concepto de infinito mate-
matico (Garcia, Serrano y Diaz, 1999; Rico, 1997; Romero, 1997). El problema del
infinito se presenta como el concepto clave en la construccion matematica del
concepto de numero real, de modo que la apropiacion del infinito por parte de los
estudiantes es parte esencial de su apropiacion del concepto de ndmero real.

Para justificar y enmarcar el estudio de las concepciones de estudiantes de
nivel medio acerca del infinito matematico, recorreremos brevemente la evolu-
cion de este concepto en la historia de la matematica, ya que consideramos que
conocer las vicisitudes en la construccién histérica de esta nocion nos ayuda a
tener una idea de la naturaleza y la magnitud de las dificultades con las que
pueden encontrarse los estudiantes a la hora de abordar su conceptualizacion.

Asi mismo revisaremos la idea de “concepciones" y sintetizaremos los resul-
tados mas relevantes de investigaciones previas acerca de este tema. A partir
de este encuadre, plantearemos especificamente el problema a indagar explici-
tando los objetivos del trabajo.

MARCO TEORICO
EVOLUCION DEL CONCEPTO DE INFINITO EN LA HISTORIA DE LA MATEMATICA
Comencemos el recorrido de la evolucion del concepto de infinito ubicandonos

en la antigua Grecia, cuando Aristdteles (384-322 a. C) planteaba, retéricamen-
te: ¢hay pruebas de la existencia del infinito? EI mismo enumera algunas: el
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tiempo, que es patentemente infinito; la division de las magnitudes, que pueden
subdividirse progresivamente; y, por sobre todo, que tanto el numero, como las
magnitudes matematicas, como todo lo que hay detras de los cielos, parecen
ser infinitos (Zellini, 2004).

La posibilidad del infinito estaba asociada, entonces, a su inagotabilidad. Sin
embargo, lo que es infinito, segun los antiguos filésofos griegos, no puede estar
presente en su totalidad de manera acabada en nuestro pensamiento.

Aristételes distinguia entre el infinito potencial y el infinito actual. Sostenia
que solo el infinito potencial es admisible para el pensamiento, ya que cualquier
nocion de infinito actual no serfa ‘razonable’. En los Capitulos 4-8 de su Libro
Il de Fisica, afirma que negar que exista el infinito real (actual) y admitir solo el
infinito potencial no presenta un obstaculo para los matematicos.

Euclides (325-265 a. C) en su magnifica obra matematica Elementos, usa
solo el infinito potencial, evitando permanentemente la explicitacion del infinito
actual. Enuncia, asignandole el estatus de nocion comun, que el todo es mayor
que cada una de las partes. Este postulado lleva muchos siglos mds tarde a
Galileo Galilei (1564-1642) a fundamentar la imposibilidad de la existencia de
conjuntos infinitos, al comprobar que se puede establecer una correspondencia
biunivoca entre los numeros enteros y sus cuadrados, lo que contradice esa
nocion comun.

Durante la Edad Media, la naturaleza de las ideas sobre el infinito adopto
connotaciones teologicas. En este contexto ideologico, San Agustin (354-430
d. C) y Santo Tomas de Aquino (1224-1274 d. C) afirmaron que solo Dios es
infinito (Ortiz, 1994).

En el siglo XVII, Isaac Newton (1643-1727) en Inglaterra y Gottfried Leibniz
(1646-1716) en Alemania (trabajando independientemente uno del otro)
comenzaron el desarrollo del célculo, que implicaba la admisién de infinitos
actuales. Tanto uno como otro realizan su trabajo tratando el concepto de
infinito actual como transparente, es decir, como algo dado, que no constituye
objeto de discusion.

El desarrollo del calculo abri6 el camino para el estudio del analisis matema-
tico, en el que tratar la cuestion del infinito actual se hizo inevitable.

Casi 200 anos mas tarde, Bolzano (1781-1848) escribe Las paradojas del
infinito (1851). A este autor se le considera el primero en abordar formalmente
la cuestion del infinito actual. Aunque no profundiz6 suficientemente esta idea,

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 2, AGOSTO DE 2012 63



Colecciones infinitas. ldeas de estudiantes de escuelas secundarias

fue el creador del importantisimo concepto de potencia' de un conjunto. El
aporte fundamental de esta obra es la de instalar el tema definitivamente entre
matematicos, epistemologos y logicos.

En 1883, Georg Cantor (1845-1918), en una serie de articulos titulados Sobre
variedades lineales infinitas de puntos, trata por primera vez el infinito actual
como un ente matematico bien definido (Torretti, 1998). Cantor comienza donde
Galileo abandond su recorrido conceptual: admitiendo que es posible establecer
una correspondencia biunivoca entre dos conjuntos infinitos aun cuando uno
no sea mas que una parte del otro. Mas precisamente, Cantor sostiene que esto
define a los conjuntos infinitos.

A fines de ese siglo, Cantor formaliza la Teoria de Conjuntos, en la cual tra-
baja con numeros infinitos cardinales y ordinales, y muestra que no todos los
conjuntos infinitos son igualmente infinitos. Establece el concepto de potencia
de una coleccién infinita, que mas tarde conoceriamos como cardinalidad.
Durante anos, este matematico evita hablar de la potencia de un conjunto como
un numero. En 1883 comienza a considerar a todos los conjuntos infinitos de
igual potencia como equivalentes y a denominar esa clase de equivalencia
como un numero cardinal transfinito.

G. Cantor demuestra que hay tantos numeros pares como naturales, tantos
naturales como fracciones (o racionales). Puede parecer burdamente contrario
a la intuicién que ambos conjuntos puedan ponerse en correspondencia biuni-
voca, dado que entre dos racionales siempre hay otro racional mientras que los
numeros enteros se sitlan de manera discreta sobre la recta.

El siguiente paso de G. Cantor es aln mas notable: demuestra que no puede
existir ninguna correspondencia biunivoca entre el conjunto de los niimeros
enteros y el conjunto de los ndmeros reales. Si consideramos un segmento
formado por numeros racionales, por pequeno que este sea, hay en €l infinitos
numeros racionales, pero aun cuando este conjunto sea denso, hay espacio
en ¢l para alojar infinitos numeros irracionales. Cantor comunica, en 1877, a
Dedekind, su extraordinario resultado: es posible establecer una corresponden-
cia biunivoca entre la recta y el plano, por ejemplo entre un cuadrado y uno de
sus lados, para lo que usa la expresion: iLo veo y no lo creo!

De esta manera se incorporan a la matematica, definitivamente, las cantida-
des infinitas, como cardinal de los conjuntos (actualmente) infinitos y aceptados
plenamente a partir del proceso descrito arriba.

' Dos conjuntos tienen la misma potencia si es posible establecer una funcion biunivoca entre ellos. Dos
conjuntos con la misma potencia se denominan equipotentes.
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La gran importancia de la obra de G. Cantor estuvo dada, sobre todo, por el
hecho de dotar de contenido matematico al concepto de infinito actual. Al desa-
rrollar lo que él mismo bautizo aritmética de los nimeros transfinitos, instalo los
cimientos de la Teoria de Conjuntos abstractos y contribuyd, ademas, a funda-
mentar el calculo diferencial y el continuo de los niimeros reales. EI mas notable
logro de G. Cantor consistio en mostrar, con rigor matematico, que la de infinito
no era una nocion indiferenciada. Rescataremos algunos aspectos del infinito
matematico, tal como se lo concibe contemporaneamente, que abordamos en
nuestra indagacion de las concepciones de estudiantes de nivel medio:

* El cardinal de un conjunto infinito es la cantidad (infinita) de elementos
del conjunto, lo cual crea la necesidad matematica de nuevos numeros
que representen cada una de estas cantidades infinitas.

* El cardinal de los nimeros enteros no es un numero entero ‘muy gran-
de’, sino que es una cantidad de otra naturaleza; es un nuevo numero
al cual se dio un nuevo nombre, denominandolo nimero transfinito.

* En una parte propia (es decir estrictamente incluida) de un conjunto
infinito puede haber tantos elementos como en todo el conjunto. Por
lo tanto, que una coleccion sea infinita no implica que posea todos los
elementos posibles. Ademas, pueden existir distintas colecciones infinitas
en un mismo universal.

LAS CONCEPCIONES DE LOS ESTUDIANTES COMO OBJETO DE INVESTIGACION

Respecto de muchos fenomenos y situaciones, las personas generamos tempra-
namente comprensiones o explicaciones las que, aunque puedan alejarse consi-
derablemente de las teorfas formalizadas, nos resultan Utiles en los intercambios
con el mundo. Estas comprensiones han recibido decenas de denominaciones
diferentes en la literatura psicoeducativa. Algunas de ellas son: conocimiento
intuitivo (Kieran, 1992), primitivos fenomenologicos (diSessa, 2008), imagenes
conceptuales (Fischbein, Tirosh y Hess, 1979), concepciones (Giordan y de
Vecchi, 1995; Pozo, Scheuer, Pérez Echeverria, Mateos y de la Cruz, 2006). Mas
alla de las diferencias en los modos de entender el origen, estructura y modos
de transformacion de estas representaciones mentales, los diferentes enfoques
coinciden en que antes o al margen de la participacién en procesos de ense-
nanza formal, las personas de diferentes edades y que participan en diferentes
contextos educativos cuentan con un conjunto de perspectivas que les permiten
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organizar ciertos aspectos o dimensiones del mundo de forma diferenciada —se
trate de sucesos fisicos, relaciones sociales, lenguaje, propiedades o transforma-
ciones cuantitativas—. Otro aspecto en que los diferentes enfoques acuerdan es
el caracter mas bien implicito (Karmiloff-Smith, 1992) que estas representaciones
tienen para la propia persona que las pone en juego.

También hay coincidencia en que a menudo persisten mucho después de
que las teorias formales son introducidas en la ensenanza, pese a tener un
poder explicativo, grados de coherencia y de consistencia mucho menor, siendo
dependientes de factores contextuales. En este sentido, se encuentra que estas
representaciones pueden implicar rasgos esencialmente contradictorios. Por
ejemplo, refiriéndonos a nuestro campo de estudio, las experiencias cotidianas
invariablemente sugieren que ‘el todo es mayor que la parte’, y asi, resulta
que si a un coleccion le retiramos algunos elementos, la coleccion resultante
no podria tener la misma cantidad de elementos que la de partida, situacion
que claramente es verdadera en las colecciones finitas, pero falsa cuando se
trata de colecciones infinitas. Retomando el planteo general, los diferentes enfo-
ques coinciden también en que es el cambio profundo de las explicaciones,
predicciones y anticipaciones de los estudiantes en la direccién de una mayor
articulacion interna y de una integracion de principios en los que se basan las
teorias cientificas =y no la mera enunciacién de definiciones teoricas— el que
deberia considerarse como indicador de aprendizaje cientifico (Pozo y Gomez
Crespo, 1998).

En el presente trabajo, cuando hablamos de concepcion sobre el infinito,
consideramos todas las representaciones que evoquen y pongan en juego los
estudiantes frente a situaciones que involucren el concepto de infinito, incluyen-
do representaciones de diferente orden de complejidad, que se extienden desde
lo que algunos autores llaman intuicion del infinito (Fischbein et al, 1979; Tirosh,
1991), hasta ideas acordes con la conceptualizacion matematica del mismo. En
ocasiones hablaremos de concepciones alternativas, para referirnos a ideas que
no se ajustan al estatus cientifico del infinito matematico, por cuanto el término
alternativa establece una diferenciacion con las concepciones cientificas, pero
al mismo tiempo da a la concepcién entidad en si misma.

CONCEPCIONES DE LOS ESTUDIANTES SOBRE EL INFINITO MATEMATICO

La palabra “infinito” forma parte del lenguaje cotidiano y estad cargada de sig-
nificado; un significado, en muchos casos, diferente del significado matematico.
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Consideramos que concebir una colecciéon de infinitos elementos requiere
poner en juego procesos mentales de un notable nivel de abstraccion, ya que
el infinito es un concepto que carece de correlato directo en la naturaleza y su
comprension requiere, por ende, tratar las cantidades de modo muy diferente al
que es habitual al interactuar con colecciones finitas.

En las ultimas décadas, con el desarrollo de estudios en educacion matema-
tica, varios autores, como Fischbein y otros (1979), Sierpinska (1985), Moreno-
Armella y Waldegg (1991, 1995), Waldegg (1993), entre otros, han observado
que la nocion de infinito es frecuentemente contradictoria en los estudiantes,
que su comprension es labil y que estos encuentran serias dificultades de con-
ceptualizacion cuando se enfrentan con conceptos que la implican.

De forma particular, Monaghan (2001) examiné lo que llama concepciones
subyacentes sobre el infinito en estudiantes preuniversitarios de entre 16 y 18
anos de edad. Los principales resultados identifican, principalmente, dos visio-
nes: una que concibe al infinito como un proceso, o algo que sigue y sigue para
siempre, y otra, que lo entiende como un objeto, a través de la referencia a un
numero muy grande o a colecciones que contienen mas que cualquier numero
finito de elementos.

Montoro (2005) y Montoro y Scheuer, (2006) estudiaron las concepciones
sobre el infinito en estudiantes universitarios, atendiendo particularmente los
siguientes aspectos: la posibilidad de obtener una coleccion infinita a partir de
combinar una cantidad finita de elementos que puedan repetirse; la distincion
entre infinito y un numero muy grande; y la diferenciacién entre infinito y todo
(se entiende por “todo” la coleccion universal). Propusieron un cuestionario de
preguntas de opcién multiple, referidas a diferentes lenguajes de maquina
ficticios, generados a partir de diferentes cantidades de elementos y de reglas
combinatorias. La formacion matematica resultd la variable de mayor peso para
la comprension de este concepto. Los ingresantes a la universidad, mayoritaria-
mente, rechazaron la posibilidad de construir una coleccién infinita, pero ante
colecciones infinitas que les fueron presentadas como tales, las identificaron
con la idea de todo. En estudiantes mdas avanzados en sus carreras pero sin
una instruccion especifica en matematica, predominé la concepcion del infinito
identificado con mucho. Los estudiantes con mayor formacion matematica, en
su mayoria, aceptaron las colecciones infinitas sin dificultad y diferenciaron infi-
nito de todo. Las ideas correctas respecto a los diferentes aspectos indagados
estuvieron fuertemente asociadas entre si, en cambio las ideas alternativas se
encontraban muy diferenciadas unas de otras (Montoro, 2005).
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Con el objetivo de indagar estos aspectos de las concepciones sobre el
infinito de estudiantes universitarios, ahora segun la carrera que cursan y el
nivel de avance en la misma, Montoro y Scheuer (2004) aplicaron un cuestio-
nario a 120 estudiantes de carreras con distinta especificidad en dominio de
conocimiento. Sus resultados indicaron que el perfil de los estudiantes respecto
de estas ideas puede variar mucho con la carrera que eligen, y que la evolu-
cion de las mismas hacia una concepcion matematica formal del infinito se
ve ampliamente favorecida por el estudio especifico y sostenido de temas que
involucran el infinito.

En el presente estudio indagamos las concepciones de alumnos de secunda-
ria (de 13 a 19 anos de edad), respecto a aspectos basicos del infinito cardinal,
concepto que se encuentra muy alejado de la intuicion y de la experiencia
sensible, a la vez clave para una comprension profunda de la matematica.

Objetivos

Especificamente, nos propusimos indagar cémo, a lo largo del nivel educativo
secundario, estudiantes que participan de diferentes entornos de educacion
matematica formal dan cuenta de:

* la posibilidad de obtener una coleccion infinita a partir de la combina-
cién de un numero finito (pocos o muchos) de elementos;

* la distincién entre infinito y mucho

* |a distincion entre infinito y todo.

Las preguntas que guian el estudio son: équé estatus asignan los estudian-
tes a la cantidad de elementos de partida y a las reglas combinatorias a fin de
generar conjuntos infinitos? ¢Como relacionan los conjuntos infinitos con ciertas
propiedades como son una gran numerosidad y la nocion de todo? éVarian las
concepciones de los estudiantes segun el grado de avance en el nivel medio y
segun caracteristicas de la educacion matematica formal en la que participan?
Nos propusimos estudiar las respuestas de estudiantes al inicio, en una etapa
intermedia y al finalizar los estudios secundarios. Ademds de estos aspectos,
abordados por Montoro (2005) en el nivel universitario, nos proponemos
indagar si el contexto en el que se presenta la nocion de infinito tiene alguna
influencia en las respuestas de los estudiantes. En particular, éestas se mantie-
nen o cambian en contextos diferenciados?
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METODOLOGIA
PARTICIPANTES

Participaron en este estudio 195 estudiantes que asisten a tres colegios de
Bariloche, en la Patagonia argentina, que llamaremos A, B'y C. Los tres son valo-
rados positivamente en la comunidad educativa. En los tres casos, la mayoria de
los egresados continua en niveles superiores de ensenanza.

Realizamos una entrevista semiestructurada a los directivos de las tres insti-
tuciones educativas, con el fin de obtener una descripcion de las mismas. A con-
tinuacion presentamos una sintesis de la informacion mas relevante obtenida.

Colegio A: Es un colegio publico y gratuito, con orientacion en turismo, de
jornada simple. Su plan de estudios es de cinco anos. Cuenta con un total de
21 cursos y 650 alumnos y 14 docentes a cargo de la asignatura matematica.
De los 14 docentes, que tienen escasa estabilidad laboral en sus cargos, siete
no tienen titulo profesional, algunos han cursado en forma incompleta el
Profesorado en Matematica (varios de ellos no han completado el primer afo).
La inasistencia de los docentes es elevada y, a pesar de trabajar a partir de
un mismo programa, el compromiso y exigencia docente es muy variable. La
poblacion estudiantil es muy heterogénea en su rendimiento. Aproximadamente
17% de los estudiantes han repetido uno o mas cursos, siendo matematica y
biologia las materias con mas baja promocién. Otra caracteristica que destacan
los directivos es la cantidad elevada de alumnos del colegio, lo que consideran
conduce a que el trato no sea personalizado, y que los docentes conozcan
principalmente a los ‘muy buenos” o “muy malos” alumnos.

Colegio B: Es un colegio publico y gratuito, con orientacién en comunicacion
social, de jornada simple y un plan de estudios de cinco anos. Cuenta con un
total de diez cursos y 230 estudiantes, y cuatro docentes para la asignatura
matematica. De estos, tres tienen titulo de Profesor de Matematica, quienes tra-
bajan en el turno escolar en el que se administro el cuestionario. Dos docentes
trabajan hace mas de 15 afos en el colegio en forma conjunta, lo que da con-
tinuidad a su proyecto educativo en matematica. La repitencia es excepcional
en este turno.

Colegio C: Es un colegio publico de gestion privada, con examen selectivo
de admision. Su orientacion es tecnoldgica, la jornada es doble y el plan de
estudios comprende seis anos.

El colegio tiene nueve cursos, 186 alumnos y tres docentes a cargo de
matematica. Uno es profesor de matematica, otro es profesor de primaria y el
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tercero es exestudiante avanzado del profesorado en matematica. Los tres docentes
trabajan en forma conjunta, tanto en cuanto a los acuerdos de contenidos, como en
cuanto a la profundidad de tratamiento de los mismos y la metodologia de imple-
mentacion. Muchos de los estudiantes cursaron sus estudios primarios en escuelas
privadas. En general, quienes deben recursar, no permanecen en el colegio.

En cada colegio, participaron los alumnos de un curso de primer ano, uno
de tercer ano y uno del ultimo ano (quinto en los colegios Ay B, y sexto en el
colegio C). En cada colegio, el curso en cuestion fue elegido en funcion de la
compatibilidad horaria entre la escuela y los investigadores. Los estudiantes de
primer ano tenian todos entre 13 y 14 anos, los de tercer ano entre 15y 16 y
los de quinto o sexto entre 17 y 19 anos. Es decir, la edad cronoldgica coincide,
en todos los casos, con el nivel educativo. Participaron del estudio en forma
voluntaria todos los estudiantes presentes en clase el dia en que se administro
el cuestionario que describimos a continuacion. Ninguno se neg6 a completarlo,
aunqgue, como veremos, no todos respondieron todas sus preguntas.

INSTRUMENTO Y PROCEDIMIENTO DE INDAGACION

Se aplico el instrumento disefiado por Montoro y Scheuer (2006), al conside-
rarlo adecuado para estudiar en profundidad las concepciones acerca de este
concepto incluso en el nivel educativo que nos ocupa. EI mismo presenta 10
preguntas cerradas con tres opciones de respuesta cada una, para ser contes-
tadas en forma individual y por escrito en clase (ver Tabla I).

A las preguntas originales del cuestionario, referidas a un contexto linguisti-
coy combinatorio, se agregaron otras tres (también cerradas y con tres opciones
de respuesta) referidas a un contexto natural (cantidad de hojas de los arboles
y granos de arena en un parque nacional).

Las preguntas fueron disenadas de modo que cada una presentase solo
una opcidn de respuesta correcta y se solicito a los estudiantes que eligiesen
unay solo una opcion. Todas las preguntas tienen un item de respuesta abierto:
justifica tu respuesta.

El cuestionario administrado comienza con un cuerpo de identificacion del
estudiante que lo responde, en el cual se consigna colegio, edad y género.
Una de las investigadoras se encarg6o de la administracion del cuestionario,
sin la presencia del profesor del curso, entregando a los estudiantes una copia
impresa que respondieron en forma individual en el transcurso de un modulo
de clase (80 minutos).
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METODOLOGIA DE ANALISIS

Teniendo en cuenta la gran cantidad de datos con que contabamos, las res-
puestas a este cuestionario fueron sometidas a un andlisis multivariado de
datos, a fin de obtener un panorama integral acerca de como los estudiantes
conciben los diferentes aspectos del infinito indagados, como se vinculan sus
ideas acerca de estos aspectos y si factores evolutivo-educativos (curso y colegio)
inciden en esas concepciones. Con este fin determinamos dos tipos de variables
categoricas. Las variables de caracterizacion refieren a las caracteristicas de los
estudiantes: Colegio, Edad y Género. La variable Colegio posee tres modalidades,
que corresponden a los colegios A, By C en los que se suministro el cuestiona-
rio. La variable Edad es de indole educativo-evolutiva, y posee tres modalidades:
Iniciales, correspondiente a los estudiantes de primer ano, cuyo intervalo de edad
corresponde al de 13 a 14 anos; Intermedios, correspondiente a los estudiantes
de tercer ano de entre 15 y 16 anos; y Avanzados, correspondiente a los estudian-
tes de quinto o sexto ano y cuyas edades se encuentran entre 17 y 19 anos.

Las variables de respuesta estan determinadas por cada una de las pregun-
tas del cuestionario. Contamos asi con 13 variables de respuesta.

Para cada estudiante, cada una de estas variables toma el valor de la moda-
lidad elegida por este como respuesta: sf no o no sé para las preguntas 1 a 6
y 11a, 11by 11.¢ pocas, muchas, infinitas o no contesta para las preguntas 7
a 10 (ver Tabla I).
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Tabla I: Preguntas del cuestionario.
Se presenta la opcion correcta en negrita y aspecto indagado en cada una.

Pregunta Aspecto indagado

Juany Marfa, juegan con una mdquina que puede realizar 10 tareas distintas y posee un teclado con tres teclas: M, Ay P Ellos
inventaron un sistema para denominar esas tareas a través de combinaciones de las tres teclas. Las combinaciones elegidas para
cada una de las tareas fueron: MAP, MP PM, AMP. MAA, PPMMA, MAPP A, PMM, MAPA. A este sistena lo denominaron “idio-
ma de mdquina JM"

P1) ;Piensas que es posible con solo estas tres teclas (M, A

y P)lcre,ar un “idioma de mdquina“para una maquina que | |5 nosibilidad de obtener muchas combinaciones a partir de
realizaré 200.000 tareas? pocos elementos (pregunta introductoria)

[JSi [ No L[] Nosé

P2) ;Piensas que es posible con solo estas tres teclas (M,

Ay P) crear un“idioma de méquina” con el cual siempre La posibilidad de obtener infinitos elementos (en forma poten-

se podria dar una denominacion a una tarea no prevista cial) a partir de la combinacién de un nimero finito (pocos) de
anteriormente? elementos

[1Si ONo [1 Nosé

Juany Marfa cuentan ahora con un teclado de 28 teclas (una con cada letra del alfabeto castellano) en el que se basaron para
crear un “idioma de maquina” para denominar las infinitas tareas de una mdquina imaginaria. Lo llamaron JUANMARIANO.

P3) jCrees que en base a estas mismas 28 letras, se podria La distincién entre infinito y todo, especificamente la posibilidad
construir otro“idioma de maquina” diferente al JUANMARIANO de obtener distintas colecciones infinitas contenidas en un mismo

(es decir, que estos dos “idiomas” difieran en al menos una | universal. La respuesta“No” indicaria que el participante con-

combinacion de letras) que también sea infinito? sidera que un conjunto infinito tiene todos los elementos de un
universal, incluido en él solo podrd haber un conjunto infinito: é|
1S [ No [J Nosé mismo.
La distincién entre infinito y todo, especffica, que no necesaria-
P4) La combinacion de teclas ANANA, jestard necesaria- | mente un elemento del universal estara en una coleccion infinita
mente en el “idioma de maquina’ JUANMARIANO? incluida en este universal. La respuesta“Si”indicarfa que el
(15707 No (1 Nosé participante considera que todo elemento del universal estard en

cualquier conjunto infinito del universal.

Otro dfa, Juan y Marfa inventaron otro “idioma de maquina”en base al alfabeto castellano de 28 letras (que llamaron BARILOCHENSE), y
cumple con las siguientes reglas:

Regla I: En BARILOCHENSE estdn todas las combinaciones de dos letras (por ejemplo SI, NO, AB, RR, TT, TE, ST, GO, TA, etcétera).
Regla II: Si una combinaci6n estd en BARILOCHENSE, también estard esa combinacién con una A al final (por ejemplo siestd PP
estd PPA y también PPAA, si estd PERRO estd PERROA, y PERROAA).

P5) ;Podrias asequrar que BARILOCHENSE tiene infinitas com-
binaciones para designar tareas? La posibilidad de obtener infinitas combinaciones a partir de

finitos elementos (inductivamente)

[JSi [JNo [JNosé
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Pregunta

Aspecto indagado

P6) Si retiramos de BARILOCHENSE todas las combinaciones
que tengan a lo sumo 20 letras. ; Tendremos todavia un
“idioma de mdquina” con infinitas combinaciones?

[JSi CINo [J No sé

La distincin entre infinito y todo, especificamente si tras quitar
una cantidad finita de elementos a un conjunto dado como infi-
nito, éste contintia siendo infinito. La respuesta “No” indicarfa que
el participante considera que al no poseer todos los elementos del
universal el conjunto ya no es infinito.

Juany Marfa, se juntaron un vez mds y jugaban a inventar “idi
arreglarselas solo con tres teclas (M, A, P), mientras que Marfa

jomas de maquinas”para maquinas imaginarias. Juan propuso
propone tener 15.000.000 de teclas.

P7) Hl primer “sistema” que propone Juan (JUANT) es el
siguiente: JUANT: “Todas las combinaciones posibles con
estas tres letras (M, A, P), sin que puedan repetirse as letras
en una determinada combinacidn”. (Por ejemplo: A MP, PAM
estardn en JUANT, mientras que MAPA y MMP no estdn
permitidas). Piensas que este sistema tendrd:

Pocas combinaciones (menos de 1000)

Muchas combinaciones (mds de 1000 pero no infinitas)
Infinitas combinaciones

P8) Marfa propone un sistema similar pero basado en sus
15.000.000 de teclas (MARIAT), es decir: MARIAT: “Todas las
combinaciones posibles de los 15.000.000 de teclas, sin que
puedan repetirse las teclas en una determinada combina-
cion." Piensas que este sistema tendrd:

Pocas combinaciones (menos de 1000)
Muchas combinaciones (més de 1000 pero no infinitas)

Infinitas combinaciones

£l papel de la cantidad de elementos a combinar y la posibilidad
de repetirlos en la obtencidn de colecciones infinitas.

Este aspecto se indaga en relacién a la extension del conjunto de
todas las combinaciones obtenidas a partir de diferentes situacio-
nes: pocos elementos, sin repetir, muchos elementos, sin repetir,

P9) Juan decide, entonces que su sistema estard constituido
por todas las combinaciones de las tres letras (M, A, P) pero
ahora pueden repetirse las letras sin restricciones. Piensas
que este sistema tendrd:

Pocas combinaciones (menos de 1000)
Muchas combinaciones (mds de 1000 pero no infinitas)

Infinitas combinaciones

pocos elementos, repitiendo; muchos elementos, repitiendo.

P10) Mara insiste en utilizar 15.000.000 de teclas y que su
sistema esté constituido por todas las combinaciones de
esas letras y pueden repetirse sin restricciones. Piensas que
este sistema tendrd:

Pocas combinaciones ( menos de 1000)
Muchas combinaciones (mds de 1000 pero no infinitas)
Infinitas combinaciones

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 2, AGOSTO DE 2012 73




Colecciones infinitas. Ideas de estudiantes de escuelas secundarias

Pregunta Aspecto indagado

11.a) La cantidad de hojas de todos los drboles que hay en
el Parque Nacional Nahuel Huapi en este momento,

(Esinfinita?

[JSi L] No LI Nosé

11.b) La cantidad de granos de arena que hay en este
momento en las playas de Bariloche, ;Es infinita?

Distincién entre colecciones muy numerosas y colecciones infi-
nitas. La respuesta“Si"indicarfa que el participante asimila muy
numeroso a infinito.

()57 No [T Nosé
11.0) La cantidad de granos de arena que hay en este
momento en el mundo, jEs infinita?

[JSf ) No LI Nosé

Realizamos, en primer lugar, un Analisis Factorial de Correspondencias
Multiples (AFCM) (Benzécri, 1973) de la tabla que cruza los 195 participantes
con todas las modalidades de todas las variables. Este método ha sido espe-
cialmente disenado para describir, visualizar y sintetizar grandes cantidades de
datos obtenidos sobre un conjunto de individuos (Fine, 1996). Tomando como
base las respuestas de todos los estudiantes, sin clasificacion previa, intentamos
identificar grupos de individuos que responden en forma similar o en forma
opuesta y distinguir relaciones de estos grupos de modalidades de respuesta
con las modalidades de caracterizacion de los sujetos.’

En el AFCM, dos individuos se asemejaran si poseen modalidades similares;
cuantas mas modalidades compartan, mas “parecidos” son. Una modalidad es
(salvo una dilatacién) el centro de gravedad de los individuos que la poseen.
Bajo esta interpretacion, dos modalidades de distintas variables estan proximas
cuando son casi los mismos individuos los que las eligen. Las modalidades
raras, es decir poco frecuentes, estan alejadas de todas las demas.

Se realizo, entonces, un AFCM de la tabla de los 195 estudiantes descritos
por las 16 variables (13 de respuesta y 3 de caracterizacion). Se tomaron como
modalidades activas, para la formacion de los ejes, las modalidades de las varia-
bles de respuesta, para luego proyectar sobre los planos factoriales definidos por
estas, las modalidades de caracterizacion como suplementarias. Esto posibilita
observar los principales factores de variabilidad de los modos de respuesta, asi

? El detalle de la aplicacion de los métodos, o una mayor profundizacion de la técnica de los mismos se
puede encontrar en: Lebart, Morineau y Fénelon (1979) o en Crivisqui (1993) o Baccald y Montoro (2008).
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como visualizar la relacion de estos con cada una de las variables de caracte-
rizacion (Colegio, Edad, Género), tomadas por separado.

Se seleccionaron los dos primeros ejes factoriales, siguiendo criterios habi-
tuales (Crivisqui, 1993). EI primer eje expresa el factor de mayor variabilidad de
las respuestas; es decir, la situacion que mas se aleja de la tendencia central.
Los ejes restantes son forzados por el método a ser perpendiculares a cada
uno de los anteriores y, por lo tanto, describen relaciones no presentes en ellos.
De acuerdo con el criterio habitual en la aplicacion de estos métodos, consi-
deramos como variable contributiva a un eje, aquella cuya contribucion a la
conformacion del mismo es mayor a la contribucion media para las variables, y
como modalidad contributiva a un factor, aquella que posea una contribucion
mayor que la contribucion media para las modalidades activas. Consideramos
como modalidad de caracterizacién asociada a un factor aquella para la cual
se puede rechazar la hipdtesis de que su coordenada para ese eje se deba al
azar, con un umbral del 5%.

Posterior al AFCM, realizamos una Clasificacién Jerarquica Ascendente (Ward,
1963) de los estudiantes seguin sus modalidades de respuesta. Este método de
analisis de los datos nos permite clasificar a los estudiantes de acuerdo con la
similitud en sus modos de respuesta, esto es, de acuerdo con que se parezcan
en las respuestas que dan a las preguntas del cuestionario.

El método de clasificacion utilizado corresponde al denominado “de agrega-
cion de Ward” y utiliza los resultados del Andlisis Factorial de Correspondencias
Multiples realizado previamente. Consiste en realizar sucesivas particiones del
conjunto de todos los estudiantes, basadas en las distancias entre las proyeccio-
nes de los puntos que representan a cada estudiante en el AFCM, sobre los ejes
factoriales. Cuando decimos que “un estudiante estd en una clase’ nos estamos
refiriendo a esta representacion. En la primera particion tenemos 195 clases; es
decir, en cada una de estas clases hay un estudiante. En los pasos siguientes,
se van agrupando las clases que sean mds parecidas en cuanto a sus modos
de respuesta. El investigador selecciona en qué iteracion cortara el proceso, de
manera tal que la conformacion de las distintas clases, asi obtenidas, tenga
sentido en términos del estudio realizado. Este método, ademas, ordena los indi-
viduos que componen cada clase segun su proximidad al centro de gravedad
de la clase, proporcionado asi criterios mas controlados que los habituales en
investigaciones cualitativas para la seleccion de ejemplos.

Para el AFCM vy la clasificacion se utilizd el paquete Decisia Spad version 5.5.
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RESULTADOS

RESULTADOS DEL ANALISIS FACTORIAL DE CORRESPONDENCIAS MULTIPLES:
ASOCIACION ENTRE LAS MODALIDADES DE RESPUESTA
SEGUN LOS ESTUDIANTES QUE LAS ELIGEN

El Grafico 1 muestra la proyeccion de las modalidades de todas las variables
(de caracterizacion y de respuesta) sobre los dos primeros ejes factoriales. La
Tabla Il presenta las variables y modalidades contributivas para cada eje, como
asi también las modalidades de caracterizacion asociadas. También sintetiza
una interpretacion de los dos primeros factores a partir de la consideracion del
aspecto indagado por las principales modalidades de respuesta que conforman
los ejes y de las modalidades de caracterizacion asociadas.

Tabla II: Conformacion y modalidades asociadas a cada eje del AFCM
Modalidades de variables

Eje

de respuesta activas que
contribuyen principalmente
en la formacion del eje

Modalidades de variables de
respuesta ilustrativas bien
representadas en este eje

Modalidades de variables de
caracterizacion que estdn bien
representadas en este eje

(+) PINOSE, P3NOSE, PSNOSE,
P6NOSE, P7NOCONTESTA,
PENOCONTESTA, PONOCONTESTA,

(+)P11aNOSE, P11bNOSE, P11cNOSE
(-)PT1aNO, P11bNO, P11cNO

(+) CEM46; MENORES

(-) LOSANDES, MAYORES
(+) CEM2, MAYORES

PTONOCONTESTA.

(+) P1SI, P2SI, P4NO, P6SI,
P7NOCONTESTA, PENOCONTESTA,
PONOCONTESTA, PTONOCONTESTA

(-) P2NO, P7MUCHAS, P8POCAS,
PINFINITAS; POMUCHAS;
PTOMUCHAS

(+)P11aNOCONTESTA, P11bNO,
PT1cNO, P11cNOCONTESTA

(-)P11aSI; P11bSI, P11

(-) CEM46, MENORES

Los resultados indican que el Eje | da cuenta de un factor que representa
la inseguridad en la respuesta tanto en lo que concierne a colecciones finitas
como infinitas. Opone los estudiantes menores de una de las escuelas publicas,
asociados con la inseguridad en las respuestas, a los estudiantes mayores o
de la escuela técnica. En cambio, interpretamos el Eje Il como un factor que
representa la asimilacion de infinito @ un numero muy grande y que tiene
asociada por ejemplo, la idea de que los granos de arena deben ser infinitos.
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Opone la no aceptacion de la posibilidad de obtener infinitos elementos, a la
falta de respuesta y a respuestas que aceptan la posibilidad de obtener infinito
a partir de 3 elementos que se repiten. Opone también a los dos colegios no
técnicos y también opone los estudiantes mayores (cercanos al Colegio B) a los
estudiantes menores (cercanos al Colegio A). Hemos analizado la posibilidad
de considerar un tercer eje y con €l, los planos que este eje determina con los
ejes 1y 2, encontrando que su consideracién no agrega informacion relevante
a la ya obtenida.

Habiendo partido de los sujetos sin clasificar, el analisis de los resultados
del AFCM sobre el plano factorial conformado por los primeros ejes nos permitio
identificar cuatro grupos de estudiantes que compartian las ideas respecto de
los aspectos indagados en el cuestionario, como asi también posibles relaciones
de esos grupos de estudiantes que responden en forma similar el cuestionario
y sus caracteristicas de edad, género o colegio al que asisten.

Encontramos asi un grupo de respuestas caracterizado por las respuestas
correctas a todas las preguntas (en el cuadrante superior izquierdo, ver Grafico
1), que expresa principalmente las siguientes ideas:

» Es posible obtener infinito a partir de finitos elementos. A partir de la
combinacién de una cantidad finita de elementos que se pueden repetir,
obtengo una coleccion infinita.

* Infinito diferenciado de ‘todo”. Un elemento del referencial no necesaria-
mente debe estar en infinito.

*  Muy grande distinto de infinito.

La asociacion entre modalidades de variables de respuesta y de caracteriza-
cion presentes en este grupo nos esta senalando una fuerte vinculacion entre
la aceptacion de las colecciones infinitas y su diferenciacién con colecciones de
muchisimos elementos (como la de los granos de arena o la de las hojas de los
arboles), y los estudiantes mayores o de los colegios By C.

Otro grupo de respuestas se caracteriza por la duda o inseguridad en los
distintos topicos indagados (en el cuadrante superior izquierdo, Grafico 1). Un
tercer grupo de respuestas representa la imposibilidad de obtener infinito, dado
que tanto si contamos con pocos o muchos elementos que se repiten o no, lo
que se obtiene es mucho, no infinito (cuadrante inferior derecho, Gréfico 1).

Los estudiantes Iniciales y del Colegio A se encuentran mayoritariamente
repartidos entre el segundo y tercer grupo.
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El dltimo grupo de respuestas corresponde a la no respuesta a las ultimas
preguntas del cuestionario. Ninguna caracterizacion de estudiantes esta asocia-
da a este grupo de respuestas (cuadrante derecho, arriba; Grafico 1).

RESULTADOS DE LA CLASIFICACION: LOS ESTUDIANTES
SEGUN LAS MODALIDADES DE RESPUESTA

Realizamos la particion sobre el conjunto de los 195 individuos representados
por sus coordenadas en los 5 primeros ejes del AFCM descripto previamente. La
Tabla Ill muestra el histograma de los 20 indices de nivel mas altos.

Tabla lll: Histograma de los 20 indices de nivel mas elevados de la clasificacion jerarquica

NUM. EFF. [NDICE HISTOGRAMA DE LOS INDICES DE NIVEL
366 7 000321 *

367 15 000416 **

368 26 000426 **

369 14 000432 *

370 7 0.00448 **

371 40 000581 **

372 19 000634 **

373 11 000638 **

374 43 000729 **

375 8 000763 **

376 20 000822 **
377 69 000955 ***
378 14 000998 ***
379 28 001023 ***
380 29 001262 ****
381 12 001285 ****
382 23 001913 *=*
383 19 002245 *+=+*
384 47 002721 *rere
385 31 002886 e
386 76 007104 Frmrere——

Analizando los indices, podemos ver que a partir de la iteracion 385, comien-
zan a agruparse individuos o grupos de individuos bastante distantes entre si.
Teniendo en cuenta este hecho y considerando también los saltos en el histo-
grama, consideramos conveniente realizar la particion en 3 0 5 clases.

La clasificacion en tres clases determina tres grupos de estudiantes asocia-
dos a respuestas correctas, no respuestas y respuestas incorrectas respectiva-
mente. Dado que, mas que observar si los estudiantes responden bien o mal,
nos interesa prestar atencion a qué responden, cudles son las respuestas que
expresan ideas alternativas y cudles son las asociaciones entre estas respuestas,
hemos decidido considerar para nuestro andlisis la particion en cinco clases
pues es mas informativa para este proposito.

El Grafico 1 muestra la distribucion de las clases y los centros de gravedad
de las mismas en el plano factorial considerado.
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Esta particién en 5 clases produce una diferenciacion al interior del tercer
grupo del AFCM (imposibilidad de obtener infinito) en las clases 3y 4 de esta
clasificacion, permitiéndonos un analisis mas fino de las ideas alternativas y
sus asociaciones, como asi también de las asociaciones de estas ideas con la
caracterizacion de los estudiantes que las manifiestan.

Describiremos cada clase a partir de los modos de respuesta caracteristicos
de los participantes pertenecientes a cada una de ellas y las modalidades de
caracterizacion asociadas. Ademas, ilustramos cada clase con las justificaciones
literales dadas por alguno de los estudiantes mas representativos de la clase,
con el solo efecto de mostrar con las propias palabras de los estudiantes las
ideas que inferimos como caracteristicas de los distintas grupos de sujetos.
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Facteur 1

Proyeccion de las cinco clases en el primer plano factorial. Subrayamos las modalidades de variables de respuesta
correspondientes a respuestas correctas. Los circulos representan el baricentro de la clase y su tamafo es propor-

cional a la cantidad de individuos que se encuentran en la clase.
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Clase 1: Se encuentran en esta clase 86 estudiantes, correspondientes al
44.10% del total de los participantes. La clase se caracteriza por reunir una gran
cantidad de estudiantes Avanzados y muy pocos que concurren al Colegio A.
La caracteristica distintiva de esta clase es que aglutina todas las respuestas
correctas.

Las modalidades asociadas representan la aceptacion de que con pocos o
muchos elementos que se repiten es posible obtener infinitos (P1SI, POINFINITAS
P10INFINITAS). Sin embargo, si no es posible repetir los elementos, se obtienen
pOCOS si son pocos los elementos a combinar, 0 muchos si son muchos los ele-
mentos a combinar (P7POCAS, PSMUCHAS). También esta presente la modalidad
que representa la idea de que una coleccion puede tener muchisimos elemen-
tos, como el total de las hojas de los arboles, o de los granos de arena pero sin
embargo no es infinita (P11aNo, P11bNO, P11¢NO); en infinito no necesariamente
esta todo (P4NO, P6S) y que es posible obtener infinitos elementos de manera
inductiva (P5SD). En cuanto a las modalidades de respuesta presentes, hay coin-
cidencias con el grupo 1 identificado en el AFCM.

Casi 63% de los alumnos de esta clase son Avanzados.

Presentamos fragmentos de justificaciones proporcionadas por algunos de
los estudiantes mas cercanos al centro de gravedad de cada clase, con el fin de
ilustrar las ideas que conjeturamos como representativas de esta clase.

En cuanto a las modalidades de respuesta que indican que las combina-
ciones de elementos que se repiten son infinitas, ya se parta de pocos como de
muchos elementos, encontramos justificaciones que atienden a la posibilidad
de combinar los elementos. Por ejemplo:

‘Porque si se pueden repetir infinitamente los digitos, las combinaciones son
infinitas” (Justificacion dada a la respuesta P1SI).

Respecto a las respuestas que aseguran que si parto solo de tres elemen-
tos y no puedo repetirlos en cada combinacion obtengo pocos, y si parto de
15.000.000 elementos, sin que esté permitido repetirlos, logramos muchos,
encontramos que la justificaciéon dada en algunos casos esta basada en que
los elementos no pueden repetirse en cada combinacion:

‘porque no estd permitido repetir letras. Las combinaciones son muy limita-
das” (justificacion dada a P7POCAS),

Algunas justificaciones incluyen también una diferenciacion explicita entre
mucho e infinito:
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‘Creo que las combinaciones pueden ser muchas, ya que tiene muchas
letras pero no son infinitas porque no se puede repetir.” (Justificacion dada a
PSMUCHAS).

Clase 2: Se encuentran en esta clase 24 estudiantes que corresponden al
12,31% del total de los participantes. Se caracteriza por incluir muy pocos estu-
diantes mayores y tiene asociada la duda e inseguridad en la respuesta.

Las modalidades de respuesta que caracterizan esta clase son: PS8POCAS y
las correspondientes a respuestas “no sé’ de las variables P1, P2, P3, P4, P5 y P6;
es decir, de las primeras preguntas. La modalidad PS8POCAS corresponde a la
respuesta: ‘con 15.000.000 de teclas, sin que puedan repetirse las teclas en una
determinada combinacion, se obtienen pocas combinaciones (menos de 1.000)"
Entre los estudiantes participantes, esta es una respuesta “rara” ya que solo 10
del total de 195 estudiantes la da. Todos ellos se encuentran en esta clase.

Ninguna modalidad de caracterizacion se encuentra asociada a esta clase.
Sin embargo, se encuentra subrepresentada en ella la modalidad Avanzados.
Esto quiere decir que los estudiantes que dan este tipo de respuestas general-
mente no son los mayores. Estos estudiantes contestan no sé a casi todas las
preguntas y, si bien también estan todos los que responden P8POCAS, la mayoria
de los de la clase, casi el 70%, contesta no sé a las primeras preguntas; es decir
que la caracteristica central de esta clase es la duda.

La conformacion de esta clase es analoga a la del grupo 2 del AFCM, agrega
a la caracterizacion de este grupo la informacion de que son muy pocos los
estudiantes mayores que presentan dudas recurrentemente.

También las justificaciones presentes indican inseguridad o duda en cuanto
a los distintos tdpicos indagados. Por ejemplo, en cuanto a la P2 que indaga
si con tres elementos que se repiten es posible obtener infinitos elementos, las
justificaciones presentes hacen referencia a la duda planteada por la dificultad
de lograrlo:

‘No sé porque con solo tres teclas es dificil crear un idiomd" (justificacion
dada a P2NOSE),

Otras justificaciones refieren a la duda asociada a una dificultad personal al
no haber tenido la posibilidad de pensar sobre esto previamente:

‘Para responder si o no, tendria que investigar sobre el tema’ (justificacion
dada a P2NOSE).

En cuanto a la idea de que si una coleccién es infinita contiene todos los
elementos, encontramos también la duda o inseguridad:

‘Creo que no, pero no estoy sequro” (justificacion dada a P6NOSE),
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Clase 3: En esta clase se encuentran 31 de los 195 estudiantes, que repre-
sentan el 15.9% de los estudiantes participantes en este estudio.

Las modalidades de respuesta que caracterizan a esta clase corresponden
a las respuestas que expresan las ideas: independientemente de que esté per-
mitido o no repetir los elementos, combinando pocos elementos se obtienen
muchos pero no infinitos (P2NO, PZMUCHAS y P9MUCHAS), y combinando muchos
elementos se obtienen infinitos (PSINFINITAS y P10INFINITAS). También se encuen-
tran asociadas a esta clase las respuestas que indican que las hojas en los
drboles del Parque Nacional Nahuel Huapi son infinitas (P11aSI) y los granos de
arena en Bariloche y en el mundo son infinitos (P11bSI'y P11cSI); que expresan
la idea de que un namero muy grande es infinito.

Esta clase esta caracterizada entonces por la asimilacion de un nimero muy
grande con infinito junto con la nocion de que no se puede obtener infinito a
partir de pocos elementos. No hay modalidades de caracterizacion en esta clase
ni tampoco encontramos modalidades de caracterizacion subrepresentadas en
ella. Es decir que es una modalidad de respuesta que se encuentra muy repar-
tida entre las distintas modalidades de caracterizacion.

Respecto de la posibilidad de obtener infinitos elementos a partir de la com-
binacion de tres elementos que se repiten, algunas justificaciones tienen que ver
con que el proceso puede finalizar o que son muy pocos elementos:

‘No sé, porque se podria llegar a un momento en el cual se interrumpe”
(justificacion dada a P2NO).

‘Porque son pocas las letras” (justificacién dada a POMUCHAS).

En cuanto a que con 15.000.000 elementos que no se repiten se puede
obtener infinitos, nos encontramos con respuestas que asimilan un ndmero
muy grande a infinito:

‘Infinitas combinaciones, porque al tener 15.000.000 de teclas serdn infinitas
las combinaciones” (justificacién dada a P8INFINITAS), es decir, un numero tan
grande debera ser infinito.

Esta misma asimilacion de muy numeroso a infinito, también la encontra-
mos en las justificaciones dadas para las respuestas que aseguran que existen
infinitas hojas en los arboles del Parque Nacional Nahuel Huapi, o infinitos
granos de arena, en este momento:

‘Si creo que hay ‘muchas” (justificacion dada a P11aSl).

También encontramos justificaciones asociadas a la imposibilidad de contar
los elementos de estos conjuntos:
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‘Existe una determinada cantidad de granos, pero imposible de contabilizar’
(Justificacion dada a P11bsl).

Clase 4: Se encuentran en esta clase 35 estudiantes, casi 18% de los parti-
cipantes.

Las modalidades presentes en esta clase representan las ideas de que con
pocos elementos, pueda o no repetirlos en cada combinacion, obtengo pocos
elementos (P7POCAS y PI9POCAS) y, si son muchos los elementos, obtengo muchos
(PIOMUCHAS), pero en ninguin caso es posible obtener infinitos.

También encontramos la modalidad que representa la idea de que si retiro
una cantidad finita de elementos de una coleccion infinita, ya NO tenemos
infinitos (P6NO); lo que también podria estar expresando la idea de que, si una
coleccion infinita es presentada como tal, entonces, debe contener todos los
elementos.

Esta clase se parece mucho al grupo 3 del AFCM realizado previamente.

No encontramos variables de caracterizacion en esta clase.

Veamos algunas justificaciones dadas por algunos estudiantes de esta
clase:

‘Con 15 millones de letras podrias hacer muchas combinaciones pero
nunca se llegaria al infinito” (justificacion dada a P10MUCHAS).

‘Sigo pensando igual.. no es posible tantas combinaciones” (justificacion
dada a P9POCAS).

Clase 5: En esta clase se encuentra menos de 10 % de los estudiantes par-
ticipantes (19 alumnos).

En coincidencia con el grupo 4 del AFCM, esta clase esta caracterizada por
las no-respuestas, principalmente a las ultimas preguntas, sin estar asociada a
ninguna modalidad de caracterizacién. Observando las modalidades subrepre-
sentadas podemos decir que los estudiantes presentes en esta clase se carac-
terizan por no ser del Colegio C, ninguno de los estudiantes de este colegio se
encuentra en esta clase.

La mayoria de los alumnos de esta clase, ademds de no contestar las P7, P§,
P9, P10, y P11, tampoco justifican sus respuestas.

Podemos resumir la caracterizacion de cada clase en términos de las cues-
tiones estudiadas de la siguiente manera:

Clase 1: Puedo tener infinito muy numeroso es distinto de infinito y en

infinito no necesariamente esta todo.
Clase 2: Duda o inseguridad.
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Clase 3: Un numero muy grande es infinito.

Clase 4: Con pocos elementos obtengo pocos, con muchos, muchos. Es
imposible construir un conjunto infinito.

Clase 5: No contesta las ultimas preguntas.

CONCLUSIONES Y DISCUSION

En primer lugar, notamos que todas las preguntas fueron contestadas y ninguna
fue respondida de manera unanime, lo que indica que no operaron los posibles
efectos piso ni techo en las preguntas (en el sentido de que haya alguna tarea
que no nos ofrezca informacion, ya sea por demasiado simple o por demasiado
compleja). Esto nos brinda confianza en que el cuestionario resultdo adecuado
para ser administrado a estos participantes con sus caracteristicas de escola-
ridad y edad, permitiéndonos una indagacion calibrada de las cuestiones que
nos interesaron a partir de los datos obtenidos del mismo.

El andlisis multivariado de las respuestas al cuestionario nos permitio
reconocer patrones en las respuestas de estos estudiantes, superando la mera
contabilizacion de respuestas correctas vs. respuestas incorrectas. En efecto, el
analisis factorial de correspondencias multiples realizado con base en las res-
puestas de los participantes sin clasificar, nos permitio identificar agrupaciones
de patrones de respuestas, ademds de permitirnos encontrar asociaciones entre
modos de respuestas y algunas de las caracteristicas de los estudiantes que nos
prefijamos para este estudio, concretamente, colegio y caracteristicas evolutivo-
educativas. En cambio, el género no se asoci6 a grupos de modalidades de
respuesta.

El método de clasificacion jerarquica ascendente completd este estudio
brindandonos la posibilidad de identificar clases de estudiantes con modos de
respuesta similares compartidas. Asi, pudimos ubicar a cada estudiante en una
sola clase y obtener una idea de la distribucion de las concepciones acerca
del infinito matematico en el conjunto de los 195 estudiantes de nivel medio
participantes.

Las asociaciones entre las modalidades de respuesta de los estudiantes nos
muestran un amplio espectro de ideas respecto de la posibilidad de construir
una coleccion infinita a partir de la combinacion de una cantidad finita de
elementos.

Entre las ideas presentes encontramos en los extremos las posiciones que
indican que no es posible generar una coleccion infinita, por un lado y en el

84 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 2, AGOSTO DE 2012



Maria Teresa Juan, Virginia Montoro y Nora Scheuer

extremo opuesto, que es posible construir una coleccion infinita, independien-
temente de la cantidad de elementos de los que se parta. Desde la primera
posicién, las colecciones infinitas no parecen ubicarse siquiera en el espectro
de lo pensable o concebible. En cambio, desde la segunda posicién no solo es
posible pensar en colecciones infinitas, sino que también se captan los meca-
nismos basicos a partir de los cuales esas colecciones pueden generarse. Es de
resaltar que mas de 60% de las respuestas dadas a las preguntas que indagan
este aspecto, son respuestas que expresan la idea de que es posible generar
una coleccion infinita a partir de la combinacion de una cantidad finita de
elementos, porcentaje similar al encontrado por Fischbein et al (1979) en estu-
diantes de edades similares a las nuestras y coincide también con los resultados
obtenidos por Montoro (2005) en estudiantes universitarios.

Entre estas dos posiciones que se sitian en dos extremos opuestos en
cuanto a la posibilidad de generar colecciones infinitas o, incluso, de pensar
en ellas, encontramos algunas otras posiciones que dan cuenta de niveles
incipientes de problematizacion respecto de esta cuestion. Preferimos distinguir
unas posiciones de otras en lugar de ordenarlas en una escala, pues a partir
de nuestros datos no podemos afirmar que los estudiantes necesariamente
transiten por estas diversas posiciones en un camino hacia una comprension
mas completa. Es mas, tampoco podriamos asegurar que todos los alumnos en
algun momento se hayan encontrado en la posicion mas alejada de la repre-
sentacion de colecciones infinitas: aquella desde la cual estas aparecen como
impensables o imposibles.

Retomando, entonces, aquellas concepciones que dan cuenta de un grado
intermedio de problematizacion, sin animo de ordenarlas internamente, nos
parece interesante distinguir unas de otras. Una de ellas esta caracterizada por
la inseguridad en la respuesta, fundamentalmente a las preguntas introducto-
rias que investigan este topico, lo cual sugiere una cierta conciencia de la mag-
nitud de un problema que supera la propia posibilidad actual de representacion
conceptual.

Las demas concepciones que revelan un grado intermedio de problema-
tizacion comparten la relevancia prioritaria dada al numero de elementos del
conjunto de partida. Es decir, el énfasis esta puesto en la cantidad de elementos
con los que se cuenta para combinar, y no en la posibilidad de repetir o no
los elementos en cada combinacion. Sobre la base de este principio comun,
encontramos dos ideas: aquella que expresa que combinando pocos elementos,
aunque se puedan repetir, es imposible obtener infinito (pocos o muchos pero

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 24, NUM. 2, AGOSTO DE 2012 85



Colecciones infinitas. ldeas de estudiantes de escuelas secundarias

no infinitos) y la que considera que con muchos elementos, y solo con muchos,
es posible obtener infinitos. Esta gama de ideas se habia encontrado también
en el estudio de Montoro (2005).

Un pequeno grupo de estudiantes manifiesta la idea de que muchisimos
elementos son infinitos. Sin embargo, resulta notable que, al aumentar el nime-
ro de elementos en cuestion, es mayor el nimero de respuestas que afirman
que se trata de infinitos elementos aunque no lo sean. Esto nos estd indicando
que existe una identificacion muy numeroso-infinito. Los resultados encontrados
en este grupo son similares a los encontrados por Monaghan (2001) en estu-
diantes preuniversitarios de entre 16 y 18 afnos y en Montoro y Scheuer (2004)
como perfil caracteristico de los estudiantes ingresantes a carreras en las que la
matematica tiene una influencia casi nula.

Las preguntas que especificamente indagan sobre la distincion entre infinito
y todo son las que implicaron una mayor dificultad a los estudiantes, dado que
fueron las que presentaron un mayor porcentaje de respuestas incorrectas que
correctas 0 no respuestas.

Los estudiantes que diferenciaron infinito de todo son practicamente los mis-
mos que aceptaron las colecciones infinitas y que diferenciaron muy numeroso
de infinito; estos estudiantes eran principalmente alumnos de los colegios B y
C. EI analisis factorial de correspondencias multiples nos mostrd que la duda
respecto de la diferenciacion entre infinito y todo se asocié a los alumnos meno-
res y del Colegio A (Grupo 2) y la misma caracterizacion de alumnos se asocié
también a la asimilacion de infinito con muy numeroso (Grupo 3).

El contexto natural solo operé mostrando respuestas diferenciadas en las cla-
ses que evidencian una comprension mas alejada de la nocion matematica.

Segun los resultados del andlisis de la clasificacion jerarquica realizado,
vemos que los alumnos que estan en el Ultimo ano de la escuela secunda-
ria generalmente aceptaron las colecciones infinitas, las diferenciaron de los
conjuntos muy numerosos y aceptaron también que un conjunto infinito no
necesariamente posee todos los elementos; cuestion esta que no ocurrié con
los estudiantes que estan iniciando sus estudios secundarios. Los estudiantes
intermedios (de tercer afo, entre 15y 16 anos de edad) se encontraban repar-
tidos en los distintos grupos, por lo que podemos describir esta franja etaria
como de transicion, en la cual estan presentes todas las gamas de estas ideas.
Observamos una evolucion con la escolaridad y edad en el siguiente sentido:
generalmente, los estudiantes mas jovenes fueron los que presentaron mas
dudas; es decir, se mostraron mas inseguros para responder a estas cuestiones;
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los estudiantes de edad intermedia se repartieron entre la duda, respuestas no
adecuadas y respuestas que se ajustan al estatus matematico del infinito; y los
estudiantes avanzados, principalmente, expresaron seguridad y una adecuacion
de sus respuestas con el estatus matematico del infinito.

En cuanto a las instituciones educativas, los estudiantes del Colegio A fueron
los que mas presentaron ideas alternativas respecto de la nocion de infinito,
habitualmente no aceptando las colecciones infinitas y, en el caso de aceptarlas,
identificandolas con “todo’ o con conjuntos muy numerosos. También podemos
decir que los estudiantes del Colegio C respondieron a las preguntas o, mas
especificamente, no dieron por respuesta ‘no sé” a las preguntas del cuestiona-
rio. Es decir, estos estudiantes presentaron seguridad y precision en sus respues-
tas. Los estudiantes del Colegio By del Colegio C mayoritariamente aceptaron
las colecciones infinitas, las diferenciaron de los conjuntos muy numerosos y
diferenciaron también infinito de todo.

No se presentaron diferencias en las respuestas de los estudiantes en fun-
cion del género. Esta variable no aparecio en nuestro estudio como relevante.

Podemos hacer un paralelismo de estos resultados con los informados por
Montoro y Scheuer (2004) y Montoro (2005), quienes encontraron que la varia-
ble de mas peso para una adecuada construccion del concepto de infinito es la
formacién especifica matematica en el sentido de que los estudiantes que mas
frecuentemente han trabajado con el concepto de infinito; es decir, los estudian-
tes de Matematica, brindaron respuestas correctas y, en nuestro caso, los estu-
diantes que mejor respondieron pertenecen a instituciones educativas con un
proyecto educativo mas solido y con mayor énfasis en la materia matematica.

Esto coincide y fortalece la postura de varios investigadores, entre otros:
Waldegg (1996); Tall (2001); Montoro y Scheuer (2004, 2006) Montoro (2005);
respecto de que la nocion de infinito matematico no es intuitiva, y mucho
menos puede ser aprendida por la experiencia sensible, sino que se requiere
de contextos educativos que favorezcan la reflexion matematica a través de
intervenciones de ensenanza especificas y sostenidas.

Somos conscientes de las limitaciones del alcance de este estudio respecto
de una explicacion en profundidad de los procesos de construccion del concep-
to de infinito. Para dar cuenta de tal proceso, serian necesarios disenos com-
plementarios tales como entrevista individual en profundidad o en pequefnos
grupos o la observacion de clases a través de estudios longitudinales.

Sin embargo, nuestros resultados nos hacen pensar que los aspectos que
hemos indagado de la nocién de infinito resultan asequibles a los estudiantes
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de nivel medio, el progreso en las respuestas al avanzar el cuestionario sugiere
que, en este nivel educativo, estas nociones se encuentran en lo que Vigotsky
(1978) llama nivel de desarrollo potencial. Siguiendo esta linea, y asumiendo
que el aprendizaje favorece el desarrollo, entendemos que, ademas de represen-
tar una oportunidad de reflexion, su tratamiento explicito puede colaborar con la
comprension de contenidos que involucran el concepto de infinito y que si son
curriculares en la escuela media.

Nos parece util que los docentes puedan conocer algunas de las formas
en que sus estudiantes abordan las colecciones infinitas y las dificultades que
algunos pueden evidenciar para concebir incluso su existencia, como un primer
paso para la planificacién de estrategias educativas que favorezcan la explici-
tacién, problematizacion y revision de estos conceptos, hacia una comprension
mas profunda e integrada.

La diversidad de ideas encontradas en estudiantes secundarios fortalece la
perspectiva que sostiene que este concepto no deberia ser asumido como trans-
parente, sino especificamente desarrollado. La similitud de resultados respecto
del estudio realizado previamente con estudiantes universitarios sugiere que es
posible, sin embargo, introducirlo y trabajarlo ya desde el colegio secundario.
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