EL MODELO DE BLACK AND SCHOLES

Interpretacion y aplicacion practica

Marcela Gonzalez

Deseo aclarar que el presente trabajo fue reali-
zado en mayo de 1998. La presentacion del mismo
ticne validez desde el punto de vista de la formula-
¢ion tedrica del modelo como asi también la verifi-
cacion de su aplicacion practica en aquel contexto
economico financicro. Como todo modelo que par-
te de ciertos supuestos deberia ser convalidado em-
piricamente en cada situacion economica financie-
ra vigente,

1. Opcion

Una opcion es un contrato de naturaleza finan-
ciera por ¢l cual una de las partes, llamada ‘toma-
dor’ o ‘titular’ adquiere, mediante el pago de una
prima que se abona en el momento en que se cele-
bra el contrato, el derecho a comprar (opcion de
compra o ‘call”) o a vender (opcion de venta o ‘put’)
a la otra, llamado ‘vendedor’ o ‘lanzador’, un cier-
to numero de activos a un precio previamente fija-
do (precio de ejercicio) y dentro de un periodo de
tiempo predeterminado. Asi, el comprador adquie-
re ‘derechos’ mientras que el vendedor adquiere
‘obligaciones’.

Este contrato puede implicar dos transferencias
de dinero que se efectian en forma sucesiva:

a) la primera de cllas, que se denomina prima, es
el precio que el comprador debe abonar cuando
adquiere la opcion de compra (call),

b) la segunda, cuyo monto es equivalente al precio
de ejercicio, es facultativa, puesto que el com-
prador solo lo abonara si decide adquirir ¢l acti-
vo subyacente.

En el presente trabajo estudiaremos el modelo
de Black and Scholes para la valuacion de las op-

ciones de compra.

Los factores que inciden en la prima de un call
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son, como minimo, los siguientes:

a) precio del activo subyacente (precio del activo
en ¢l mercado),

b) precio de cjercicio (precio previamente conve-
nido),

c) tasa de interés a utilizar para contemporizar los
dos elementos precedentes,

d) plazo hasta la expiracion del contrato y

e) volatilidad del activo subyacente (mide ¢l com-
portamiento o variabilidad del mismo en el tiem-

po).

De estos factores, el precio de ejercicio y el pla-
zo hasta la expiracion se conocen con certeza una
vez especificada la opcion y el momento de
valuacion; la tasa de interés es la tasa de costo de
capital vigente en ¢l mercado en el periodo de vi-
gencia de la opcidn y la volatilidad se determina de
acuerdo con la evolucion historica de los precios
del activo subyacente (ver Revista Invenio N° [:
Sistema de Garantia en los Mercados de Futuros.
Administracion de Riesgo de una Cartera). Por lo
tanto, el precio del activo subyacente en el merca-
do sera la unica variable aleatoria cuyo comporta-
miento a través del tiempo es necesario estimar.

2. Interpretacion del modelo de Black and
Scholes para una opcién de compra.

La prima que abona el titular en el momento en
que se celebra el contrato es el precio que el call
tiene en ¢l mercado. Dado que la opcién americana
puede ser cjercida en cualquier momento (la op-
cion europea solo puede ser ejercida al vencimien-
to), el call debe ser igual a la diferencia entre el
precio de cotizacion (S,) y el precio de ejercicio
(X). Evidentemente, el precio de ¢jercicio (X) es un
valor futuro que debe ser actualizado al momento
de valuacion, para que se cumpla la ecuacion fi-
nancicra de equivalencia.
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co5- X

(1+1)

siendo:

C’: valor del call o prima.

84 valor actual de la accion o activo subyacente.

X: precio de ejercicio de la accion o del activo sub-
yacente.

i+ tasa de interés con capitalizacion periodica
(campo discreto).

1~ tiempo hasta la expiracion o vencimiento del call.

I _,cl factor de actualizacion o
T (1 T ’) descuento en ¢l campo dis-
(l o ) creto (periodico)

Sin embargo, la actualizacion del precio de ejer-
cicio se realiza aplicando actualizacion continua,
debido a: 1) el precio del activo subyacente se com-
pone continuamente en el tiempo; y 2) un inversor
puede adquirir la opcion en cualquier ‘instante’ den-
tro del tiempo de vigencia del contrato. Por estas
razones, para actualizar el precio de ejercicio (X)
se utilizara:

e™: que representa el factor de descuento cuando se
actualiza en el campo continuo, donde ‘e’ es la base
de los logaritmos neperianos (2,71828...) y ‘r’ es la
tasa instantanea de rendimiento. (Ver Apéndice).

Asi, el call (prima) sera igual al valor actual del

activo subyacente (S,) menos el valor futuro o pre-
cio de ejercicio (X) actualizado en el campo conti-
nuo al momento de la valuacion. A esta ecuacion,
podemos llamarla ‘ecuacidn financiera basica’:

C=5,-% e

Teniendo en cuenta el valor del activo (§) v el
precio de ejercicio (X) se dice que:

a) i §,> X, el call esta ‘in the money’ y se pue-
de ejercer. En este caso, el precio del activo en el
mercado es mayor que el precio de ejercicio, por lo
tanto, el tomador del call lo gjercera (comprara) al
precio de ejercicio e inmediatamente lo vendera en
el mercado a un precio mayor.

b)Si S, = X, el call esta ‘at the money’ y no val-
dra la pena ejercerlo ya que coincide el precio de
mercado con el precio de ejercicio.

¢) St S, <X, el call esta “out of the money’ y no
sera ejercido. En este caso, el precio del activo en
el mercado es menor que el precio de ejercicio, por
lo tanto el tomador del call no lo ejercera (compra-
ra) ya que puede conseguir el activo directamente
en el mercado a un precio menor.

En el siguiente grafico representamos el benefi-
cio por la compra de un call teniendo en cuenta la
prima abonada.

Beneficio del call (B)

Beneficio por la compra de un call

Precio del activo (So)
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En el eje horizontal (variable independiente)
graficamos el precio del activo subyacente (S,) y en
el eje vertical (variable dependiente) el beneficio al
vencimiento (B) que se obtiene por la compra de un
call. Vemos que mientras el precio del activo ¢s me-
nor que ¢l precio de ejercicio (S, < X) el beneficio
resulta ser negativo e igual al costo del call. La recta
que lo representa es paralela al eje horizontal en el
valor B = -C. Si el precio del activo (S) esta entre el
precio de ejercicio (X) y el precio de ejercicio mas la
prima (X + C) el beneficio sera negativo. En estos dos
casos, el call no sera ejercido ya que esta ‘out of the
money’ y el tomador del call perdera la prima abona-
da. Cuando el precio del activo es igual al precio de
ejercicio mas la prima (S, = X + C) el beneficio re-
sulta ser igual a cero y estamos en el punto de indife-
rencia (el call esta ‘at the money’). Cuando el precio
del activo supera al precio de ejercicio mas la prima
(So = & + C) el beneficio crece (B =Sy - X-C) yel
call sera ejercido, esta ‘in the money’. La recta que lo
representa es de 45° (tangente = 1) ya que por cada
$1.- de incremento del precio del activo subyacente
(variable independicnte), el beneficio (variable depen-
diente) aumentara $1 .-.

De lo anterior podemos decir que ¢l tomador o
comprador de un call tiene beneficios ilimitados
mientras las pérdidas (beneficios negativos) estan
acotadas por el valor de la prima abonada.

La formula de Black and Scholes para valuar
opciones financicras es:

(::SO N(dl) = X N(dz) (l)
S, o’
ll](}j +(l'+ -2—Jt
9 i @)

2
ln(-S"\%- re
X/ 2

d,=d —olt = -
2 | O'\/—l—

siendo o: volatilidad o vartabilidad o desviacion
standard esperada de la accion.

La opcion de compra (C) tendra valor (sera cjer-

cida) siempre que el precio del activo subyacente

sea mayor que ¢l precio de ejercicio, es decir, S, > X.
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Modelo de Black and Scholes

Vemos que la formula de B&S no es mas que la
‘ecuacion financiera basica’ en la cual aparecen dos
factores: N(d) y N(d).

N(d}) y N(d3) son los valores de la funcion de
distribucion Normal Standard (drea bajo la curva
de densidad Normal (0,1) desde - hasta dy y dy
respectivamente) y representan las probabilidades
de que podamos ejercer la opcion.

Analicemos distintos valores que tomara el call
de acuerdo con distintos valores de S y X.

a) Si el precio del activo (S,) es mucho mayor que
el precio de ¢jercicio (X)), In (Sy/X) tendera a infini-
to (+) con lo cual dy y dy también lo haran; en
este caso, N(d]) y N(dp) tenderan a | y la formula
de B&S nos quedara €' =S - Xe™ > 0y tendremos
la certeza absoluta de ¢jercer la opcion.

b) Si el precio del activo (.S,) es menor que ¢l precio
de ejercicio (X), In (S/X) tenderd a menos infinito (-
«)con lo cual d} y d2 también lo haran; en este caso,
N(d]) y N(dp) tenderan a 0 y tendremos la certeza
absoluta de no ejercer la opcion ya que C = 0.

Entre a) y b) existe un abanico de posibilidades
que la formula de B&S nos permite valorar.

Si observamos el numerador de dy y d5, en am-
bos aparece la expresion In (S,/X) que es fa *tasa de
rendimiento instantanea’ (en el campo continuo),
donde S, es el valor de ta variable aleatoria ‘precio
del activo’ (Sy) en el momento actual.

Por lo tanto, In (St / X) es funcion de la variable
aleatoria S, y representa la tasa de rendimicnto dia-
rio del activo. Una de las hipotesis de este modelo
es que dicha funcion (In (Sy / X)) tiene una distribu-
cion Normal con parametros E {In (S, / X)} = uty
varianza Var { In (S;/ X)} = ¢’t. Bajo esta hipétesis, la
variable alcatoria ‘precio del activo’ (S) sigue una
distribucion Logaritmica Normal (Log-normal), es de-
cir, Normal en el logaritmo de la variable.

Tanto N(d1) y N(dp) como d| y dy quedan de-
terminados al calcular la esperanza matematica de
la variable aleatoria ‘precio del activo’ Sy (con dis-
tribucion Log-normal) condicionada a que dicho
precio sea mayor que el precio de ejercicio (condi-
cion necesaria para que se ejerza la opcion).'
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Podemos decir que el primer término de la formula de B&S representa cl valor actual del
activo subyacente (5,) ponderado por la probabilidad de que dicho precio sea mayor que el
precio de ejercicio (X) y el segundo término representa el valor presente del precio de ejerci-
cio (X) ponderado de la misma forma.

3. Variables

Una vez presentado el modelo de B&S analicemos como influyen las distintas variables sobre precio
del call. Ver formula (1).

Variable en aumento Call Formula (1)

|. Precio del activo subyacente ===> aumenta crece el minuendo

2. Tasa de interés ===> aumenta disminuye el sustraendo

3. Tiempo hasta la expiracion ===> aumenta disminuye el sustraendo

4. Volatilidad esperada ===> aumenta crece ¢l minuendo y disminuye el sustraendo
5. Precio de ejercicio ===> disminuye crece el sustraendo

Vemos que el precio del call aumenta si: 1) aumenta el precio del activo subyacente (porque al aumen-
tar el precio de la accion hoy, aumenta la probabilidad de que el call sea ejercido), 2) aumenta la tasa de
interés (mayor tasa de financiacion, con lo cual el valor actual del precio de ejercicio sera menor y aumen-
tara el precio de la opcién), 3) aumenta el tiempo hasta la expiracion (mayor tiempo hasta el vencimiento
de la opcion y, por consiguiente, es menor el valor actual del precio de ¢jercicio) y 4) aumenta la volatilidad
esperada (indica que el comportamiento del activo subyacente es bastante erratico y esto se traduce en un
aumento del precio de la opcion).

También observamos que el precio del call disminuye cuando aumenta el precio de ejercicio (cuando
mayor sea el importe que tengamos que pagar a la fecha de vencimiento de la opcion menor seré la prima
que pagaremos hoy).

4. Ejemplo
Calculo de la volatilidad
Accion: Perez Companc (del 27/02 al 13/04/98)

Dia N¢ Precio de Variacion Tasa instantinca  Tasa instantinea Diferencia Diferencia”2
cierre Pj l’i /Pj_] In (Pi/iPi_]) pronlcdin r-T (rj -T)?
] T

26-teb-98 (%45}5]
27-feb-98 | 6,58 1,0077 0,0076 -0,0028 0.0104 0,0001
2-mar-98 g, 6,59 1,0015 0,0015 -0,0028 0,0043 0,0000
3-mar-98 3 6,61 1,0030 0,0030 -0,0028 0,0059 0,0000
4-mar-98 4 6,69 1,0121 0,0120 -0,0028 0.0149 0,0002
S5-mar-98 S 6.63 0,9910 -0,0090 -0,0028 -0,0062 0,0000
6-mar-98 6 GATAS 1,0181 0,0179 -0,0028 0.0208 0,0004
9-mar-98 7 6,71 0,994 1 -0,0059 -0,0028 -0,0031 0,0000
10-mar-98 8 6,80 1,0134 0,0133 -0,0028 0,01061 0,0003
11-mar-98 9 0,85 1,0074 0,0073 -0,0028 0,0101 0,0001
12-mar-98 10 6,82 0,9956 -0,0044 -0.0028 -0,0016 0,0000
3-mar-98 I 6,82 1,0000 0,0000 -0,0028 0,0028 0,0000
16-mar-98 2 6,77 0,9927 -0,0074 -0,0028 -0,0045 0,0000

104 INVENIO Noviembre 1998



Modelo de Black and Scholes

continuacion
Dia N¢ Precio de Variacion Tasa instantanca Tasa instantanea Diferencia Diferencia™2
cierre Pj Pj /Pi_] In (Pi"’pi-l) pronledio rj-T (rj-T)?
I T
| 7-mar-98 13 6,63 0,9793 -0,0209 -0,0028 -0,0181 0,0003
| 8-mar-98 14 6,65 1,0030 0,0030 -0,0028 0,0058 0,0000
19-mar-98 15 6,58 0,9895 -0,0106 -0,0028 -0,0078 0,0001
20-mar-98 16 6.60 1,0030 0,0030 -0,0028 0,0059 0,0000
23-mar-98 17 6.81 1,0318 0,0313 -0,0028 10,0341 0,0012
24-mar-98 18 6,79 0,9971 -0,0029 -0,0028 -0,0001 0,0000
25-mar-98 19 6,74 0,9926 -0,0074 -0,0028 -0,0046 0,0000
26-mar-98 20 6,72 0,9970 -0,0030 -0,0028 -0,0002 0,0000
27-mar-98 4l 6,74 1,0030 0,0030 -0,0028 0,0058 0,0000
30-mar-98 i) 6,72 0,9970 -0,0030 -0,0028 -0,0002 0,0000
3f-mar-98 23 6,77 1,0074 0,0074 -0,0028 0,0102 0,0001
|-abr-98 24 6,80 1,0044 0,0044 -0,0028 0,0072 0,0001
2-abr-98 25 6.80 1,0000 0,0000 -0,0028 0,0028 0,0000
3-abr-98 26 G197 0,9662 -0,0344 -0,0028 -0,0316 0,0010
6-abr-98 Al 6,54 0,9954 -0,0046 -0.0028 -0,0018 0,0000
7-abr-98 28 6,21 0,9495 -0,0518 -0,0028 -0,0490 0,0024
8-abr-98 29 6,16 0.9919 -0,0081 -0,0028 -0,0053 0,0000
| 3-abr-98 30 6,00 0,9740 -0,0263 -0.0028 -0,0235 0,00006
Totales -0,0846 0,0071
Siendo:
7= ealr el i
; ' O-‘[i”’i" N Cyamlu/ =1 O-cliuriu ‘\/252
r=-0,0028 odiaria = 1,56 % canual = 24,79%
Calculo de la Prima de acuerdo con la formula de Black and Scholes
Fecha de analisis: 14-abr-98
Fecha de expiracion de la opcion: 19-jun-98
Dias hasta el vencimiento de la opcion: 66
Dias hasta el vencimiento de la opcion (t): 0,1808 expresado en afios
Precio de cjercicio: 6,44
Precio del activo subyacente (So): 67 1S

Tasa instantianea de interés para contemporizar el precio de Ejercicio (r):  10% anual

En las formulas (1) y (2)

dj =-0,2128 dy =-0,3182
N(d}) = 0,4157 N(dy) = 0,3752
C=0,184

El dia 14/04/98 PC-6.44 - Jun cerré a 0.185 (Ambito Financiero del 15/04/98)
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5. Consideraciones finales

‘Toda aplicacion de una teoria matematica se rea-
liza a través de modelos como el estudiado en este
trabajo. El matematico, cuando encara una situa-
cion ‘real’ o ‘concreta’ realiza una idealizacion vy,
empleando un razonamiento y un proceso logicos,
construye un modelo. Dichos modelos matemati-
cos y/o probabilisticos han probado ser muy utiles
aceptando la sobresimplificacion de supuestos. Es-
tos modelos, en nuestro caso provenientes de la
economia matematica, especifican relaciones entre
variables que daran como resultado predicciones
sobre aspectos del comportamiento financiero.

Sin embargo, el mercado financiero se desarro-
lla dentro un contexto econdmico y el operador debe
captar los ‘mensajes’ de ese mercado y sus influen-
cias. Los mercados reales son mas complejos, es-
tan integrados por inversores humanos cuyo com-
portamiento dista mucho de ser racional, en el sen-
tido frio y lineal que establecen las teorias. El mo-
delo queda supeditado a un contexto caracterizado
por influencias econdémicas, sociales, politicas,
ambientales y de organizacion y no siempre es apro-
piado para cualquier situacion.

Muchas veces, los modelos pierden relevancia
en mercados afectados por cambios estructurales
muy profundos, o por condiciones de negociacion
particulares. En esta etapa de globalizacion de la
economia, el analisis financiero debe partir de un
estudio macroecondmico, de las principales varia-
bles econdmicas del pais y también del mundo. De
la misma forma se debe realizar un estudio
microecondmico, de la empresa en la cual se desea
invertir (considerando opciones sobre acctones), ya
que si la empresa va bien se reflejard en el compor-
tamiento de la accion. En consecuencia, el medio
ambiente se transforma en otro factor generador de
variaciones integrando todas el concepto de ‘reali-
dad econdmica’, ya sca en el dambito nacional como
internacional.

La utilidad y eficiencia del modelo de B&S (ade-
cuadamente utilizado) es innegable en el mundo
financiero, ya que ha sido ampliamente probado en
forma empirica. En realidad, dicho modelo ayuda a
pensar en nuevas formas de financiacion e inver-
sion fuera del rigido marco numérico de las teorias.
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APENDICE

Partiendo de las formulas de monto con capita-
lizacion periddica y subperiodica

M= K(I+'/(—m))
m

M =K(1+i)
donde:

M: capital final o monto

K: capital inicial

i: tasa periodica efectiva de interés con capitaliza-
¢ion periodica

j(m): tasa periddica nominal de interés con capita-
lizacion subperiodica

n: tiempo de colocacion expresado en periodos

m: frecuencia de capitalizacion

nim: tiempo de colocacion expresado en subperiodos

planteamos la igualdad de monto o equivalencia

financiera:
./(m)j

m

I+i:(1+

Sabiendo que la tasa de rendimiento instantaneo
‘r’ (en el campo continuo) no es mas que el limite
para ‘m’ tendiendo a infinito de la tasa nominal pe-
riddica j(m) (en el campo discreto), podemos escri-
bir,

r=[imi(m)

m-—>o

Para hallarla aplicaremos ¢l [imten ambos miem-
bros PN
. . ’ J (m)jm
lim(1+1) = llm(1 + T,

m-»wm m->n

; Li}
y recordando que IZWZ(I o ;) = €nos quedara

X—=>x

o m Tem
Jom |
5 (] 1 ) i 5 1 & j(m)
lim(+i)=|[im| 1+=, =
N -y o0 n-->wx0 -
N j(m)
L J
Limy(m) .
(1 4 i) = g es decir (1 4 i) =le"
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de donde
tantaneo.

tasa de rendimiento ins-

r=1In(1+i)

Observacion:
De esta igualdad podemos despejar ‘i’

er-1=i y reemplazando en la for-
mula de monto con capitalizacion periodica

M=K (1+er-1) ===>M=Ker

Modelo de Black and Scholes

obtenemos el monto en régimen de interés com-
puesto capitalizando en forma continua donde e™
es el factor de capitalizacion en régimen de interés
continuo.

Despejando el Capital:

K=Mem™

donde e ™ es el factor de actualizacion o descuento
en el campo continuo.

NOTAS

1. Véase en la obra Black, Fisher y Scholes, Myron. The pricing of options and corporate liabilities, Journal of Political Economy, 81

(1973) pag. 637-59
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