CAMINOS Y CIRCUITOS DE UN GRAFO DIRIGIDO
DONDE NINGUN ARCO ES RECORRIDO K O MAS VECES

Armando Gordon Cabral
Federico Severino Guimpel (colaboracion)

Es sabido que las potencias sucesivas de las matrices de incidencia en un grafo dirigido asignando
valores | o 0 segun exista o no arco(s) entre los vértices correspondientes con el productos usual indica la
existencia o no de caminos y circuitos. Y que la suma usual determina la cantidad de caminos y circuitos.

En el presente trabajo se contruye un semianillo o dioide a partir del conjunto de arcos que permiten
establecer cuantos y cuales son los caminos y circuitos de un grafo dirigido donde ninguin arco es recorrido
k o mas veces.

1. Construccion del dioide
1.1. Conjunto yacente del dioide

Sea A’ = (al,az,..,an) (n=1) un conjunto finito.
Sea

A=<A>-0 5 _ (1,

esto es, el Semigrupo Libre Generado por A’ en el que se ha eliminado el Neutro, es decir, la “palabra”
vacia designada con [J. Evidentemente A es no conmutativo y un elemento genérico de A es de la forma:

(2) s’=a, a,..a conteN;i €(1,2,..,n)paratodo | €(l,2,..,n), donde con N
indicamos el conjunto de nimeros naturales.

Cada a, es una componente de s’.

Dos 0 mds componentes consecutivas pueden ser iguales ya que por razones de simplicidad y por el
significado que tendran los resultados, obviamos la notacion de potencia. (Ejemplo: escribiremos a, a, a,
a,a,a,a envezdea ,a’a’a,)

Es sabido que si s,/ =a W a llys =90  adlentanges

? Ymglgt=q (1) 1y 5 (2) (2)
SI b 52 Sl S? dil alll ai] ai:z (3)

El subconjunto de A:
PpeicAa =a

g~ - = a_, (componentes) tal que I(a,PBy s Y1 2 K} (4)

es claramente un ideal de A; |C|, como es usual, significa el cardinal del conjunto C.

En palabras, el ideal I es el conjunto de todas las palabras donde una 0 mas componentes aparecen k 0 mas
veces.

| S'|=A-I ' 5)

Es decir, S’ es el conjunto de palabras donde cada componente puede aparecer, a lo mas k-1 veces. Como
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el conjunto de componentes es finito, A’ es finito, resulta:

S’ <oo | (6)
Luego, todo subconjunto de S’ es también finito. (6")
Ahora consideramos:

S=P(S’) (7
siendo |S] =281 < co ' t))
y por lo tanto, un elemento genérico de S, distinto del subconjunto vacio, (9), es, por (6’):

s=(s; s ’,...,slh’) = {s“’}U{s.lz’} Vil {sjh’},o, con abuso de notacion (escribiendo {s’}=s")

Ll
s = s“’ U slz‘ il sl.h’ (9)
donde sji’ € S’,i €(1,2,..,h); 0 <h <|S’| (10)

1.2 Operaciones binarias en S
1.2.1 Primera operacion

Es sabido que S con la operacion union es un semigrupo conmutativo con @ como neutro. En vez del
simbolo usual, U, pondremos +, y la llamaremos suma. Por lo tanto (10) se escribira:

Ll i Sl S My (11)

1.2.2 Segunda operacion

Definimos en S una operacion que indicaremos con *, tal que Vs,ve S;s# @, v # @,

stv=(s " s . 4S.T) » 8 e M . :E:u E;s’ i o 2 o (12)
donde
sm’ vm’ (segun (3)) S sm’ vlﬁ’ ey’
lﬂ, A Viﬂ! &
0 si si“’ v].B’ el (ver (4)) (13)
S*0=0*s'=0*0=0 (I3°)

Esta operacion dota a S de otra estructura de semigrupo, no conmutativa, con @ como elemento cero o
absorbente.

Como ademas, * es distributiva con respecto a +, por definicion, resulta que (S,+,*) es un semianillo no
conmutativo con @ como elemento absorbente, o dioide.
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2. Construccion de caminos y circuitos

2.1 Sea G un grafo dirigido cuyos conjuntos de vértices y arcos respectivamente son:

P=(p;py-P,) YA =(a,a,..8) (14)

Con A’ construimos el dioide segln 1.

Dada la inyeccion A" > S/a — s={a} =a (ver (2) y (9)).,i: 1,2,..n (15)

el conjunto de arcos puede considerarse como un subconjunto de S.

Si A es la matriz de incidencia de vértices con entradas cn cl dioide, cada entrada (a,) de A" (r € N) indica
los caminos de longitud r desde el vértice p, al vértice p; en particular (a,), los circuitos de longitud r que
pasan por el vértice p.. .

(aij)(r) y (aii)(r) en la matriz A(r)= ZF, A7 los caminos y circuitos de longitudes menores o iguales que r.

Con el dioide construido se eliminan los caminos y circuitos en los que uno o mas arcos son recorridos k
o mas veces (En realidad dada la forma progresiva de calcular las potencias de la matriz de incidencia,
cuando aparece el primer arco a_ recorrido k veces, queda eliminado el camino o circuito correspondiente).
También es cierto que limr— o A'=A' =(0), V | 2 n(k-1) + 1 (16)
matriz cuyas entradas son todas iguales al conjunto @. X

(Puede suceder que A'= (Q) para algin | <n(k-1) + 1).

2.2 Caminos y circuitos eulerianos

Considerando en 1 y 2, 2.1, k = 2, se obtienen los caminos y circuitos eulerianos.

3. Ejemplo
Seak=2
” pz
_.._)
Sea G:
a_‘i
P3
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Entonces A es:

P P, P, P, P Py
pl al le
P, a, +a,
P, o 4,
Py o 4,
P; dg
Py

Observacion: 1) las entradas omitidas indican vacio. Lo mismo en las sucesivas potencias de A. Solo se

colocara el simbolo @ cuando se obtiene por el producto s” v’ € L.

Calculando resulta:

2) Por simplicidad pondremos a, a en vez de a * a.

A?

P, P, Py P, Ps Ps
pl. aS a4 a1a2+a|a3 aﬁ a‘i‘
P, a,a, +aa a,a, +a,a,
p3 aﬁ 34 aTas a6 a‘)
P, 4.8 a4,
Ps 4, 4, dg g
Ps

Al

P P, Ps P, Ps Ps

P, e a,a,a.;+ aaa,t
ad.a+0. 1 aa,a,

P, a,aca,t a,a,a,+ a,aza,t

a3 aﬁ a‘1 a_,, a? as a3 36 219
P; &85 &, 4,349 e i e
P4 0 a,aa,* 2,4,

a,a a,

Ps 2, 3,8, Aty 4
P
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A4
P, P, P, P, Ps Ps
P a,a,8,a+ a3, 3, 22,3, a,% a8, 8 4.t
aa;a a, asa, a a, a,a,a a, a8, a8+
%]
P, a,a,a at a,a;a at a,a;a a+t a,a,agat
a,a,a a, aa a a a,a a, a, a,a ag a,
P, a,aca a aaa at a,a.a, a, aga a a,
a,a, a a
P, 0 a e e, act a,a,8,a;+
a,a a a aa a a,
Ps de8,8, ¥ a,2,3,3,
aga a a
P,
A’ (abreviamos la notacion i j k | por a a a a
P, s Ps Py Ps Ps
p, 12784+ | O+0 L2643+ 54127+
13784 L3683+ 54137
34126+
54136
p, 27841+ 26413+ 27845+ 20459+
37841 36412+ 37845 36459 l
Q+0 E
P, 16812+ O+ O+0 78459
78413
p, O+0 O+0 41278+ 41269+ |
41378 41369
o 84126+ 84127+
84136 84137
P
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A{S
P, P, P, P, Ps P
P, O+0 0O+0 127845+ 126459+
137845+ 136459+
5-4.1-2.7-8-4 541269
541378 541369
P, 2R AL 278459+
378413+ 378459
D+
P, 641278+ O+0 O+0
641378+
7841264
784136
P, A+0 0+0+0
0
Ps O+0 841269+
841369
Ps
AT
P, P, Ps Py Ps P
P, D+0 1278459+
1378459
P, 2841378+
3784126+
D+0
P; 7841269+
7841369
P, O+0+0+ O+0+0Q+
0 %)
P
5. i
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En A®:
(a14)s=g+@=(a4ﬁ)s
(azs)s=@+2784l369+37841269+@

Los demas (aij)s= (0]

A,=(9)
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