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1. Introduccién

Tradicionalmente la ensefianza de la Estadistica en las uni-
versidades se ha realizado con escaso apoyo de las nuevas
tecnologias de la informacién y las comunicaciones, TICs,
ya que ha estado basada fundamentalmente en una trans-
mision de conocimientos por parte del docente. Pero, ante
el reto de adaptacion al nuevo Espacio Europeo de Educa-
cién Superior (EEES), la nueva configuracion de los planes
de estudios ha propiciado un proceso de innovacién en las
estrategias formativas. Ahora, ademas de transmitir cono-
cimientos, el profesor debe actuar como motivador y guia,
para que el alumno descubra nuevas formas de aprendizaje.
Por su parte el alumno debe gestionar su proceso de apren-
dizaje y adquirir la capacidad de comprender y analizar los
conceptos dados. En este contexto, supone un gran avance
apoyarse en las nuevas tecnologias.

El uso de la tecnologia como una herramienta méas den-
tro de la clase permite desarrollar nuevas experiencias for-
mativas y es una motivacion extra para el alumno que
afronta la asignatura con otra perspectiva, mucho més atrac-
tiva para él. En este sentido, dado el elevado ntimero de re-
cursos a los que tenemos acceso a través de la red, ésta
puede considerarse una herramienta docente mas ya que fa-
cilita la integracion de las TICs en la docencia en asignaturas
de Estadistica de multiples formas.

Los libros online o las revistas de docencia en Estadistica
permiten que solicitemos a los alumnos completar cual-
quiera de los contenidos de las asignaturas. La disponibili-
dad de datos, tanto en fuentes oficiales, como en paginas que
los agrupan por temas o métodos de analisis, facilitan el que
les pidamos realizar analisis de los mismos. Estos analisis
pueden llevarlos a cabo no sélo utilizando software comer-
cial, sino empleando cualquiera de los muchos programas
de uso libre a los que podemos acceder y apoyandose tam-
bién en las denominadas calculadoras estadisticas, cuyo ac-
ceso es también libre. Ademas, el uso de las herramientas
de la Web 2.0 (Blogs, Wikies, videoconferencias, redes so-

ciales,...) posibilitan intercambios con el estudiante y entre
estudiantes que proporcionan nuevas experiencias a incor-
porar al proceso de ensefianza-aprendizaje.

Entre todos estos recursos, nos gustaria destacar la pre-
sencia en la red de las denominadas simulaciones interacti-
vas. Son representaciones graficas e interactivas de un
fenémeno, que permiten al estudiante realizar cambios y ob-
servar su efecto en el fendmeno que se representa. Tienen dos
caracteristicas que las hacen interesantes desde un punto de
vista didactico: la visualizacion de los conceptos estadisticos
tradicionalmente dificiles de comprender, y las posibilidades
de interaccion, que permiten al estudiante experimentar con
el fendbmeno y aprender de la propia experiencia.

La proliferacion de este tipo de recursos en la red facilita
su incorporacion a la docencia. Existen numerosas simula-
ciones disponibles para su uso, en la mayoria de los casos
gratuitas y bajo licencias de uso Creative Commons. En su
mayor parte se encuentran disponibles en forma de applets,
bien en paginas web que pueden ser referenciadas para su
uso, bien en codigo abierto que puede ser incorporado a una
pagina web diferente. También es de destacar la existencia
de proyectos de potenciacion de la visualizaciéon desde gran-
des empresas como el caso de Wolfram Research o desde
instituciones sin 4nimo de lucro como las responsables del
desarrollo de Geogebra.

Son muchos los &mbitos de la docencia en estadistica en
los que estas simulaciones interactivas se pueden aplicar:

« Estadistica descriptiva: analisis univariante de datos, in-
terpretacion de medidas descriptivas, representacion
grafica de datos, regresion lineal, etc.

« Probabilidad: visualizacién de sucesos y operaciones de
sucesos, concepto de sucesos incompatibles, indepen-
dientes, probabilidad condicionada, etc.

« Variables aleatorias: comprension de los tipos de varia-
bles aleatorias, de la interpretacién de sus principales
caracteristicas, de las funciones que describen su com-
portamiento aleatorio, etc.
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» Modelos de variables aleatorias: comprensién de la natu-
raleza y efecto de las variaciones paramétricas, mejorar
la capacidad de distincion entre los tipos de modelos, etc.

« Inferencia paramétrica y no paramétrica: interpretacion
de las propiedades de los estimadores, naturaleza de los
tipos de estimacion, estudio de conceptos como el nivel
de confianza, el p-valor, potencia de un test, etc.

El objetivo principal de este trabajo es ilustrar el uso de
estas simulaciones interactivas como herramientas que fa-
cilitan la asimilacién y comprension de los diferentes con-
ceptos desarrollados en el estudio de la Estadistica. Para
ello, y dado el elevado niimero de recursos disponibles, se-
leccionamos una de las posibles aplicaciones: la probabili-
dad. Mostramos que existen numerosas simulaciones
disponibles para su uso, que pueden ser referenciadas como
cualquier otro recurso bibliogréfico, de forma que, verifi-
cado que cumplen los objetivos planificados en el desarrollo
teorico del tema, pueden integrarse en las actividades dise-
fiadas por los docentes tanto para su uso en el aula como
fuera de ella. Finalmente, ofrecemos una propuesta de inte-
gracion de las simulaciones en una actividad practica.

2. Simulaciones en Estadistica

En la Tabla 1 mostramos algunos proyectos desarrollados
que incorporan la visualizacién y que pueden servir de
fuente de informacién y punto de partida si se desea incluir
este tipo de recursos en la docencia. Son también destaca-
bles por su utilidad y calidad paginas personales de autores
como R. Webster West o D. Lane, entre otros, que utilizan
estos recursos desde hace muchos afios y han participado en
la difusién de los mismos.

Una revision de los enlaces citados puede dar una idea
de los recursos disponibles y su uso potencial. Adicional-
mente, y para un tema concreto, puede completarse la revi-
sion con la realizacion de bisquedas sistematicas en revistas
de docencia en estadistica, como Journal of Statistics Edu-
cation, en portales de recursos estadisticos como Causeweb,
o en buscadores de uso general como Google.

3. Simulaciones para Probabilidad

En el estudio de la probabilidad nos planteamos distintos
objetivos, que perseguimos a través del uso de diferentes es-
trategias docentes:

A. Comprension de los sucesos, las operaciones con los mis-
mos y las consecuencias de los axiomas de Kolmogorov.

B. Célculo de probabilidades de sucesos individuales o de
operaciones de sucesos mediante la interpretacion cla-
sica de la probabilidad.

C. Comprension del significado de la interpretacion fre-
cuentista de la probabilidad.

D. Interpretacion del concepto de probabilidad condicio-
nada y su relacion con la probabilidad de la interseccion
de sucesos.

E. Planteamiento de los experimentos en etapas y el uso
de los teoremas de la Probabilidad Total y Bayes para
su resolucion.

F. Conexion entre el tema de probabilidad en el que tra-
bajan con sucesos y el concepto de variable aleatoria.

En la consecucion de estos objetivos somos conscientes
de las dificultades que tienen habitualmente nuestros alum-
nos y, con el propo6sito de facilitar la comprension de los
conceptos planteados y permitirles aprender de su propia

experiencia, exponemos algunas simulaciones que pueden
ayudar a resolver esas dudas y complementar el desarrollo
tradicional de las clases.

A. Comprensién de los sucesos y las operaciones con los
mismos

Tradicionalmente la representacion grafica a través de dia-
gramas de Venn ha resultado muy til para entender mejor
cualquier concepto relacionado con sucesos. El problema del
que adolece la presentacion tradicional es que los alumnos
no pueden experimentar por su cuenta con unos graficos ya
hechos. Hay nociones como la incompatibilidad, las leyes de
Morgan o el trabajar con més de dos sucesos, que les pueden
quedar mucho mas claros mediante la experimentacién. En
el applet de Shepperd (Sim1) se muestran graficamente 16
posibles operaciones entre dos sucesos que se eligen en un
menu. La operacion contraria, esto es, seleccionar los suce-
sos y observar su notaciéon puede realizarse en el applet de
Brodie (Sim2) del proyecto de Demostraciéon Wolfram tanto
para dos, como para tres sucesos. En el mismo proyecto,
Beck y Kent (Sim3), ofrecen otro applet en el que se repre-
sentan graficamente y a partir de la notaciéon habitual 127
operaciones con tres sucesos (ver Tabla 2).

Las simulaciones 4 a 6 implican los mismos conceptos
pero incorporan también la probabilidad del suceso inter-
pretandose la misma como la proporcién que sobre el espa-
cio muestral (caja completa) supone el espacio que ocupa el
suceso. Estas tres simulaciones permiten trabajar conceptos
como la unién de sucesos disjuntos, la inclusiéon de sucesos
y propiedades como la distributiva o las leyes de Morgan,
asi como experimentar con las consecuencias de los axiomas
de Kolmogorov. Cada uno de estos applets presenta pecu-
liaridades. El applet de West (Sim4) no permite alterar las
probabilidades de los sucesos A y B y se centra en estudiar
los efectos de los cambios en la relacion entre los sucesos.
El applet de Stark (Sim5) trabaja con tres sucesos y permite
modificar tanto las probabilidades como la relacion entre
ellos. El mismo autor presenta otro applet Venn diagrams
(2 subsets) similar al de West que si permite modificar pro-
babilidades. Por su parte, el applet de Borrego (Sim6), del
aula virtual de Estadistica, ofrece la posibilidad de trabajar
con uno, dos o tres sucesos, asi como modificar tanto las
probabilidades de los sucesos como la relacién entre ellos.
B. Calculo de probabilidades de sucesos individuales o de
operaciones de sucesos mediante la interpretacion clasica
de la probabilidad.

En los applets de las simulaciones 4 a 6 1a probabilidad de los
sucesos se mide en funcion de la superficie que éstos ocupan.
Introducida esta idea, el trabajar con experimentos sencillos
permite utilizar la regla de Laplace para la obtencién de la
probabilidad de sucesos. En este sentido, los experimentos
aleatorios de lanzamiento de dados o de seleccion de bolas en
urnas, son sencillos y faciles de entender por los alumnos. El
applet del proyecto Statmedia (Sim7) calcula la probabilidad
de cualquier suceso que podamos plantear en el lanzamiento
de un dado. Puede complementarse con el applet de Barrow
(Sim8) que considera el experimento de lanzamiento de dos
dados. Respecto a los experimentos de urnas, el proyecto
Statmedia incorpora un applet (Sim9) que trabaja con la ex-
traccion sin reemplazamiento de una a tres bolas de una urna
de cinco bolas de dos colores (ver Tabla 3).

C. Comprension del significado de la interpretacion fre-
cuentista de la probabilidad.

Las simulaciones interactivas proporcionan una forma de
introducir a los alumnos la interpretacion frecuentista de la
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PROYECTO CONTENIDO*

Recurso de codigo abierto con miles de visualizaciones gratuitas tanto cientifi-
cas como educativas. Agrupadas por temas, cada visualizaciéon es accesible
desde el navegador en modo demostracion, o de manera interactiva si se dis-
DEMOSTRACION WOLFRAM pone del software Mathematica o de la version gratuita Wolfram CDF Player.
El codigo puede variarse y ofrecerse a través del proyecto.

Software: Wolfram CDF Player (gratuito)

Recurso de codigo abierto con miles de visualizaciones gratuitas. Inicialmente
para matematicas de Enseflanza Secundaria, en la actualidad se ofrecen simu-
laciones interactivas en numerosos temas. El c6digo puede variarse y ofrecerse
GEOGEBRA a través del proyecto.

Software: Geogebra (gratuito)
El software es utilizado en otros proyectos de visualizacién en distintos niveles
de educaciéon, como el proyecto Gauss del Ministerio de Educacion.

Coleccion de materiales y unidades didacticas interactivas que cubren contenidos
de las matemaéticas de E.S.O. y Bachillerato. Dispone de un curso destinado a pro-
DESCARTES fesores que tengan alguna experiencia con el uso del ordenador y quieran aprender
Ministerio de Educacion a configurar las escenas interactivas e insertarlas en paginas web.

Software: Descartes web 2.0 (gratuito). Maquina virtual de Java (gratuita).

Materiales del grupo de innovacion Statmedia del Departamento de Estadistica
de la Universidad de Barcelona. Este grupo tiene como objetivo la mejora y la
innovacion docente en el ambito de la Estadistica aplicada y lleva desarrollando
STATMEDIA entornos multimedia basados en Java desde 1999. Los applets disefiados estan
Universidad de Barcelona disponibles tanto integrados en la versién demostracion online del curso Stat-
media I, como de manera separada. Los que no estan disponibles online se en-
cuentran en la publicacion en CD del curso. Cubren probabilidad e inferencia.

Software: Maquina virtual de Java (gratuita).

Materiales de acceso libre disponibles en la plataforma educativa WebGeC del
Departamento de Estadistica de la UCO. Conjunto de applets realizados en Java
AULA VIRTUAL DE ESTADISTICA| divididos en grupos segiin los temas didacticos a tratar, que pertenecen a un
Universidad de Cérdoba proyecto més amplio de integracion de TICs en la ensefianza de la Estadistica.
Cubren descriptiva, probabilidad e inferencia.

Software: Maquina virtual de Java (gratuita).

Proyecto colaborativo de recopilacion de materiales de Estadistica online en el que
participan miembros de distintos centros y Departamentos de UCLA. Repositorio
de applets interactivos cuyo acceso se realiza a partir de las categorias establecidas
SOCR en el proyecto que abarca andlisis de datos, modelizacion y experimentacion y pro-
UCLA University porciona todo tipo de recursos educativos.

Software: Maquina virtual de Java (gratuita).

Proyecto de uso de recursos online de Estadistica. Applets relativos a inferencia
y al Teorema Central del Limite, disponibles de manera separada o insertados
WISE en tutoriales dedicados al estudio de un tema apoyado en los applets y todo tipo
Claremont Graduate University de material adicional.

Software: Maquina virtual de Java (gratuita).

Tabla 1: Proyectos destacados de visualizacion y experimentacion con conceptos estadisticos

1 Para la ejecucion de los applets es necesario que esté instalada la maquina virtual Java (complemento de los navegadores que permite ejecutar programas
redactados en lenguaje Java). En http://www.java.com/es/download/index.jsp se puede comprobar si esta instalada y, en caso contrario, descargar una
copia gratuita. Para trabajar con los ficheros del proyecto de demostracién Wolfram es necesario tener instalado el Wolfram CDF Player. En http://demostra-
tions.wolfram.com/download-cdf-player.html se puede descargar una copia gratuita.
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SIMULACION INTERACTIVA DESCRIPCION
Venn Diagram Applet Para dos sucesos. Permite escoger entre 16 posibles operaciones utilizando
Sim1 M. Shepperd la notaci6on para seleccionar. Como consecuencia de la seleccién se representa
a través de un diagrama de Venn, coloreado en rojo, el suceso elegido.
Interactive Venn Diagrams Para dos y tres sucesos. Sobre un diagrama de Venn permite seleccionar pin-
Sim2 Proyecto Demostracién Wolfram| chando el suceso que se desee. Como consecuencia lo sombrea en el diagramayy,
M. Brodie opcionalmente, muestra distintas notaciones equivalentes para el suceso elegido.
Venn Diagrams Para dos sucesos. Sobre un diagrama de Venn permite seleccionar pinchando
Sim3 Proyecto Demostraciéon Wolfram| hasta 127 sucesos diferentes. Como consecuencia lo sombrea en partes en el
G. Beck y L. Kent diagrama y, opcionalmente, muestra la notacién del suceso elegido, como
union de las partes sombreadas en distintos colores.
Para dos sucesos. Trabaja con probabilidades. Incluye el célculo de dos pro-
babilidades condicionadas. Permite escoger entre 8 posibles operaciones uti-
Simg Conditional Probability Applet | lizando la notacién para seleccionar. Como consecuencia de la seleccion se
W. West representa a través de un diagrama de Venn, coloreado en verde el suceso
elegido. El tamano del suceso representa su probabilidad. La probabilidad
de los sucesos Ay B no se puede alterar, pero si la relacion entre ellos.
Para tres sucesos. Trabaja con probabilidades. Incluye el calculo de seis pro-
Venn Diagrams (3 subsets) babilidades condicionadas diferentes. Permite escoger entre 20 posibles ope-
Sims SticiGui raciones utilizando la notacion para seleccionar. Como consecuencia de la
P.B. Stark seleccion se representa a través de un diagrama de Venn, coloreado en azul
el suceso elegido. El tamafio del suceso representa su probabilidad. Se puede
alterar tanto la probabilidad de los sucesos como la relaciéon entre ellos.
Para uno, dos y tres sucesos. Trabaja con probabilidades. Incluye probabilidad
condicionada (distintas opciones segtin el nimero inicial de sucesos: 2y 3). Per-
Diagrama de Venn mite escoger 2, 12 y 18 posibles operaciones utilizando la notacién para seleccio-
Sim6 Aula Virtual Estadistica nar (distintas opciones segun el niimero inicial de sucesos). Como consecuencia
J. Borrego de la seleccion se representa a través de un diagrama de Venn, coloreado en gris
el suceso elegido. El tamatfio del suceso representa su probabilidad. Se puede al-
terar tanto la probabilidad de los sucesos como la relacion entre ellos.

Tabla 2: Simulaciones interactivas seleccionadas por su utilidad para la consecucién del objetivo A

probabilidad que les ayuda a comprender sus implicaciones.
Sustituyen a la realizacion de un experimento para el que no
dispondriamos de tiempo, ya que con las simulaciones exis-
tentes el alumno puede experimentar y observar grafica-
mente los resultados del experimento.

En el applet de Lane (Sim10) se simulan tiradas sucesi-
vas de una moneda perfecta. En él se representa grafica-
mente la frecuencia relativa del suceso cara de manera
dindmica, conforme se va produciendo el experimento, y se

encuentra ubicado en un tutorial en el que se hace énfasis
en mostrar que la convergencia de la frecuencia relativa no
implica igualdad en los resultados en términos de ntimero
de caras y cruces. El mismo experimento se recoge en los ap-
plets de Aguilera, en el aula virtual de Estadistica (Sim11), y
del proyecto Statmedia (Sim12). En el applet del aula virtual
de Estadistica se puede trabajar con monedas no perfectas,
aunque presenta una limitacion en el numero de tiradas que
no tiene el applet de Lane. Por su parte, el applet del pro-

SIMULACION INTERACTIVA DESCRIPCION

Sim7

CiBasicDie
Proyecto Statmedia

Experimento aleatorio de lanzamiento de un dado perfecto. Permite el calculo de la pro-
babilidad de todos los sucesos que se pueden plantear en el experimento a partir de la
visualizacion de los resultados favorables y de los resultados posibles. Trabaja también
las probabilidades condicionadas a partir de la reduccion del espacio muestral.

Sim8

Conditional Probabilities
R.F. Barrow

Experimento aleatorio de lanzamiento de dos dados perfectos. Posibilita el calculo de
la probabilidad de algunos sucesos predefinidos a partir de la visualizacion de los casos
favorables y posibles en una tabla de doble entrada y la regla de Laplace. Trabaja las
probabilidades condicionadas de dos formas, a través de su definicion, y considerando
la reduccion del espacio muestral.

Simg

CiBasicUrns
Proyecto Statmedia

Experimento aleatorio de extraccién sin reemplazamiento en una urna. Se pueden ex-
traer hasta 3 bolas de un conjunto de 5 con dos posibles colores, siendo modificable
la composicion de la urna. A partir de la visualizacion de los casos favorables y posibles
permite el célculo de probabilidades de todos los sucesos que se pueden definir sobre
el nimero de bolas extraidas de un color (blanco).

Tabla 3: Simulaciones interactivas seleccionadas por su utilidad para la consecucién del objetivo B
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yecto Statmedia destaca por la rapidez de uso, aunque tam-
bién tiene una limitacion en el nimero de tiradas

El applet de Savory, en el proyecto de Demostraciéon
Wolfram (Sim13) se puede observar el principio de regula-
ridad estadistica a partir del lanzamiento de un dado per-
fecto, mostrando los resultados de las tiradas en un
diagrama de sectores. El applet de Aguilera, del aula virtual
de Estadistica (Sim11), permite también trabajar el experi-
mento de lanzamiento de un dado en el que se pueden alte-
rar las probabilidades de obtencion de cada una de sus caras,
siendo la representacion de los resultados similar a la utili-
zada en el lanzamiento de una moneda. Por su parte, en el
applet de Sada Allo (Sim14), los resultados de las tiradas del
dado, se representan con un diagrama de barras. Por tltimo
el applet de Brown, también en el proyecto de Demostracion
Wolfram (Sim15), trabaja el experimento de lanzamiento de
dos dados, visualizando el histograma de los resultados en
término de la suma de sus puntuaciones (ver Tabla 4).
D. Interpretacion del concepto de probabilidad condicionada
y surelacién con la probabilidad de la interseccion de sucesos.
Cuando estudiamos la probabilidad condicionada nos en-
contramos con que los alumnos tienen muchas dificultades
para poder sacar el maximo provecho de este concepto. Asi,
confunden independencia con incompatibilidad, probabili-
dad condicionada con probabilidad conjunta o no diferen-
cian entre P(A/B) y P(B/A).

El concepto de probabilidad condicionada puede traba-
jarse de distintas maneras con las simulaciones interactivas.

Se puede estudiar graficamente, y en ese sentido, los applets
de West (Sim4), de Stark (Sim5), y de Borrego (Sim6), ade-
mas de utilizarse para obtener probabilidades de operacio-
nes con dos o tres sucesos apoyandose en los diagramas de
Venn, estan preparados para calcular probabilidades condi-
cionadas, e interpretarlas como la proporcion que ocupa el
suceso interseccion sobre el suceso condicion y no sobre el es-
pacio muestral. Dado que todos ellos permiten alterar la rela-
cion entre sucesos, posibilitan el trabajar con sucesos incluidos
y con sucesos disjuntos, profundizando en las consecuencias
sobre la probabilidad condicionada. Este enfoque grafico
puede observarse de una manera sencilla también en el applet
de Boucher (Sim16), del proyecto Demostracion Wolfram.

El enfoque del applet de Lane (Sim17) se centra en la re-
duccion del espacio muestral y en el calculo de la probabilidad
condicionada utilizando la regla de Laplace bajo distintos
ejemplos basados en colores y figuras diferentes. Utilizando el
mismo enfoque, pero con el experimento del lanzamiento de
dos dados, Richman et al (Sim18) presentan de manera grafica
los sucesos interseccion y condicion, lo que posibilita el calculo
y comparacion de las probabilidades conjuntas y condiciona-
das. El applet de Barrow citado con anterioridad (Sim8) tra-
baja este mismo experimento de una manera similar, aunque
la visualizacion de los resultados es diferente y los sucesos que
se pueden seleccionar también. En este caso las probabilidades
condicionadas se calculan de manera explicita, bien conside-
rando la reduccion del espacio muestral que se produce, bien
utilizando la definicion de probabilidad condicionada y calcu-

SIMULACION INTERACTIVA

DESCRIPCION

Gambler’s Fallacy
OnlineStatbook

D.Lane

Sim10

Experimento aleatorio de lanzamiento de una moneda perfecta. Para
secuencias, que se pueden repetir tantas veces como se quiera, de 1,
100y 1.000 lanzamientos, se calculan las frecuencias absolutas y rela-
tivas de los sucesos cara y cruz. Para secuencias de 25.000 lanzamien-
tos se realizan los mismos célculos y se representan graficamente tanto
la frecuencia relativa del suceso cara, como la diferencia entre el nt-
mero de caras y de cruces.

Lanzamiento moneda/dado
Aula Virtual Estadistica

M. Aguilera

Sim11

Dos experimentos aleatorios: lanzamiento de una moneda y lanzamiento
de un dado (ambos perfectos o trucados). Los lanzamientos pueden re-
petirse en secuencias de 1, 10, 50, 100, 500 y 1.000, con un maximo de
2.000 tiradas. Se visualiza la frecuencia absoluta y relativa de los resul-
tados del experimento en forma de tabla, y se representa la evolucion de
la frecuencia relativa respecto al nimero creciente de tiradas. Aparecen
las probabilidades del modelo tedrico para su comparacion.

CiFreqRel

Sim12 Proyecto Statmedia

Representacion de la frecuencia relativa del suceso cara en la secuencia
de n lanzamientos de una moneda perfecta. El valor de n puede variarse
en un intervalo 1-1000 y observar la diferencia entre la frecuencia re-
lativa y la probabilidad tedrica.

Law of Large Numbers: Dice
Rolling Example

Sim13

P. Savory

Proyecto Demostraciéon Wolfram

Experimento aleatorio de lanzamiento de un dado perfecto. Muestra
las frecuencias relativas de cada uno de los resultados del dado en una
secuencia de n tiradas (maximo 9.950) a través de un diagrama de sec-
tores. La representacion es dindmica variando el nimero de veces que
se lance el dado. Representa también el valor del resultado medio con-
seguido frente al nimero creciente de tiradas.

Simi14 Geogebra

M. Sada Allo

1.000 lanzamientos de un dado

Experimento aleatorio de lanzamiento de un dado perfecto. Muestra
las frecuencias relativas de cada uno de los resultados del dado en una
secuencia de n tiradas (maximo 1.000 tiradas) a través de un diagrama
de barras. La representacion es dinamica, variando el nimero de veces
que se lanza el dado. Aparecen las probabilidades del modelo teérico
para su comparacion.

Two Dice with Histogram
Sim15

A. Brown

Proyecto Demostracién Wolfram

Experimento aleatorio de lanzamiento de dos dados pertectos. Para se-
cuencias de 10, 50, 100, 500 y 1.000 lanzamientos muestra, de forma
dindmica, a medida que crece el nimero de lanzamientos, el diagrama
de barras de los resultados del experimento, en términos de la suma
de las puntuaciones de los dos dados.

Tabla 4: Simulaciones interactivas seleccionadas por su utilidad para la consecucion del objetivo C


http://demonstrations.wolfram.com/TwoDiceWithHistogram/
http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/dado.htm
http://demonstrations.wolfram.com/LawOfLargeNumbersDiceRollingExample/
http://demonstrations.wolfram.com/LawOfLargeNumbersDiceRollingExample/
http://www.ub.edu/stat/GrupsInnovacio/Statmedia/demo/applets/applets01es.htm
http://www.uco.es/simulaciones_estadisticas/set/MarisaAguilera/MonedaDado/?idioma=es
http://onlinestatbook.com/simulations/gambler_fallacy/gambler.html

SIMULACION INTERACTIVA DESCRIPCION
Conditional probability Para dos sucesos. Permite modificar la probabilidad y la relacién entre
Proyecto Demostracién Wolfram ambos. Visualiza la probabilidad conjunta como proporcién que el espacio
Sim16 C. Boucher ocupado por el suceso interseccion supone sobre el espacio muestral, frente
a la probabilidad condicionada, como proporcién que el espacio ocupado
por el suceso interseccién supone sobre el suceso condicion.
Conditional probabilit Sirlnulgcigpf en la que, sobre un espacio mugstral formad.o‘por crucesy c.ir—
Sim17 —LyOnlineStatbook culos de di e}'entes c/olores, se calculan distintas probablhdad'es cond191{0—
nadas a partir del nimero de elementos favorables al suceso interseccion
D.Lane sobre el ntimero de elementos favorables al suceso condicion.
Experimento aleatorio de lanzamiento de dos dados. Sobre una tabla en la
) o . que se visualizan los distintos pares posibles del experimento, representa
Simi8 IMWW en colores diferentes dos sucesos (seleccionados por el usuario entre dis-
Mathematics for Liberal Arts tintos predefinidos), asi como el suceso interseccion entre ambos. Contando
F. Richman et al. elementos en cada uno de ellos es posible calcular sus probabilidades asi
como las probabilidades condicionadas correspondientes.

Tabla 5: Simulaciones interactivas seleccionadas por su utilidad para la consecucion del objetivo D

lando la probabilidad de los sucesos interseccién y condicion
através de la regla de Laplace (ver Tabla 5).

E. Planteamiento de los experimentos en etapas y el uso de los
teoremas de la Probabilidad Total y Bayes para su resolucion.
Para algunos alumnos el teorema de Bayes resulta complejo
ya que para su comprension se requieren conceptos y pro-
piedades previas que deben tener claros, como son: proba-
bilidades simples, compuestas y condicionales; particion del
espacio muestral; suceso y su complemento y el teorema de
la Probabilidad Total.

Mediante la construccion del diagrama de arbol, se pue-
den aclarar algunas de las dudas. En la primera ramificaciéon
se consideran los sucesos de la particion y se colocan sus
probabilidades. En la segunda ramificacién, para cada su-
ceso se considera la probabilidad de que ocurra el suceso
que se esta buscando. En los puntos finales de las ramifica-
ciones se colocan las probabilidades y al sumar estas proba-
bilidades se obtiene el teorema de la probabilidad Total. En
el applet de Argote (Sim19) del proyecto Descartes pueden
trabajar el teorema de Bayes desde esta perspectiva. El ap-
plet se acompaiia de otro en el que pueden experimentar con
el Teorema de la Probabilidad Total.

El applet de Borrego en el aula virtual de Estadistica

(Sim20) adopta también el enfoque de construccion del dia-
grama de arbol para trabajar con ambos teoremas, aunque
mejora los applets anteriores permitiendo ampliar el nt-
mero de sucesos en la particion hasta cuatro, y visualizando
los conceptos que llevan aparejados estos teoremas. El libro
online fruto de Statmedia I, en el caso 3 del tema de Proba-
bilidad, proporciona la posibilidad de experimentar con un
juego de dados y urnas clasico para la aplicacion de los teo-
remas (Simz21) (ver Tabla 6).

F. Conexién entre el tema de probabilidad en el que traba-
Jjan con sucesos y el concepto de variable aleatoria.

Los alumnos encuentran complicado el paso del tema de
fundamentos de probabilidad, en el que representan los re-
sultados de un experimento como sucesos u operaciones con
sucesos, al tema de variables aleatorias, en el que se tradu-
cen esos resultados a valores cuantitativos. El uso de simu-
laciones interactivas puede ayudarles también a hacer esa
conexion de manera mas sencilla.

En los experimentos de lanzamiento de monedas, si se
trabaja con més de una, se puede contar, por ejemplo, el nti-
mero de caras obtenido. Las simulaciones revisadas trabajan
con la distribuciéon Binomial resultante de distintas formas.
Se puede seguir una aproximacioén similar a la que se adopt6

SIMULACION INTERACTIVA

DESCRIPCION

Sim19

Teorema de Bayes
Proyecto Descartes

J.A. Argote

Problema representado por un arbol con dos ramas en dos puntos de rami-
ficacion sucesivos en el que se permite modificar las probabilidades de la
primera y la segunda ramificacion. Ofrece el cilculo de cuatro posibles pro-
babilidades empleando en todas ellas el teorema de Bayes.

Sim20

Probabilidad total y teorema de Bayes
Aula Virtual Estadistica

J. Borrego

Problema representado por un arbol con dos puntos de ramificacion suce-
sivos, de forma que en el primero se puede elegir entre dos, tres o cuatro
ramas posibles. Eligiendo espacio muestral continuo, se pueden definir las
probabilidades en los dos puntos de ramificaciéon. Permite y explicita el
célculo de las probabilidades que utilizan tanto el teorema de la Probabili-
dad Total como el de Bayes. Representa sobre la particiéon del espacio
muestral de la primera ramificacion los sucesos implicados en ambos teo-
remas, lo que facilita la interpretacion de las probabilidades resultantes.

Sim21

Juego de dados y urnas
Proyecto Statmedia

Statmedia I

Experimento de lanzamiento de un dado cuyo resultado condiciona la urna
en la que se realiza una extraccion. Se pueden definir tanto las consecuencias
del lanzamiento del dado (con respecto a tres urnas diferentes), como la com-
posicion de las urnas (con tres posibles colores en las bolas que contienen).
En el juego hay disponibles dos applets, uno para calcular la probabilidad de
extraccion de una bola de cada uno de los colores posibles dada la configura-
cién definida del experimento utilizando el teorema de la Probabilidad Total,
y otro para calcular la probabilidad de estar realizando la extraccién en cada
una de las urnas cuando se ha obtenido una bola de un color concreto (tam-
bién a definir entre los tres posibles), a partir del teorema de Bayes.

Tabla 6: Simulaciones interactivas seleccionadas por su utilidad para la consecucion del objetivo E



http://www.ub.edu/stat/GrupsInnovacio/Statmedia/demo/Statmedia.htm
http://www.uco.es/simulaciones_estadisticas/set/JesusBorrego/ProbabilidadTotal/?idioma=es
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/probabilidad_condicionada/probabilidad_bayes_jam.htm
http://math.fau.edu/richman/Liberal/dice.htm
http://onlinestatbook.com/simulations/conditional_p/conditional_p.html
http://demonstrations.wolfram.com/ConditionalProbability/

en las figuras 10 a 15 con la interpretacion frecuentista de la
probabilidad, tal y como hace Sada Allo (Sim22). También
se puede trabajar con el aparato de Galton, en el que se si-
mula la distribucion Binomial a partir de la caida de bolas
que van chocando con un ntimero de filas variable y que pre-
sentan una probabilidad preestablecida de tomar uno u otro
camino tras el choque. Existen numerosas simulaciones del
aparato de Galton, siendo la de Sada Allo (Sim23) un ejem-
plo de simulacién en la que se permiten alterar los dos pa-
rametros de la distribucion Binomial resultante, se observa
la caida de las bolas de manera dinamica, y se puede repre-
sentar también el modelo tedrico subyacente, lo que resulta
atil a efectos de comparacion (ver Tabla 7).

También el experimento de lanzamiento de dados, que
se ha trabajado desde distintos enfoques, puede utilizarse
para completar la conexion con el tema de variables aleato-
rias. Siguiendo una aproximacion similar a la de la simula-
cion de Brown (Simi5), Alvarez y Losada crean, para el
proyecto Gauss, un juego (Sim24) en el que el alumno puede
apostar en una carrera de caballos donde los movimientos
se deciden segtn la suma conseguida en el lanzamiento de
dos dados. El juego tiene otra version Carrera de caballos
(resta) en la que el movimiento se decide en funcion de la
diferencia (en valor absoluto) entre las puntuaciones de los
dos dados, por lo que el uso de ambos permite la definicion
de distintas variables aleatorias en el mismo experimento.

El concepto de esperanza matematica puede trabajarse
también con estos applets. El applet de Savory (Sim13) repre-
senta ademas la convergencia de la puntuaciéon media en el lan-
zamiento de un dado. Por su parte, en el proyecto Statmedia
se localiza un applet que simula el juego de apuesta de la prim-
itiva y con el que se puede observar la dificultad de conseguir
premios con una determinada apuesta. Este applet calcula el
numero medio de aciertos en el experimento, y se puede utili-
zar para que los alumnos comparen los resultados que se van
obteniendo a medida que se incrementa el nimero de juegos
con el nimero medio de aciertos en el modelo teérico subya-
cente. Este modelo teérico estd descrito de una manera muy
amena en la web Estadistica para todos.

4. Ejemplo practico de integracién de las simulaciones
Las simulaciones interactivas pueden utilizarse como apoyo

a las clases expositivas, utilizando la pizarra digital o sim-
plemente un cafién de video, de forma que nos ayuden a cla-
rificar conceptos estadisticos a través de su visualizacion.
También pueden emplearse como apoyo a las actividades
précticas, ya que podemos incorporarlas a las actividades
que disehamos, tanto a las que cuentan con la presencia del
profesor, como las que se disenan para realizarse de forma
no presencial.

Nuestra experiencia con el uso de las simulaciones en la
docencia advierte del riesgo que supone presentarlas a los
alumnos (mostrarles donde se encuentran, qué proporcionan
y cdmo se usan) y dejar a su libre albedrio el uso de las mismas
como parte de los materiales disponibles. El resultado mas pro-
bable cuando se sigue esta estrategia es que sea s6lo un niimero
muy reducido de estudiantes el que finalmente las emplea.

Creemos que es labor del profesor la integracion de las mis-
mas en actividades que aprovechen todo su potencial, de forma
que verdaderamente mejoren el proceso de aprendizaje de
nuestros alumnos. En esa incorporacion de las simulaciones:

- debe intentarse que el nimero de simulaciones que se
propone no sea muy elevado (riesgo que se corre dado
el gran nimero de recursos disponibles), por lo que hay
que valorar lo que se obtiene con cada una de ellas.

- debe prepararse el momento de su uso, provocando en
los alumnos, a través de preguntas previas, la elabora-
cién de una primera idea que seré contrastada a través
de la simulacion.

- debe comprobarse si, con el uso de las simulaciones, me-
jora el proceso de aprendizaje de los temas tratados.

A modo de ejemplo, una actividad practica de incorpo-
racion de las simulaciones?, puede tener una estructura en
la que se distingan varias partes:

Parte 1: completar ejercicios similares a los que plante-
amos habitualmente en las relaciones o en los ma-
nuales de problemas.

Parte 2: revisar las cuestiones planteadas utilizando las
simulaciones interactivas.

Parte 3: rellenar una hoja de conclusiones mostrando si
han cambiado la respuesta inicial y por qué, y con-
testar a cuestiones complementarias que persiguen
comprobar si se han afianzado los conceptos.

SIMULACION INTERACTIVA

DESCRIPCION

Lanzando cuatro monedas
Geogebra

Sim22 M. Sada Allo

Experimento aleatorio de lanzamiento de cuatro monedas perfectas. Con-
siderando como resultado del experimento el ntimero de caras obtenidas,
muestra las frecuencias relativas de cada uno de los posibles resultados
cuando el experimento se repite n veces (maximo 200 repeticiones) a través
de un diagrama de barras. La representacion es dindmica, variando el nt-
mero de veces que se lanzan las monedas. Aparecen las probabilidades del
modelo tedrico para su comparacion.

El aparato de Galton
Geogebra

Sim23 M. Sada Allo

Aparato de Galton en el que se simula el lanzamiento de 200 bolas, pu-
diendo configurar tanto el nimero de filas del aparato (entre 2 y 12) y la
probabilidad de desplazarse a uno de los dos lados después del choque. Se
pueden realizar experimentos diferentes y se muestran las probabilidades
del modelo tebrico para su comparacion.

Carrera de caballos (suma)

Proyecto Gauss

Sim24 J.M. Alvarez y R. Losada

Juego basado en el experimento aleatorio de lanzamiento de dos dados per-
fectos. Hay doce caballos por los que se puede apostar numerados del 1 al 12.
Eljuego consiste en apostar por uno de ellos y observar como se va realizando
el desplazamiento, ya que se desplaza cada vez el caballo cuyo dorsal coincida
con la suma de las puntuaciones de los dos dados.

Tabla 7: Simulaciones interactivas seleccionadas por su utilidad para la consecucién del objetivo F

2 Un ejemplo practico y completo de incorporacion de las simulaciones interactivas en el tema de fundamentos de probabilidad puede encontrarse en Ar-

naldos y Faura (2011).


http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/estadistica_y_probabilidad/estimacion/carrera_caballos_suma_simula/actividad.html
http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/azar_galton.htm
http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/azar_monedas4.htm
http://www.estadisticaparatodos.es/taller/loterias/primitivas.html
http://www.ub.edu/stat/GrupsInnovacio/Statmedia/demo/applets/applets01es.htm
http://www.ub.edu/stat/GrupsInnovacio/Statmedia/demo/applets/applets01es.htm
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/estadistica_y_probabilidad/estimacion/carrera_caballos_resta_simula/actividad.html
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/estadistica_y_probabilidad/estimacion/carrera_caballos_resta_simula/actividad.html
http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/estadistica_y_probabilidad/estimacion/carrera_caballos_resta_simula/actividad.html

OBJETIVO

SIMULACIONES INTERACTIVAS

Comprension de los sucesos, las operaciones con
los mismos y las consecuencias de los axiomas de
Kolmogorov

Venn diagram applet (Sim1)
Interactive Venn Diagrams (Sim2)
Diagrama de Venn (Sim6)

Calculo de probabilidades mediante la interpre-
tacion clésica de la probabilidad e interpretacion
del concepto de probabilidad condicionada

C1BasicDie (Sim?y)
Condicional Probability Applet (Sim4)
Conditional probabilities (Sim8)

Comprension del significado de la interpretacion
frecuentista de la probabilidad

Lanzamiento moneda/dado (Sim11)

Planteamiento de los experimentos en etapas y el
uso de los teoremas de la Probabilidad Total y
Bayes para su resolucion

Teorema de Bayes (Sim19)
Juego de dados y urnas (Sim21)

Tabla 8: Ejemplo de seleccién de simulaciones interactivas

En funcién de la programacion del tema dentro del con-
junto de la materia a impartir, la seleccién de ejercicios y simu-
laciones sera diferente. La Tabla 8 muestra una de las posibles
combinaciones que se puede utilizar, aunque las posibilidades
son numerosas y vienen dictadas por los objetivos que se pre-
tendan conseguir, los ejercicios que se planteen y la mayor o
menor medida en que las simulaciones interactivas sean confi-
gurables para reproducir la situacion descrita en los ejercicios.

5. Conclusiones

Existe gran cantidad de recursos en la red (libros online, re-
vistas educativas, proyectos de visualizacién,...) que pueden
ser utilizados como una herramienta mas en la docencia de
las asignaturas de Estadistica y que pueden mejorar y facilitar
el proceso de aprendizaje y formacion. El empleo de las TICs,
y en concreto de las simulaciones interactivas, permite al es-
tudiante adquirir o mejorar competencias, haciendo que el
proceso de ensenanza-aprendizaje sea mas ameno y atractivo.

En nuestras clases las hemos integrado tanto como com-
plemento a la lecciéon magistral usando las pizarras digitales,
como acompaiiando a los ejercicios tradicionales. Estas herra-
mientas se pueden utilizar tanto en actividades no presencia-
les, como proceso de autoaprendizaje y autoevaluacion, como
en actividades presenciales, en las que el papel del profesor es
mas importante. La labor del profesor cuando se quiere inte-
grar este recurso en la docencia debe ser discriminar entre
todos los recursos existentes, atendiendo a los objetivos que
se persigan, motivar correctamente a los alumnos en su usoy
valorar la eficacia del empleo de las mismas.

Realizada la experiencia de integracion de las TICs en el
ambito de la probabilidad durante varios cursos académicos,
hemos podido comprobar el alto nivel de satisfaccién tanto
del profesorado como de los alumnos. Un aspecto impor-
tante ha sido una mayor motivacion en el alumnado, aunque
no siempre ha llevado consigo una mejora en su rendi-
miento. Somos conscientes que la incorporacion de las TICs
no significa necesariamente una docencia mas eficiente y
mayor calidad en el aprendizaje de los estudiantes. Para con-
seguirlo, es necesario planificar y disefiar muy bien cuando
y como deben integrarse las TICs, seleccionando aquellos
recursos que se adecuen a los objetivos buscados.

Este es s6lo un ejemplo de incorporacion de las simula-
ciones interactivas en Estadistica. Hemos realizado otras ex-
periencias de integracion de éstas en otras partes de la
Estadistica, como Estadistica Descriptiva, Modelos de varia-
bles aleatorias o Inferencia Estadistica, obteniendo también
resultados satisfactorios.
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