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Resumen

Los modelos mixtos semiparamétricos basados en splines con penalizaciones o P-splines son
modelos muy flexibles que posibilitan representar como un modelo lineal mixto una relacién no line-
al entre dos variables. En este trabajo se va a tratar de introducir los P-splines y la forma de formular-
los como modelos mixtos, asi como sus posibles aplicaciones en el ambito forestal. Ademas se va a
presentar una aplicacion mas concreta y novedosa de los P-splines como modelos mixtos, su utiliza-
cion para desarrollar ecuaciones que estimen la biomasa de las diferentes fracciones de un arbol cum-
pliendo la propiedad de la aditividad. Dicha aplicacion se va a ilustrar mediante un caso concreto en
el que se ha utilizado esta metodologia para desarrollar ecuaciones de biomasa para distintos hibridos

de chopo en plantaciones de turno corto para produccién de biomasa para energia en Espafia.
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INTRODUCCION

Los modelos mixtos semiparamétricos basa-
dos en splines con penalizaciones o P-splines
son modelos muy flexibles que posibilitan
representar como un modelo lineal mixto una
relacion no lineal entre dos variables.

Los modelos semiparamétricos son aquellos
modelos que utilizan técnicas de suavizado tipo
spline los cuales no se pueden considerar como
no paramétricos ya que utilizan pardmetros para
realizar el suavizado. Estos modelos pueden ser
simples si incluyen una unica variable o aditi-
vos, es decir, modelos que son una suma de tér-
minos, en los que algunos pueden ser lineales.

Muchos de los datos utilizados en la investi-
gacion forestal se caracterizan, entre otras cosas,
por tratarse de datos longitudinales, multidimen-
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sionales y cada vez més heterogéneos que permi-
tan estudiar distintos aspectos de la biodiversidad
y de la influencia del cambio global en los ecosis-
temas forestales. Para el andlisis de datos longitu-
dinales, los P-splines permiten ajustar modelos
mas flexibles en las que las diferencias especifi-
cas individuales son una funcién suave del tiem-
po, permitiendo obtener curvas distintas para
cada factor (DURBAN et al., 2005). Recientemente
se ha utilizado esta metodologia para modelizar la
relacion entre la densidad especifica de la made-
ra 'y el tiempo (JORDAN et al. 2008).

Hoy en dia recoger distintos aspectos de la
biodiversidad es una parte importante tanto de
los inventarios, como de los disefios experimen-
tales. El aplicar este tipo de modelos nos permi-
te manejar distintos tipos de datos mediante una
funcidén adecuada. Tradicionalmente, los méto-
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dos de suavizado se han utilizado para detectar
tendencias, y después, basandose en los resulta-
dos obtenidos, aplicar un modelo paramétrico.
Con los modelos semiparamétricos podemos
cumplir los dos objetivos de manera simultanea.
Por ejemplo, GUAN et al. (2006) utilizan esta
metodologia para detectar el efecto de las claras
en variables microcliméticas y ademads detectar
la tendencia de dicha respuesta en el tiempo.

En el caso de los datos multidimensionales,
tanto espaciales como espacio-temporales, se
pueden utilizar P-splines multidimensionales
para su andlisis. Estos, permiten tener una canti-
dad de suavizado distinta en cada una de las
dimensiones (CURRIE et al., 2006) y tienen tam-
bién una representacion como modelos mixtos
(LEE & DURBAN, 2009).

A continuacion se va a tratar de introducir
los P-splines y la forma de formularlos como
modelos mixtos. Para terminar, se va a presentar
una aplicacion mds concreta y novedosa de los
P-splines como modelos mixtos, su utilizacion
para desarrollar ecuaciones que estimen la bio-
masa de las diferentes fracciones de un arbol
cumpliendo la propiedad de la aditividad. Dicha
aplicacion se va a ilustrar mediante un caso con-
creto en el que se ha utilizado esta metodologia
para desarrollar ecuaciones de biomasa para dis-
tintos hibridos de chopo en plantaciones de
turno corto para produccién de biomasa para
energia en Espana.

P-SPLINES

Los splines son polinomios a trozos que se
unen en puntos llamados nodos y que se utilizan
para estimar funciones de suavizado (smoo-
thing), es decir, funciones suaves de los datos a
las que no se les impone ninguna forma.

Dentro de los modelos de suavizado con
splines distinguimos:

* Los splines de suavizado que utilizan tantos
parametros como observaciones, lo que hace
que su implementacion no sea eficiente
cuando el nimero de datos es muy elevado.

* Los splines de regresion que pueden ser
ajustados mediante minimos cuadrados una
vez que se han seleccionado el numero de
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nodos, pero la seleccion de los nodos se hace

mediante algoritmos bastante complicados.
* Los splines con penalizaciones que combinan

lo mejor de ambos enfoques: utilizan menos
parametros que los splines de suavizado, pero
la seleccion de los nodos no es tan determi-
nante como en los splines de regresion.

Las tres razones fundamentales para el uso
de este tipo de splines son las siguientes: son
splines de bajo rango (el nimero de nodos es
mucho menor que el nimero de datos), la intro-
duccion de penalizaciones relaja la importancia
de la eleccion del nimero y la localizacion de los
nodos, y la correspondencia entre los P-splines y
el BLUP (Best Linear Unbiased Predictor) en un
modelo mixto permite utilizar la metodologia
existente en el campo de los modelos mixtos.

Bases y Penalizaciones

Supongamos que disponemos de pares de
datos (x;, ¥;), un modelo suavizado (para datos
normales) vendra dado por:

i =fx) + & &~ N(0, 0°)

donde f{.) es una funcién suave de los datos a la
que no se le impone ninguna forma. Es pues una
generalizacion de un modelo de regresion que
seria y=Ba+e, siendo B = B(x), una base cons-
truida a partir de x. Para estimar los coeficientes
de la regresion se minimiza la funcién de mini-
mos cuadrados y la curva ajustada dependera del
tamafio de la base. Cuanto mayor sea la base
menos suave es la curva, de modo que cuando el
ntimero de nodos coincide con el ndmero de datos
obtenemos una curva que interpola los datos.

Para evitar este problema, se introduce una
penalizacion que en el caso de los P-spline es
discreta y que se penalizan los coeficientes
directamente, en vez de penalizar la curva, lo
que reduce la dimensionalidad del problema. El
tipo de penalizacion esta estrechamente ligado
al tipo de base. La funciéon de minimos cuadra-
dos penalizada sera:

Sta; y, A) = (y—Ba)’(y—Ba) + Aa’Pa
donde P es una matriz que penaliza los coefi-
cientes de forma suave y A es el pardmetro de
suavizado.

Resumiendo, la metodologia utilizada en los
P-splines es la siguiente: (a) utilizar una base
para la regresion, y (b) modificar la funcién de
verosimilitud introduciendo una penalizacion
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basada en diferencias entre coeficientes adya-
centes. Las diferencias entre los distintos mode-
los de P-splines vienen dadas por la eleccion de
la base By de la penalizacion P.

Bases y Nodos
Hay muchas maneras de calcular la base
para la regresion: polinomios truncados

(RuPPERT et al., 2003), thin plate splines (GREEN
& SILVERMAN, 1994; WooD, 2003), etc. DURBAN
(2009) recomienda el uso de B-splines (DE
BoOR, 1977; DIERCKX, 1993), ya que son numé-
ricamente mas estables que otras bases (como es
el caso de los polinomios truncados). Un B-spli-
ne esta formado por trozos de polinomios conec-
tados entre si. Un ejemplo muy simple es un
B-spline de grado 1, que esta formado por dos
trozos de polinomio lineal que se unen en un
nodo. En general un B-spline de grado p tiene
las siguientes propiedades:
e Consiste en p+1 trozos de polinomio de orden p
e Se unen en p nodos internos
* En los nodos las derivadas son continuas
hasta el orden p+/
* Es positivo en el dominio expandido por
p+2y0en el resto
* Se solapa con 2p trozos de polinomios de
sus vecinos
* Para cada valor de x, p+/ B-splines son no
nulos
La seleccion y localizacion de los nodos no
esta hecha de antemano (como ocurre en el caso
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de los smoothing splines). Es suficiente con elegir
un nimero moderadamente grande de nodos equi-
distantes. Autores como RUPPERT et al. (2003)
aconsejan elegir los K nodos en los K-quantiles de
X, es decir, cada nodo k seria el cuantil k = (K + 1)
de x. En cuanto al nimero de nodos, la mayoria de
los autores utilizan como regla:

niimero de nodos = min {40, valores vinicos de x/4}

Penalizaciones

El tipo de penalizacion dependera del tipo de
base que se esté utilizando. EILERS AND MARX
(1996) utilizan una penalizacion basada en la
diferencias de orden d entre los coeficientes
adyacentes de la bases de B-splines, este tipo de
penalizacion es mas flexible ya que es indepen-
diente del grado del polinomio utilizado para
construir los B-splines.

Como hemos visto anteriormente, la penali-
zacion se anade a la funcidén de minimos cuadra-
dos, dando lugar a una funcién de minimos
cuadrados penalizados. En general se utiliza d =
2, aunque se puede utilizar 6rdenes superiores o
inferiores, dependiendo de la variabilidad de la
curva y de la cantidad de ruido en los datos. En
el caso de una penalizacion de orden 2 y con 5
coeficientes la matriz D es la siguiente:

1 -2 1 0
D= [0 1 -2 1 ]
0 0 1 -2

En la Figura 1 se ilustra lo que esta haciendo

la penalizacion: fuerza a los coeficientes a que

Figura 1. Curva estimada con 20 nodos en la base, sin penalizar los coeficientes (izquierda) y penalizando los coefi-

cientes (derecha)
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sigan un patrén suave. Podemos ver el ajuste de
una curva mediante B-splines sin y con penaliza-
cion. Se muestran los funciones que forman las
bases (las columnas de la matriz B) multiplicadas
por los coeficientes, asi como los coeficientes (en
un circulo). En la parte izquierda vemos como el
patrén erratico de los coeficientes da lugar a una
curva poco suave, en cambio en la parte derecha,
cuando se les impone que se pase de un coeficien-
te a otro de forma suave, la curva también lo es.

Entre las propiedades de los P-splines con
bases de B-splines hay que destacar que no tie-
nen efecto de frontera (como le ocurre a los ker-
nels), el efecto de frontera es el que hace que al
extender la curva fuera del dominio de x la curva
caiga rapidamente hacia 0, esto no pasa con los
P-splines. Ademads, los P-splines ajustan de
forma exacta los polinomios, es decir, si la curva
es polindmica, un P-spline la reajustard exacta-
mente. Por ultimo, se conservan los momentos,
es decir, que la media y la varianza de los valo-
res ajustados serd la misma que la de los datos
sea cual sea el parametro de suavizado, al contra-
rio que los kernels que tienden a aumentar la
varianza cuanto mayor es el suavizado.

Grados de libertad efectivos

La estimacion de los parametros del modelo
y del parametro de suavizado se hace de forma
simultdnea. El otro pardmetro que queda por
estimar es la varianza residual, 0%, cuya estima-
cion depende de los grados de libertad del
modelo, por lo que hablamos de grados de liber-
tad efectivos. Si en un modelo con P-splines
tomamos A = 0, entonces los grados de libertad
del modelo coinciden con la dimensién de la
base B menos el numero de restricciones del
modelo. Por el contrario, si tomamos un valor
grande de A el modelo es muy poco flexible y
tendra muy pocos grados de libertad. Para defi-
nir los grados de libertad en este tipo de mode-
los, lo méas légico es usar una definicion
andloga a la que se utiliza en los modelos de
regresion paramétricos:

d.f = traza(H) donde y = Hy
En este caso:
H = B(B'B + AP)'B’
por lo que,
df = traza(H) = traza(B’B + AP)"B’B
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Y la traza de esa matriz variara dependiendo
del parametro de suavizado (A).

P-SPLINES COMO MODELOS MIXTOS

La gran revolucién de los P-splines produci-
da en los ultimos afios es debida a la posibilidad
de escribir un modelo no-paramétrico o semipa-
ramétrico donde se utilizan P-splines como un
modelo mixto. La ventaja que tiene el utilizar
este enfoque es que nos permite: por un lado uti-
lizar toda la metodologia desarrollada para los
modelos mixtos, y por otro, utilizar el software
para modelos mixtos que estd disponible en la
mayoria de los programas estadisticos.

La formulacién como un modelo mixto se
basa en modificar las bases de forma que una
curva se pueda descomponer como suma de un
componente polindmico (del mismo orden que
la penalizacién) y otro no polinémico, es decir,
dado el modelo:

y = Ba + ¢ e~N(0,0°)
se reformula como:
yv=XB+ Zu + ¢ e~N(0,0°])

donde y es el vector de valores observados, X es
la matriz de disefno asociada a los efectos fijos,
P es el vector de parametros fijos, Z es la matriz
de disefio asociada a los efectos aleatorios, u es
el vector de parametros aleatorios y € es un vec-
tor de términos del error.

Segln la base que haya utilizado para los P-
splines, X'y Z tendran una forma diferente. En el
caso de los B-splines:

x=[l:x]yZ=BUX"”
donde U'y X son matrices que forman parte de la
descomposicion en valores singulares de la
matriz de penalizacion.

Una vez descrita esta nueva base, es inme-
diato establecer la conexién con un modelo
mixto, donde:
yv=XB+Zu+ ¢ u-N(0,0/l_), N 0]
siendo ¢ el nimero de columnas de la base ori-
ginal B, y el parametro de suavizado A=0% 02,
lo cual hace que sea posible estimar el parame-
tro de suavizado junto con los otros parametros
del modelo. En el contexto de los modelos mix-
tos, el método estandar para la estimacion de los
parametros de la varianza es el método de maxi-
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ma verosimilitud restringida (REML) cuya
expresion viene dada por:

1 1 1 sasl o
Iloled)= -3 og-loglk V1115 (V-l . V“X(X’V 1)() b 1)y

donde V' = 0,272’ + o°l. El vector de parametros
By el vector de coeficientes aleatorios # son
estimados como:
B=(xV1x) X'V 1y
=632V (v - XB)

En la Figura 2 se ilustra como al formular el
P-spline como un modelo mixto el suavizado de
la curva se incluye en la parte aleatoria del mode-
lo. Podemos ver la relacién entre valores ajusta-
dos y observados de un modelo, al tener en cuenta
solo la parte fija del modelo (gréfico de la izquier-
da), el modelo no capta la relacion no lineal que
existe entre las variables relacionadas en el mode-
lo, lo cual se corrige al tener en cuenta el modelo
mixto completo (grafico de la derecha).

El hecho de que un P-spline se pueda escri-
bir como un modelo mixto nos proporciona ven-
tajas en dos ambitos distintos: por un lado hace
que se pueda flexibilizar la hip6tesis de lineali-
dad en infinidad de modelos, y por otro, es posi-
ble incluir estructuras complejas en los modelos
usuales de suavizado. Por ejemplo, en el caso de
datos correlados, si intentamos ajustar una curva
sin tener en cuenta la correlacion que hay en los
datos, veremos que los métodos de seleccion del
parametro de suavizado van a elegir un valor del
pardmetro menor al que corresponde y por lo
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tanto la curva no va a ser suave. Si quisiéramos
estimar tanto el pardmetro de suavizado como
los parametros que determinan la estructura de
correlacion, necesitariamos hacerlo de forma
iterativa, lo que haria que el resultado final fuera
muy sensible a la eleccion de los parametros
iniciales. Sin embargo, con los P-splines como
modelos mixtos es inmediato el introducir una
estructura de correlacion, por ejemplo mediante
la expansion del error a través de una estructura
autoregresiva, y estimarla simultdneamente a la
curva suave (CURRIE & DURBAN, 2002).

La formulacion como modelos mixtos per-
mite ademas calcular los intervalos de confianza
de la curva ajustada teniendo en cuenta tanto la
varianza del error como el sesgo al cuadrado.

Por ultimo mencionar que todo lo explicado
hasta ahora se puede aplicar al caso de modelos
lineales generalizados con penalizaciones en el
caso de que trabajemos con datos no gaussianos.

APLICACION: ADITIVIDAD BIOMASA

Una aplicacion més concreta y novedosa de
los P-splines como modelos mixtos es su utiliza-
cion para desarrollar ecuaciones que estimen la
biomasa de las diferentes fracciones de un arbol
cumpliendo la propiedad de la aditividad. En
concreto lo hemos utilizado para obtener ecua-
ciones de biomasa para 9 clones de hibridos de
chopo en plantaciones de turno corto para pro-
duccién de biomasa para energia en Espafia.

ochbserved

Figura 2: Relacion entre los valores observados y los valores estimados teniendo solo en cuenta la parte fija del mode-
lo (izquierda) y los valores estimados teniendo en cuenta tanto la parte fija como la parte aleatoria (derecha)
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Material y Métodos

Se han establecido 3 ensayos en tres sitios
localizados en las provincias de Ledn, Madrid y
Soria, con 4 bloques cada uno de ellos y 3 repli-
caciones en cada bloque. En total contamos con
2916 observaciones. Al acabar el turno de 3 afios
se midieron el didmetro normal y la altura total
del arbol, y se pesaron los arboles separando el
tronco de las ramas y pesandolos por separado.
En la Tabla 1 se muestra las caracteristicas de
los datos utilizados para el desarrollo de las
ecuaciones de biomasa.

Las ecuaciones se desarrollaron aplicando la
metodologia explicada. Segin GoIicoA et al.
(2010) la propiedad de aditividad, es decir, que
la suma de la estimacion de los componentes del
arbol sea igual a la predicciéon de la biomasa
total, se puede conseguir utilizando la misma
base y el mismo pardmetro de suavizado. Para
ello primero se ajusta la ecuacién correspon-
diente a la biomasa total de arbol y a continua-
cion el modelo es ajustado para los distintos
componentes fijando el parametro de suavizado.

En todos los modelos probados se ha incluido
el clon como efecto fijo y el sitio y el bloque por
sitio como efectos aleatorios. En un analisis preli-
minar se encontré que los efectos aleatorios aso-
ciado a la pendiente eran triviales por lo que final-
mente se consideré que solo el termino indepen-
diente variaba aleatoriamente entre sitio y bloque.

Los modelos que hemos probado han sido
los siguientes. En primer lugar se ha probado un
modelo semiparamétrico simple incluyendo sélo
una variable. Pero como uno de los objetivos del
trabajo era comparar la produccién de biomasa
de los distintos clones se ha introducido una
interaccion de curva por factor, de forma que el
factor clon no afecta solo al termino indepen-
diente sino también a la funcién de suavizado de

forma que tenemos una curva de suavizado dis-
tinta para cada uno de los clones.

Bty = Belon + fuou(Xy) + u; + vy + ey
donde Bt biomasa total medida en arbol k situado
dentro del bloque j del sitio i, B es el vector de para-
metros asociado al efecto clon, f,,,(x;;) son nueve
funciones de suavizado distintas en funcion del
clon, construidas a partir del vector de valores de la
variable predictora x para el arbol & dentro del blo-
que j en el sitio 7, u; and v; son los efectos aleato-
rios comunes a las observaciones tomadas en el
mismo sitio y en el mismo bloque por sitio respec-
tivamente, y ey es el termino residual del error.
Para simplificar se asume un parametro de varian-
za comun a las nueves funciones, pero los efectos
aleatorios son independientes en cada una de ellas,
traducido quiere decir que las curvas son diferentes
pero con la misma cantidad de suavizado (DURBAN
et al., 2005). Este modelo se ha probado incluyen-
do como variables explicativas didmetro normal
(dbh), y las variables combinadas dh (dbh por altu-
ra total) y d2h (dbh al cuadrado por altura total).

Ademas se ha probado un modelo aditivo
que incluye didmetro normal y altura como
variables predictoras, la cuestion es que ambas
variables no son independientes, hay una inter-
accion entre ambas variables que hay que incluir
de algin modo en el modelo. La manera mas
sencilla consiste en incluir una nueva variable
que es el producto de las dos.

Blijk - ﬁclon +f;'lon(dijk) +f;’lon(hijk) +ﬁl()n(dhyk)
Tt vy ey
donde dhy es el producto del didmetro normal y la
altura para el arbol k dentro del bloque j en el sitio 7.

Para el ajuste de los modelos se ha elaborado
una macro de SAS (SAS INSTITUTE INC., 2004).
La evaluacion y comparacion de los modelos se
ha basado en un andlisis de los residuos tanto
grafico como numérico. Los estadisticos analiza-

Variable Media Minimo Maximo Desviacion Tipica
Diametro (cm) 0,20 7,60 2,99 1,16
Altura (m) 1,31 9,60 5,40 1,63
d2h 0,05 532,55 65,65 64,51
Biomasa total (kg) 0,01 8,61 1,22 1,08
Biomasa fustes (kg) 0,01 7,07 1,04 0,91
Biomasa ramas (kg) 0,00 1,71 0,18 0,18

Tabla 1. Caracteristicas de los datos utilizados
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dos fueron el sesgo, la raiz cuadrada del error
cuadratico medio (RMSE) y el criterio de infor-
macién de Akaike (AIC) (BURHAM & ANDERSON,
2002). Ademas se han elaborado unos graficos
que muestran la funcién de suavizado estimada
con unos intervalos de confianza del 95%, junto
a los residuos parciales.

Resultados y Discusion

Para modelizar la biomasa aérea total se ha uti-
lizado como base un B-spline con 40 nodos. Como
es habitual se han utilizado polinomios de orden
tres como base y una penalizacion de grado 2.

En un analisis preliminar se ha comparado el
ajuste de curvas especificas por clon frente a un
suavizado comun de todos los clones, asi como
el ajuste de curvas paralelas donde el factor clon
sOlo afecta al término independiente con las cur-
vas de suavizado especificas por clon, encon-
trando en ambas comparaciones diferencias
significativas en el valor de -2LL.

Entre los modelos semiparamétricos simples
(MSS) el que mejor funciona es el que incluye
d2h como variable explicativa. El modelo aditi-
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vo que incluye la interaccion de didmetro normal
y altura como un producto de ambas variables
fue finalmente descartado ya que los parametros
relacionados con la altura no son significativos
indicando que hay una sobreparametrizacion del
modelo. Esto indica que la interaccion entre dia-
metro normal y altura no se modeliza adecuada-
mente, lo que sugiere que podria ser mas
adecuado un modelo aditivo multidimensional
que incluya la interaccion didmetro-altura. En la
Tabla 2 se muestran los resultados obtenidos al
ajustar los modelos probados. Todos los parame-
tros son significativos a un nivel del 1%.

En la Figura 3 se muestra, como ejemplo, la
relacion entre la biomasa total aérea estimada y
la variable d2h con intervalos de confianza al
95% junto a los residuos parciales (puntos), para
uno de los clones estudiados. Los grados de
libertad efectivos del modelo son 6.5, lo que
viene a reforzar la hipotesis de no linealidad, ya
que se puede considerar un modelo como no
lineal cuando los grados de libertad efectivos
son mayores que 2 (CURRIE & DURBAN, 2002).

Biomasa total Biomasa fuste Biomasa ramas
Modelo sesgo RMSE AIC sesgo RMSE sesgo RMSE
MSS (d) 0,0096 0,2744 -1.0214 | 0,0079 0,2434 0,0017 0,0796
MSS (dh) -0,0019 0,2601 -613,0 -0,0013 0,2009 -0,0006 0,0924
MSS (d2h) 0,0009 0,2103 -1.699,0 | 0,0010 0,1694 0,0000 0,0839

Tabla 2. Valores de los estadisticos de bondad de ajuste para los modelos semiparamétricos simples probados (MSS)
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Figura 3. Relacion entre la biomasa total aerea estimada en kg y la variable d2h con intervalos de confianza al 95%
Jjunto a los residuos parciales (punto) para el clon 2000 verde
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Entre la ventajas de esta metodologia para
desarrollar funciones de biomasa que cumplan la
propiedad de aditividad destacan que se trata de
modelos muy flexibles en los que la propiedad
aditiva se consigue automaticamente consideran-
do el mismo pardmetro de suavizado sin ninguna
dificultad extra en la estimacion. Si los compara-
mos con otros procedimientos para conseguir la
aditividad, esto modelos son faciles de imple-
mentar y proporcionan buenos resultados. Mien-
tras que por ejemplo el non-linear seemingly
unrelated regression puede producir matrices de
covarianzas singulares lo que no garantiza un
resultado tnico (GOICOA et al., 2010).

El principal inconveniente de esta metodolo-
gia es que todos los componentes de la biomasa
deben tener las mismas variables y la misma fun-
cion de ponderacion para corregir la heterosce-
dasticidad. Sin embargo en el caso que nos ocupa
no consideramos que sea un problema, ya que
normalmente la ecuacion de biomasa en ramas es
la que suele precisar de alguna variable méas ade-
ma4s del diametro normal y la altura para mejorar
las estimaciones. (DILLEN et a/, 2007). Pero en
nuestro caso, debido a que el turno es muy corto
el porcentaje de biomasa en ramas es muy
pequefia por lo que creemos que no merece la
pena realizar la medicion de una variable extra.
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