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Resumen

En este articulo, la técnica de ganancia programada es empleada a fin de
asegurar la transicion de un sistema dinamico no lineal, desde un punto de
operacion inicial hasta un punto de operacion final. El sistema no lineal es
representado localmente, alrededor de cada punto de equilibrio, a través de
una familia de sistemas lineales inciertos politdpicos. Las no linealidades son
aproximadas localmente en el interior de poliedros de inclusion, donde se
efectua la sintesis de una ley de control robusta que garantiza la estabilidad
asintdtica en el interior de una region elipsoidal maxima incluida en el poliedro.
Repitiendo el procedimiento sobre una trayectoria estacionaria predefinida
en el espacio de estado, que conecta los dos puntos de operacion, sera posible
cubrir la trayectoria por una serie de elipsoides que aseguraran la estabilidad
a lazo cerrado del sistema no lineal, asi como ciertas especificaciones de
desempenio a nivel local.

Palabras clave: Sistemas no lineales, programacion de ganancias, incerti-
dumbres politdpicas, desigualdades lineales matriciales.
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Abstract

This paper presents a systematic approach for nonlinear control design by
using the gain scheduling technique to insure the transition of a a nonlinear
dynamical process from an actual operating condition to a desired one. The
nonlinear system is represented in a neighborhood of the equilibrium points
by a family of polytopic uncertain linear systems. The nonlinear equations of
the system are imbedded in the interior of an inclusion polyhedron. A robust
control law is built so as to insure asymptotic stability within a maximal ellipsoidal
region contained in the interior of the polyhedron. Repeating the procedure on
a pre-specified state trajectory connecting the operating conditions, we can
cover such trajectory by a set of ellipsoids that guarantee closed loop stability
of the nonlinear system while taking into account certain local control criteria.

Key words: Nonlinear systems, gain scheduling, polytopic uncertainties, linear
matrix inequalities

Introduccioén

Asegurar la transicién estable a lazo cerrado de un sistema dinamico
no lineal entre dos puntos de operacion, constituye un problema interesante
dentro del control de sistemas no lineales. El empleo de un controlador de
estructura fija para resolver tal problema no es, en términos generales, la
mejor opcion. Debe optarse por estrategias multi-modelos o de multiples
controladores. Dentro de las técnicas de resolucion frecuentemente adop-
tadas en laindustria, encontramos la técnica de programacion de ganancias,
mejor conocida por su denominacién anglosajona gain scheduling, la misma
plantea el control de un sistema no lineal, considerando diversas tareas
lineales. Ahora bien, la técnica de programacion de ganancias, en general,
no garantiza la estabilidad a lazo cerrado. Con el objetivo de paliar este
grave inconveniente, proponemos un algoritmo que garantiza la transicion
estable a lazo cerrado de un sistema dinamico no lineal, el cual suponemos
pertenece a la clase de sistemas no lineales afines en la sefial de control
sometido a no linealidades suaves y continuas. Empleamos la técnica de
programacion de ganancias para conmutar dentro de un conjunto de con-
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troladores lineales robustos sintetizados a partir de nociones de la estabilidad
cuadratica y de herramientas de la programacidn convexa, en particular las
desigualdades matriciales lineales (LMI). Inicialmente, las no linealidades
del sistema dinamico son aproximadas localmente en el interior de una
region poliedral, enseguida; es construida una ley de control lineal robusta
que garantiza la estabilidad asintotica del sistema no lineal en una region
elipsoidal maxima incluida dentro del poliedro de aproximacion, todo esto
alrededor de cada punto de equilibrio. Repitiendo el procedimiento sobre
una trayectoria definida dentro de una variedad de equilibrio (manifold) del
sistema no lineal, la cual conecta los dos puntos de operacion, sera posible
cubrir tal trayectoria por una serie de elipsoides incluidos dentro de poliedros,
que aseguran la estabilidad global del sistema no lineal a lazo cerrado. Hay
que mencionar, igualmente, la posibilidad de garantizar condiciones de
desempefio minimas a nivel local, en términos de tiempo de respuesta,
incorporando restricciones como: reubicaciéon de polos en una region
convexa, minimizacion de una norma del tipo H, o H...

El articulo es organizado de la manera siguiente: la seccion Il muestra
ciertas nociones de base. La seccion lll es dedicada tanto al planteamiento
del problema como a la formulacion del algoritmo de transicion. Encontramos
en la seccion IV los elementos de sintesis robusta a través de LMI, y
finalmente en la seccion V, un ejemplo numérico de la técnica desarrollada.

Nociones preliminares

El sistema no lineal considerado en nuestro trabajo pertenece a la clase
de sistemas no lineales afines en la sefial de control descritos [17 = (0 por
la relacion

(1) = F (x(®) + G(x()) u(t) (1)

No obstante, a fin de no recargar la notacién, empleamos una escritura
mas general para el sistema no lineal. De esta forma, consideramos un
sistema no lineal afin en la sefal de control
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5 x(t) = £ (x(0), u(2)) (2)

donde x(z)0X O O"es el vector de estado, X es un conjunto abierto,
u()JU O O™ es el vector de control, U denota el conjunto de todos los
controles admisibles, de forma que u(.)[JU es una funcién medible. El
espacio de operacion del sistema 2 es definido a través del producto
cartesiano W = X x U, esta constituido del vector de operacion
Y= (x, u)D Y. La funcién no lineal f definida sobre W tiene valores en X,
la misma verifica una condicién de Lipschitz en vecindades de los puntos
de equilibrio de V.

A. Programacion de ganancias

Generalmente no es necesario trabajar en el espacio de operacion del
sistema (de dimension elevada). En ese caso se introduce el espacio de
programacion de ganancias Z, constituido por la variable de programacion
de ganancias z(¢)[0Z O O°. El espacio Z es un conjunto compacto. En
muchos casos existird una funcion s: W — Z que proyecta el vector de
operacion (U sobre el espacio de menor dimension Z, estoes z= s({), tal
que dim(2) < dim(y). Supongamos que existe una variedad de equilibrio
(manifold) del sistema no lineal [1] parametrizada por la variable de
programacion de ganancias z(t) [J Z. Esto es, existen funciones continuas,
X0:Z - Xyuw:Z - U, tales que /(X° (2, u’(2) = Opara todo Z(t) 0 Z.
La variable de programacion de ganancias puede ser funcién de los estados,
entradas y senales exdgenas. Aunque la variable de programacion de
ganancias es una funcién temporal, dentro de la técnica de programacion
de ganancias es interpretada como un parametro de disefio. El sistema
lineal que representa al sistema no lineal 2 alrededor de (X0 (2), uo (Z)) se
escribe como:

52 x(t) = A@ (x(t) - ¥ @) + B@ (ug) - u* @) (3)
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donde, por ejemplo:

of . 940
=% =EP71 a’f”g @)
0x|(x(2), u'(2)) %L 9,0

C
EP’CI Ox,, [(X@), W)

Para cada z, esto es z(t) taj = Zj, el sistema no lineal 2 es representado
localmente a través del sistema lineal invariante en el tiempo Z(z,)

> (3) 1 x() = £, (x®), u®) = Az) (x® -x9) +B@ (up)-ud) &)

donde (xe(é), ugg) = (xo(zj), u°(z]-)) y /, designa la aproximacion local de /
(2). Apoyandonos en la existencia de la variedad de equilibrio del sistema
no lineal y en la técnica de linealizacion, un controlador lineal invariante en
el tiempo Céj) es disefiado para valores especificos de z. El controlador
de programacion de ganancias global C se implementa combinando los
controladores lineales C = lJJ C(LJ) empleando mediciones en tiempo real

de la variable z(t) para modificar los parametros del controlador.

B. Herramientas geométricas

A continuacion describimos los objetos matematicos utilizados en este
trabajo: los poliedros, que son empleados con el propdsito de aproximar
localmente las no linealidades del sistema dinamico no lineal alrededor de
los diferentes puntos de equilibrio, y los elipsoides, que permiten estimar
regiones de estabilidad asintética en las vecindades de los puntos de
equilibrio del sistema no lineal.
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Definiciéon 1. Un poliedro P se define como la intersecciéon de una
familia finita de semi-planos. Dado un conjunto de vectores columnas @; y
de escalares b;, podremos escribir

P:{XDD“:aiszbi;izl,...,p} (6)
Definicion 2. Un elipsoide E puede definirse a través de la expresion
E={x00": (x-x)TS! (x-x) <1,S=5> 0} (7)

donde X. es el centro del elipsoide.

El siguiente problema de optimizaciéon muestra como se maximiza el
volumen de un elipsoide E incluido en un poliedro P [2, 3].

S=5">0
Maxirgizar Traza(9) tal que: (Ci =b-a'x.> 0) al S -c?<0)  (8)

Se trata de un problema clasico de optimizacion convexa bajo forma de
LMI con criterio lineal. EI mismo se empleara mas adelante en la sintesis
de leyes de control robusta.

C. Estabilidad cuadratica

Considere un sistema politépico descrito [t = 0 por las ecuaciones
x(t) = Ax(t), AOD, )

Con Dp un dominio de incertidumbre politdpica definido como
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= y y =
A0D, =gADD”X”:A:ZaiAI-,aiZO,ZG,-:15 (10)
=1 i=1

El sistema (9-10) es cuadraticamente estable si todas las trayectorias
convergen hacia el estado de equilibrio cuando t - . Una condicién
suficiente se verifica por la existencia de una funcion de Lyapunov cuadratica
V)= ETPE, P >0 decreciente en la direccion de las trayectorias del
sistema. Dado d/dt (V (X)) =x' (AT P+ PA)X, una condicién necesaria y
suficiente de estabilidad cuadratica para (9-10) es

S=P7'>0, S4] +4,5<0, i=1--,N (1)

La estabilidad cuadratica puede expresarse por intermedio de elipsoides
invariantes. Considerando el elipsoide E centrado en X. decimos que es inva-
riante, o sea, constituye un dominio de estabilidad y de invariabilidad positiva
[2, 4] para el sistema (9-10) si para toda trayectoria del sistema se satisface

x(tg)UE U x()UE, Ut 21, (12)

La condicion (12) es asegurada si se determina una matriz Sque ve-
rifica (11).

D. Aproximacion local del sistema no lineal

En lo que sigue, mostramos que es posible aproximar las no linealidades
del sistema Z en el interior de una region poliedral. Denotemos la region
poliedral asociada al j-ésimo punto de equilibrio (ng), u(ejq)) por el poliedro

PO = {XD oM alx<b;i=1,..,p,j=1,... N},dondeNeseInl’Jmero
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de controladores lineales obtenidos por la técnica de programacion de
ganancias.

Proponemos que para cualquier poliedro de aproximacion dentro de
la region de operacion de 2, sera posible construir un conjunto de sistemas
lineales asociados al j-ésimo punto de equilibrio

{(A‘&,BQ&); =1, ...Naig=1, ...Ng,j =1, ....N} v = (x, ) O PO)

que satisfacen la condicion de inclusion

O ) + 80 (014

0
D ,u) 0 PY (13
o) OEA:l---,NA,iB:l’...,NB’j ::L...,NE] Yr (XU) (13)

donde L], designa la envolvente convexa. Verificando la condicion (13),
todas las trayectorias de estado del sistema 2 correspondientes a las
entradas U(t), tales que ( = (x,u)D P son también trayectorias de la
inclusion diferencial lineal (13) [2]. De esta forma

X(t)0 DO{A(& (x-x0) +89 (u-u8) in=1, .. Naig=1,..Ne,j=1,.., N}
(14)

Esto es, la dinamica de (2) es capturada por la del sistema incierto (14),
este Ultimo engendrado por todas las posibles combinaciones de un conjunto
de sistemas lineales dados. Con el objetivo de determinar el poliedro de
aproximacion P0), se define un dominio de validez a partir de un error de
aproximacion g [J[J" entre el sistema no lineal X y su aproximacién lineal
calculada en el j-ésimo punto de equilibrio (xg, u(&) . El hecho de fijar un
error& 00" induce un poliedro en el espacio de estado. La figura (1) ilustra
el caso de una no linealidad dependiente de una variable.
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Proposiciéon 1. Dado un error de aproximacién € 11" entre el
sistema no lineal 2 (2) y su aproximacioén lineal calculada en el
j-ésimo punto de equilibrio (X(Qq, u(ga)q), entonces existe un poliedro
pG ={X Oon: a1TX <bj;i=1, ...,2n} que aproxima las no linealidades
de 2.

Haciendo &9V00 = min{ o, .., 5(%} y empleando la proposicion (1)
el poliedro PU) sera simétrico en relacion al j-ésimo punto de equilibrio. Lo
escribiremos como:

01 0 0 [Tk O [B(])_l_ (M0
0 .mg o . Heq
0 1 =, 0 O
O 0 O
0: comio g 0
. o ) 5 0 1 %ﬂ& B0 +x1). 0
P {XED a1 X<b|1| 1 2n} 21 0 OEBClD_E]é(j)_X(J)D
O M. O leq
0o -1 m:g Y 0
O: om0 U 0
d e () =) g
i) 0 -1, 8 Y -2V)H
F P ;__..
. ;“f (15)
.".-l-l..-
.-";.
.".-..-.
" _f__ -
“\ / '_J. -
";.1‘&,
N S
> FIGURA 1
. . T APROXIMACION LOCAL

eg — 03 Xeg Teg +0)° DEL SISTEMA NO LINEAL.
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Comentario 1

i.  Si existen componentes lineales en la funcion vectorial no lineal f
(2), debe escogerse & = 0.

ii. Se ha seleccionado un modelo afin en la sefial de control con el
objeto de evitar la consideracién de un problema de control con restricciones
en el control. Sin embargo, el caso no afin puede ser igualmente abordado
en el contexto de un tratamiento LMI. El problema viene del hecho de que
la traduccion de restricciones de cota sobre las sefiales de control, en
términos de LMI conlleva un grado de suficiencia bastante importante y
puede conducir a poliedros de aproximacion muy pequerios, incrementando
asi la complejidad del algoritmo de transicion.

Considerando todas las combinaciones posibles engendradas por los
valores extremos tomados por las no linealidades de 2 en el interior de
P0), podemos construir un sistema lineal incierto politépico Z(IJ) tal que

%) = AD (x(0)-x0) + B9 (u@) - u) (16)

donde las matrices {A(ij), B(ij)} pertenecen a dominios de incertidumbre

politdpicos {Dg), Dg)} tales que

W 2,0 g )Y E
D :%Ai :A(Zj)‘x(ma(/) :ZlaiAi ’Zlai =1a; 20% (17)
q- i= =

e

B

) . Np . Ng
Dz(;j) = %Bi(./) = B(z, )‘xm ) ZluiB"(J)’ zl f =1, 20 (18)
ieq i= i=

M
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Algoritmo de transicion

A. Formulacion del problema

Problema 1. Determinar una ley de control global admisible
u(.)OU O O™ que garantice la transicién de un sistema dinamico no lineal
2 (2) desde un punto de operacion inicial ), = (xo U )D W hasta un
punto de operacion final l,Uf =\X, U f) U W, asegurando la estabilidad a lazo
cerrado de Z y considerando ciertas especificaciones de desemperio a nivel
local (reubicacién de polos, minimizacion de una norma del tipo H2 oH., etc.).

B. Hipotesis del algoritmo de transicion

i. Existencia de una variedad de equilibrio del sistema no lineal. Es
una hipdtesis clasica en el contexto de la técnica de programacion de
ganancias. Se supone la existencia de funciones continuas X°: Z - X,
X0:Z - U, tales que [z(r) DZ,/(XO (2, w (Z)) = 0.Esto es, existe una
familia continua de puntos de equilibrio parametrizada por la variable de con-
mutacion z, definida por [ = { Y= (x, u)D W :/‘()(O (2, w (Z)) =0,0z0 Z}.

ii. Existencia dentro de la variedad de equilibrio del sistema no lineal
de una trayectoria que conecta los puntos de inicio y llegada. Existe una
trayectoria dependiente de la variable de conmutacién z, denotada por C,
en [] que conecta X, y X;- Esto significa que sera posible definir una

nueva parametrizacion de la trayectoria C, en [], ahora en funcién de un

escalar. Esto es C,,0<p<1, de forma que cuando C, nos
p=0

encontramos sobre X, y cuando Cp se esta sobre X;- El paso de C,

hacia Cp ,0< p <1, no plantea dificultades ya que siempre es posible
definir una reparametrizacion 0 de la variable de conmutacion, a través de
una funcién compuesta. En ese caso, la variable de secuenciamiento definida

porz: ;= [to, tf] (11 * - Z 0O 0 puede llevarse por la funcién com-
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puesta 0 :zoh:[ = [0,1] - Z [0 0%, hacia un dominio de definicién entre
0 y 1. Esto facilita los problemas de optimizacién que se plantearan
posteriormente. Como consecuencia de la reparametrizacion establecida,
sera posible expresar el conjunto de puntos de equilibrio mediante:

M= {w= U : A€ 0,10 (9) = 0,02 p=1,4,= 60 0),1°(0) ¥ = X(V), (W)}

iii. Estabilizabilidad. Para todos los miembros de la familia de sistemas
lineales obtenidos a partir de la linealizacion de las ecuaciones no lineales
del sistema X (2) a lo largo de la trayectoria C, (Cp) en [1, se verifica que
el par (A(Zj), B(Zj))j =1, ..., N es estabilizable.

C. Algoritmo de transicion

Nos interesamos particularmente en la determinacién de un control
conmutado que asegure una transicion conveniente entre un punto de ope-
racion inicial y un punto de operacion final dados. A fin de garantizar igual-
mente una transicion estable, nos proponemos el computo de una secuencia
de puntos de equilibrio intermedio de manera que todo punto intermedio
I + 1se encuentre en la region de atraccion del punto i. El algoritmo de
transicion es:

1. El punto de equilibrio inicial se fija en (X(elq), u(elcg) = (Xf, u,). Fijar
tambien j = 1, p() = 1 (La ley de control se calcula fuera de linea).

2. Fijar el error de aproximaciéon € = [81, e Sn]TD] " tal que
\fi = fri|s€;0i=1,,n.

3. Determinar el j-ésimo poliedro P%) (15) inducido alrededor del punto
de equilibrio (x&), ug).
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4. Ux(1) OpY) representar el sistema 2 (2) a través del sistema
lineal incierto politépico =) (16-18).

5. Construir una ley de control robusta por realimentacién de estado
u® = Ko (xt) - X&) +ug (19)
tal que maximice el volumen del elipsoide
E:{XD] n:(x-xC)Tsl(x-xc)s1,S:Sr>0} (20)

incluido dentro del poliedro PU) esto plantea la resolucién del
problema de optimizacion

0 EW o pWh
O

maximizarvolumen (E0): tal que[] Restricciones de estabilidad [Jj
O

DRestricciones de desempefio
(21

6. Calcular el punto de equilibrio siguiente (Xgﬂ), uQ; 1)) mediante la
resolucion del problema de optimizacion

X°(p)DEY
3 0<p<I

minimizar O: tal que
EI_objetivo es encontrar el punto de manera que
x3 90 interior (E0).

. L ; j+1 j+1 —
7. Siel punto inicial X, [J E® entonces (Xgq ), ugq )) = (Xo, Uo) y
regrese al paso 3.

8. Si xgﬂ): Xy, parar, si no regresar al paso 3.
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Comentario 2

i.  La ley de control global establece una jerarquia (la prioridad se le
da al indice menor); ésta es

N j=N-1
)™ =KM(x(t) -xP)+ul’, x DEN- ] ED

E .
Ugiona (X) = U :
J U@ =KP(x(®) -x?) +u?, xDE® EV
= u(®)® =KO(x(®) - x2)+u, x OE®

donde N representa el numero total de controladores.

ii. El problema de optimizacion planteado en la ecuacion (22) puede
resolverse por dicotomia.

D. Estudio de la transicion (x, - x¢)

En lo que sigue, tratamos el problema de transicion entre dos puntos
de operacion del sistema dinamico no lineal 2. En ese contexto, denotamos
una solucién de 2 (trayectoria) por s(¢, x(¢( ), u) Y la trayectoria que tiende

hacia x,, a través des(t, x(tg ),u) - Xeg-

Lema 1. Considere una vecindad ' JO" del punto de equilibrio Xeq
Si la trayectoria de estado es tal que s(t, x(ty ),u) - X4, entonces
S(fl ,x(to), u)D [, para un instante de tiempo ¢, >, 00 .

A continuacion, mostramos que la ley de control global 5, (),
suministrada por el algoritmo, garantiza la transiciéon de 2, desde X,

hasta X
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Proposicion 2. Si el punto inicial pertenece al N-ésimo elipsoide
centrado en xéév) (la ley de control se construye fuera de linea),
denotado como X(t,) = X, U E(N)(Xg)) entonces la trayectoria
S, X(ty) = Xg,Ugi e (X)) = X, Para una ley de control global u g, (%)

determinada por el algoritmo de transicion.

Prueba. Sin pérdida de generalidad con el objeto de no recargar la
notacioén, fijamos el nimero de controladores en N = 3. Sila condicion inicial
es tal que X, U E(3)(X$)) y X, U { E(Z)(Xf;)), E(D(Xg} entonces el al-
goritmo activa la sefial de control u(t)® = K(3)(X(t) - XS)) + ufa?, y segun
el lema 1 S(t, Xo,u(t)(?’)) - XS’), ya que como X, U { E(z)(xg)), E(D(Xg},
no hay convergencia ni a X& como tampoco a X(ég. Entonces, siempre
es posible determinar un instante t,> 1,0 [l y una senal de control,
u(t)® =K (x(t) =x2) + U2 tales que s(t,x,,u®)®) = x(t) O E?(x?)
y la trayectoria S(tl, X(t,), u(t)(z)) - X(gg. Aplicando un razonamiento
idéntico, podremos encontrar un tiempo t,>t, 0 Ll y un control
u(t)® = K® (x(t) - xG) + u'd) tales que s(t,, x(t,), u(t)®) =
X(t) DE® (0= x), y s(t,, x(t,), u(t)V) - xP= x;. De esta forma,
dados los puntos de operacion X, y X; el algoritmo propuesto garantiza la
transicion X, — X;.

Sintesis robusta

En lo que sigue, nos concentraremos en leyes de control del tipo (19).
La ley de control que coloca los polos a lazo cerrado del sistema politopico
Z(Ij) (16-18) en la regién convexa Réj) (a.,p..0,) (figura 2), maximi-
zando adicionalmente el volumen del elipsoide E() (20) incluido en el
poliedro p0) (15) es determinada por el siguiente teorema, el cual, integra a
su vez los resultados de [5] y los de la seccion |l.

Teorema 1. Sea la matriz S? 00" *" simétrica definida positiva y la
matriz R? OO0™*" soluciones del problema de optimizacién
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Maximizar Traza (S)
SR

—¢r
§;=8;>0

(c;=b-a'x.>0), a'Sjg ~c’<0
A1(Ai)sj +SjA1(Aj)T _I_BI(BJ)RJ_ +RJTBi(Bj)T +26¥Sj <0

E (i 5 - ) EKO
BﬁiAJ)Si + Bl(BJ)RJ —-pS;0

ECOS@ As + Sini)T +BUR "'RJTBi(Bj)T )
%iné’(sj Ai(A“T - ADS +R Bi(Bj)T ~BUR )

DDD/QDE
o

H-cosf A)'s, + SAV +BUR +RTBI)

Entonces, el dominio de estabilidad y de invarianza positiva (20) es el
elipsoide de volumen maximo incluido en el poliedro PO (15), y la ley de
control por realimentacién de estado para el j-ésimo punto de equilibrio
(XQ, uéé)) del sistema no lineal 2

u(®? = KD(x(t) = xP) + ud = R(SY) ™ (x(t) - x{) + uf)
coloca los polos del sistema Zgj ) (16-18) en la regién R gj ) @a.,p..0.);

j = 1, ceny N, i = 1, - 2n, iA: 1, Ceny NA; iB: 1, Ceny NB'

De igual forma, es posible incluir restricciones de desempefio del tipo
minimizacién de una norma H; o H_. Por ejemplo, en el caso de una
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restriccion Hw, consideramos el sistema lineal incierto politépico descrito
¢ = 0 por las ecuaciones:

s . DD = AVX(O + Bw(D) + B u(t)
'O zZ(t) = Cx(t) + Du(t) (23)
Ai(j) 0 D,(Aj),BI(jD D‘(BJ')

donde w0 0’ es el vector de perturbaciony z [0 07 es la salida controlada.
Las matrices{Ai(”,BimJl pertenecen a dominios politépicos{ng),D(Bj}
(17-18). Asi tenemos:

Teorema 2. Sea la matriz S? OO"*" simétrica definida positiva y la
matriz R? OO™*" soluciones del problema de optimizacion

Maximizar Traza (S)
Jo

S :SjT >0
(Ci =b _aiTXc >0)7 aiTSjai _Ci2 <0
Ai(Aj)Sj _,_S]_A‘(Aj)T +B|(Bj)Rj +R|TB'(BDT +26¥S]- <0

0 -pS * [ 0
SB‘(A”SJ. +BR _ijEK

ECOSQ(AZ.(AJ)Sj +Sin(Af) +Bl,(5{)Rj +RTBI_(BJ) ) *
J
O T , T )
; (O)RT0)) Tp(N" _plh)
gm@(SinA AZ.A S; +R,« BiB BiB R;)-- <0

0 () N L U T ()T
E---cos@(Al.A S;+S;4;7" +BR, +Rj B/

mOoOoOodO
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%j A‘(Aj)T + AS)S,' + R'jl'BI(BJ')T +B|(Bj)Rj Bl SJ-CI +R'jl'D U]

1217
Ll A
N CS +DR, 0 -1 N

Entonces, el dominio de estabilidad y de invarianza positiva (20) es el
elipsoide de volumen maximo incluido en el poliedro =) (15), y la ley de
control por realimentacion de estado para el j-ésimo punto de equilibrio
(ng), Uéé)) del sistema no lineal 2

u(®? =KD (x(t) = xP) + ud = R(SY) " (x(t) - x2) + ug)

coloca los polos del sistema Zgj) (16-18) en la region jo) a.,p..0.).y
sunorma H_esinferioray;j=1,..,N,i=1,..,2n,ia=1,..., Ny
iB: 1, . NB'

La idea de maximizar los elipsoides, regiones locales de atraccién de
los puntos de equilibrio intermedio, es por supuesto natural para la obten-
cién de un numero, asi reducido como posible, de conmutaciones para una
transicion x; — Xy dada. La definicion del problema de sintesis, planteada
en los teoremas (1) y (2) tiene por objeto asegurar un desempefio local en
términos de tiempo de respuesta y por consiguiente, alcanzar un desempefio
global satisfactorio. El punto es particularmente arduo para el método
preconizado y esta igualmente vinculado a la cantidad y localizacion de los
puntos de equilibrio intermedios. Dentro de las ventajas de la técnica
desarrollada, es posible resaltar su caracter sistematico, ya que, una vez
que un recubrimiento entre una condicidn inicial y una condicion final es
hallado, el secuenciamiento propuesto asegura una transicion estable.
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FIGURA 2
REGION R (a,,p..6,)

Ejemplo numérico

En lo que sigue, es considerado un sistema de vibracion mecanico [6].
La representacion de estado del sistema [Ir >0 es

F4() = (0
B (1) = =x,(8) =[((1)* =1 %, (1) + u(®) (24)

El vector de operacién es ) = [Xl, X, u]T y haciendo f(x%, u%) =0
resulta

X9 =0
u=x (25)
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Obteniéndose la familia de puntos de equilibrio

M= { e [xl, X,, u] T ow: X,, U satisfacen (25D]x1} (26)

La aplicabilidad del algoritmo de transicion sobre el sistema mecanico,
es considerada a través de la implantaciéon de una realimentacion de las
variables de estado para la transicién [Xl, Xz]: [—0.5, q - [0.5, q No
obstante, en el momento de la simulacion se escoge la condicion inicial
igual a [Xl, Xz]: [—1, O.Z], siendo ésta diferente al punto de equilibrio
inicial seleccionado para construir la ley de control global mediante el
algoritmo de transicion. La figura 3 muestra la convergencia de la trayectoria
de estado al interior de los elipsoides de estabilidad, y éstos a su vez,
incluidos en los poliedros de aproximacion. De igual forma puede apreciarse
la robustez del algoritmo en cuanto a la eleccion de la condicion inicial.

Conclusion

Se ha obtenido un procedimiento sistematico que garantiza la transicion
estable a lazo cerrado entre dos puntos de operacion de un proceso no
lineal. A ese fin se ha empleado la técnica de ganancia programada para
conmutar, dentro de un conjunto de controladores lineales robustos, sinte-
tizados a partir de herramientas de la programacion convexa, las desigual-
dades matriciales lineales. Puede modularse el niumero de puntos de equi-
librio intermedios, modificando la talla del poliedro. Es posible igualmente
adaptar la talla del poliedro, en funcién de la curvatura de las no linealidades
existentes. El desempefio global es, por supuesto, funcion de todos esos
parametros y de la seleccion de condiciones de desempefio local para la
sintesis de las leyes de control secuenciadas.

Actualmente se trabaja en la extension del método a problemas mas
complejos, como la realimentacion de la salida, el seguimiento robusto de
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una trayectoria deseada y la reduccion de las discontinuidades de la sefal
de control a través de técnicas LPV o Quasi LPV [7].

LG e

.2F

W

FIGURA 3
TRAYECTORIA DE ESTADO PARA UNA CONDICION INICIAL IGUAL A

[Xl’ Xz] [_l’ 0'4'
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