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Resumen.

En este articulo presentamos un analisis de la estabilidad para un modelo I1S-LM
(Fuente de dinero de la preferencia de la Ahorro-Liquidez de la inversion) y segun
Kalecki consideraremos la idea retraso en el modelo. Establecemos condiciones para
probar que retrasa aumento o perdemos estabilidad cuando ocurre una bifurcaciéon
Hopf. Para el analisis de la estabilidad consideramos el caso particular donde estan no
lineales la inversion (1) y la demanda para el dinero (L).

Palabras clave: Retraso, modelo IS-LM, bifurcacion de Hopf.

Abstract.

In this paper we present a stability analysis for a I1IS-LM model (Investment Saving-
Liquidity preference Money supply) and according to Kalecki we considered the idea of
a time delay in the model. We establish conditions to prove that the delay gain or lose
stability and a Hopf bifurcation occurs. For the stability analysis we consider the
particular case where the investment (I) and the demand for money (L) are nonlinear.
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1. Introduccién

Inversion es un tema de gran importancia en la economia. Los modelos de ciclo de
negocios de Kaldor y Kalecki usan una funcién de inversion la cual se basa mas en el
principio de ganancia que en el principio de aceleracion. En el modelo de Kaldor, la
inversion bruta depende del nivel de rendimiento y stock de capital. Para una cantidad
dada de capital real, la inversion depende del nivel de ganancia, el cual depende del
nivel de actividad. Kaldor presenta las suposiciones de una inversion no lineal y
funciones de ahorro y su cambio sobre el tiempo que dan lugar a un ciclo. Sobre este
modelo se ha estudiado la posibilidad de que posea un Unico ciclo limite, un avance
importante fue cuando se establecieron condiciones necesarias y suficientes para la
existencia de un ciclo limite en el modelo, también se ha estudiado la coexistencia de
un ciclo limite y un equilibrio.

El ciclo de negocios macroecondmico de Kaldor [1] de la forma

% = a[I(Y,K) — 5(V,K)]
1)

aK _ I(Y,K) — 6K
dt - ] ]

Donde I es la inversion, 5 la funcion de ahorro, ¥ el producto interno bruto, K el
stock de capital, & el coeficiente de ajuste de mercado y & es la tasa de depreciacion
del stock de capital. Kaldor asume que la funcion de inversion I es no lineal en ¥ y tiene
forma de “s”. Como ejemplo de este tipo de funcién podemos mencionar el propuesto
por Bischi et al [2] para su modelo, esta funcion es:

I(t)=ou+y (%— K(t]) + arctan(¥(t) — u), 2)

Donde ou/d es el nivel normal de stock de capital. Y se consideran dos

componentes cortos de inversion, el primero es proporcional a la diferencia entre el
stock de capital normal y el stock actual, de acuerdo a un coeficiente ¥ = 0, usualmente
explicado por la presencia de ajuste de costos; el segundo es una funcién creciente de
la diferencia entre los ingresos y su nivel “normal”, indicado por p. Esta funcion tiene

forma de “s” vista como una funcién que depende del ingreso Y.

El modelo de ciclo de negocios de Kalecki [3] se propuso unos afos antes que el
de Kaldor. Kalecki asumi6 que la parte de la ganancia por ahorro se invierte y el capital
crece debido a decisiones de inversion del pasado. Hay un periodo de gestacion o
retardo en el tiempo, después del cual los bienes estan disponibles para produccion.
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En la teoria de Kalecki el papel fundamental lo desempefia el retardo en el
tiempo T relacionado con decisiones de inversion. El distingue tres estados de

inversion: ordenes de inversion I, produccion de bienes de capital 4, y bienes de capital
finalizados D. El cambio en el stock de capital es debido a 6rdenes de inversion en el

pasado,
dK (t)

dt

=D()—U=I(t—T)—U, 3)

Donde U denota la depreciacion del capital. Krawiec y Szydlowski [4] formulan el

modelo de ciclo de negocios Kaldor-Kalecki basado en la dinamica del multiplicador que
es la base de ambos enfoques, siguiendo el enfoque de Kalecki de la inversion y el
retardo en el tiempo entre decisiones de inversion e implementacion, obtienen el
sistema de ecuaciones diferenciales con retardo:

% = a[I(¥ (9, K(D) — S(¥(0),K(2))]
(4)

dK
—= I(Y(t—T),K(t)) — 6K(1),

Donde T = constante es el retardo en el tiempo. La inversion depende de la
ganancia en el tiempo en que las decisiones de inversion se toman y el stock de capital
cuando el tiempo de inversién termina. Lo Ultimo es consecuencia del hecho de que al
tiempo t — T, hay algunas inversiones que finalizaran entre t — T y t. Se asume que el

stock de capital producido en este periodo es tomado en cuenta cuando se planean
nuevas inversiones.

Los autores concluyen que el modelo reconstruido del ciclo de negocios con
base en el modelo de Kaldor y el pardmetro del retardo en el tiempo de Kalecki
asociado con decisiones de inversion genera ciclos limite en el espacio fase. El papel
crucial en la creacion del ciclo limite es el retardo en el tiempo, mas que la suposicién
de la funcion de inversion I(Y) con forma de “s”.

Torre [5] reviso y actualizd el modelo reemplazando el stock de capital K(t) con
la tasa de interés R(t) para formular el siguiente modelo de ciclo de negocios IS-LM
estandar:

% = a[I(¥ (9, R()) — S(Y(9),R(5))]
(5)

dR
= = BlL(v(®),R(®)) — M],
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Donde M es la constante de flujo de dinero, £ es el coeficiente de ajuste en el
mercado de dinero y L es la demanda de dinero.

Al parecer Torre fue quien originalmente introdujo a economia el teorema de
bifurcacion de Hopf [6] como herramienta para establecer la existencia de Orbitas
cerradas en sistemas dinamicos.

Como combinacion del modelo de Kaldor y Torre, Gabisch y Lorenz [7]
consideraron un modelo 1S-LM modificado como sigue:

= = afi(y (), K(),R(®) ~ S(¥(0), R(:)
d
d_": = 1(Y(8),K (), R(£)) — 6K(2) (6)

dR
o = BLr(®.R®) - m],

Donde & es la tasa de depreciacion del stock de capital. Basado en la idea de
Kalecki de retardo en el tiempo, Cai [8] presento el siguiente modelo IS-LM con retardo:

dy

— = a[I(r(©),K(),R(®) - S(¥(2),R(®))]

j—f= I(Y(t— 1), K(t),R(t)) — 6K(t) 7)

dR
== BIL(¥ (), R(t)) — M].

En este modelo T es el retardo en el tiempo necesario para que el nuevo capital

sea instalado, Cai dio resultados acerca de la estabilidad local y bifurcacion de Hopf
local.

Kaddar y Talibi [9] consideraron un modelo donde el retardo T es introducido en

el producto interno bruto, stock de capital y tasa de interés, argumentando que el
cambio en el stock de capital es debido a decisiones de inversion pasadas, obteniendo
el siguiente modelo:

d
d_f: = a[I(¥ (), K(2),R(t)) — S(Y(£), R(2))] “
‘i_":: 1(¥ (¢ — 1), K(t — ), R(t — 1)) — 5K (2)

dR

i BIL(Y(£), R(t)) — M].
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Kaddar y Talibi estudian la dinAmica del modelo de manera local y describen la
bifurcacion de Hopf. Lo anterior asumiendo las funciones de inversion I, la funcion de

ahorro S, y la de demanda por dinero L como:

I(Y,K,R) =n¥ — 8§,K—B,R
S(Y,R) = L,V + B,R
L(Y,R) = L,Y — j,R,

Revista ECORFAN,Vol.3,nim.6,2012,pp.69-84

Donde §&,,1,,1,,5,.5,.f5 son constantes positivas.

De acuerdo con Rocsoreanu [10], condiciones econOmicas nos llevan a las

siguientes limitaciones sobre las variables econdémicas:

a[::u af:::ﬂ af:::ﬂ
¥ " AR " 8K !

— =0 —=0,
ay dR ©)

Con base en lo anterior tomamos las funciones de inversién, ahorro y demanda
de dinero como sigue, siendo estas funciones consideradas de acuerdo a la idea de
Rocsoreanu [10] y De Cesare [11]:

o

¥
I(Y,K,R) = Ay —cK
S(Y) =s¥Y (10)

h
L(Y,R) =yY +——,
(V.R) =yY +——=

Donde las constantes siguientes satisfacen a, b, 4,y,h >0, 0<s<1y R > 0es
una tasa de interés muy pequefia fija generando una trampa de liquidez cuando R(t)

tiende a B, es decir, ﬁ — +oo cuando R(t) — R. Notese que estas funciones satisfacen

las limitaciones dadas en (9) y ademas, el valor que se le asigne al exponente a nos
permite controlar la forma de la grafica de I como funcion de ¥ (Céncava para a < 1,
convexa para a =1 y lineal para a =1.); el exponente b nos permite controlar la
convexidad de la gréafica de I como funcion de R; L permite la existencia de una trampa
de liquidez y finalmente 5 se propone como una funcién lineal de ¥ como se hace con

frecuencia en la literatura.
Considerando el sistema (8) y las funciones como se describen en (10) el
sistema que analizaremos es:
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dt R? (1)
dK_AY“(t—I]
dt ~R¥(t—1)

dR

__'9(’” ©+ 20 ‘”)'

&Y . (A YO k- sY(tj)

—cK(t—1) — 8K(t) (12)

2. Analisis de estabilidad.

En esta seccidn realizamos un analisis de estabilidad del sistema (11) mediante el
calculo de su ecuacion caracteristica en un punto de equilibrio.

El punto de equilibrio (¥*,K*,R*) para el sistema anterior esta dado, por las

soluciones constantes del sistema, note que si las soluciones son constantes el lado
derecho de cada ecuacion del sistema (11) es igual a ceroy ¥(t) = ¥(t —1) =Y* para

todo t, lo mismo se satisface para K*, R*, por tanto el punto de equilibrio se obtiene al
resolver el sistema siguiente:

D=A(Y$jﬂ—cf{*—sfr’*
(R)?
L

0=A———cK*— 6K*
“Emy € (12)

h
M=y¥*— — .

¥ R —R

Para la linealizacién consideramos el sistema como:

— = V,K,R, Y ,K_R

dt f1( T T r]

K _ (Y,K,R,Y.,K_,R.)

dt _fg A p D Loy dhp iy (13)
—= V,K,RY K_R_)

dt f;i( T T 1':]
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Las funciones f,, i = 1,23 que dependende ¥, K, R, Y. =¥(t—1), K, = K(t — 1)
y R, = R(t—1), son el lado derecho del sistema (11) asociado a dY¥/dt, dK /dty dR [t
respectivamente. La linealizacion esta dada por:

x(t) = Jx(t) + Ipx(t — 1), (14)

Revista ECORFAN,Vol.3,niim.6,2012,pp.69-84

Con x(t) = (x,(t), x,(t),x4(t)) donde J y J, son jacobianos de (13) evaluados en
el equilibrio (¥*,K*,R*), que estan dados por:

a5, 87 8r e —a
a_‘:-_ B_ff_ a_i (A—Eli‘;_;lh — ) —ac —rx..-ﬁli.'al;}g,f
F= %% % 2& | ‘ 0 ] 0
A L .
v 3% 3R 4 (R—R)*
of, of of:
dY, JdK_. JdR, 0 0 0
_|9f 9 Ofi | _ (y=)a—t , (¥=)©
Jo = 3y, 3K, oRr. | |y ¢ Yryem
af, af, of; 0 0 0

8y, 0K, &R,

Para hallar la ecuacion caracteristica del sistema, buscamos soluciones de la
forma (c,e™, c,e™, c;e™®) para el sistema linealizado (14) que sean no triviales. La
condicion para que ocurra lo anterior es que el determinante de la matriz del sistema
igualado a cero A(4,7) = A —] —e™*], (Aqui I es la matriz identidad de 3x3), obtenida

al considerar las soluciones de la forma previamente mencionada, sea igual a cero. En
nuestro caso

AAT) = 2B + a2 4 ayd +ap + (b,A2 + byA + by)e ™™ =0, (15)
Donde:
= + 8§+ axd (ngﬂ_l
a, = as CLoE R
(Ysc]rz—l (Yscjr.z ﬁh ( (Ysc]rz—l)
0, = asd + acAd + Abafy + —\as+ § — agd————
1 (Rs]b (stb+1 [R* —ﬁ)‘ (Rs]b
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[:i,.rs:]rz ﬂfﬁﬁh [:I,.rs:]rz—l
= Ab a —gd——
@ a:ﬁy (stb+1+[R$_§)2 s (stb
b, =c
h
bl = ﬂSC+Lﬁﬂ
(R~ B)’
ascfih
] = 2
(R —R)

Con base en la ecuacion caracteristica podremos establecer la estabilidad del
equilibrio considerando que una solucion de equilibrio es estable si todas las raices 4 de

la ecuacion caracteristica (15) se encuentran en el semiplano izquierdo del plano
complejo, esto es la parte real de 4, H(4), es negativa para todas las raices 4.

Cuando T = 0 la ecuacion caracteristica se reduce al polinomio
A(4,0) =2+ (ay + b, )A* + (a; + b))A +ay + b, (16)

Para decidir la estabilidad en este caso utilizamos el criterio de Routh-Hurwitz.

Este criterio en su forma general establece que si un sistema es de orden =, el
polinomio puede ser tomado en la forma:

P(A)=A"4+a A" 1 +-4+a, =0,

Donde los coeficientes a;, i = 0,1,...,n son todos reales. Asumiendo que a; = 0
para j = n, requerimos condiciones en los coeficientes tales que los ceros de P(4)
tengan H(4) < 0. Las condiciones necesarias y suficientes para que esto se cumpla
son:

@; @3 Qg
@ Qg
D,=a,; =0, Dg:=‘1 ol =0, Dy:==|1 a; ag|=0
< 0 a, ag
a4 &
1 a, a,
0 a
D, = %% >0,k=12,..,n
0 1 a,
0 0 a,
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Para el caso de una ecuacion cubica
A+ AP+ d+ey3=0 (17)

Con coeficientes reales ¢, ¢, c3 las condiciones para H(4) < 0 son:
€, >0, ¢ >0, c;c, —€c3 = 0.

Asi en nuestro caso el equilibrio (¥*,K*,R*) es localmente asintéticamente

estable siy solo si
a, + bl = 0,a, -I-bu. =0y (ﬂg + b:](ﬂ1+51] - (a’l}—l_ bl}j =0 (18)

Para el caso 1 = 0 determinaremos condiciones de modo que 4 =iw Sea una

raiz de la ecuacidon caracteristica, esto es, que se presente la posibilidad de una
bifurcacion de Hopf [6]. Sustituyendo el valor anterior de A es la ecuacion caracteristica

(15) tenemos:

A(iw,T) = —w®i —a,0® + aywi + ay + (—byw® + bywi + byle 4"
= —wli— a,w* + a,wi+ ay + (—b,w® + bywi + by)(cos(wt) — isen (wT))

Y separando la ecuacién anterior en parte real e imaginaria obtenemos,
respectivamente, las siguientes ecuaciones:

—w?a, +a; = (w?b, — b,) cos(wt) — by wsen (wr) (19)
—w? + ayw = —byw cos(wt) + (—w?b, + by)sen(wT) (20)
Para eliminar las funciones trigonométricas elevamos ambos lados de (19) y (20)

al cuadrado y sumamos, después de simplificaciones algebraicas obtenemos la
siguiente ecuacion en términos de w:

w® +4,0* + Byw* + €, =0, (21)
Donde
A, = ai —2a, — b3,

B, = ai —2aya, + 2byb, — b3,

Cy =ap — by

Tomando z = w® podemos escribir la ecuacion anterior como una ecuacion de
grado tres, z® + 4,z* + B,z + C, = 0.
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Asi para encontrar una raiz A =iw de la ecuacion caracteristica buscaremos
soluciones positivas de la ecuacion anterior de modo que w = +/z. Nétese que también
A = —iw, el conjugado de la raiz anterior es raiz de la ecuacion caracteristica.

Lema 1.
Considerando D = A2B} — 4B3 — 443C, —27C% + 184,B,C,, el discriminante de
la ecuacion anterior, las raices de la ecuacion (21) satisfacen:

NUmero de soluciones positivas Condiciones
(i) 0 A, >0,B,>0,C, >0,4,B,—C, >0

C,<0,y(B,<004,=0)0
C,<0,B,>0A4,<0,D,>00

(ii) 1
c,=0B,<00
C,=0B,=0A4, <0
C;>0F,<004,<0D, =00
i 2
(i) C,;,=0B,>04,<0
(iv) 3 C,<0,B,>0A, <0,D, =0

En el caso (i) cuando no hay soluciones positivas de la ecuacion cubica,
entonces la ecuacién (21) no puede tener una raiz real z = \/w, asi por el teorema de

Rouché [6] el nimero de raices con parte real positiva no se modifica. Por tanto en este
caso la solucién de equilibrio es estable cuando (18) se satisface.

En los casos (ii)-(iv) podemos encontrar w = /z real, de modo que A = tiw sea

raiz de la ecuaciéon caracteristica (15), retomando entonces el sistema (19)-(20)
podemos multiplicar la ecuacion (19) por b, —w?b,, (20) por byw® y sumando las

ecuaciones eliminamos la funcién trigonométrica sen (wt) y despejamos cos(wt)
obteniendo:
w*(b, — a,b,) + w?(a,b, + ayh, — a;b;) — ayb,

(blmjz + Ebc- — b, w?)? ' (22)

cos(wt) =

Considerando @® como una raiz dada por el lema 1, despejando T obtenemos el
valor del parametro t donde se presenta un par de raices imaginarias puras
conjugadas:
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e 1 ((W$j4(b1 —ayb,) + (w*)*(ayby + agh, — a,by) — aubu) (23)

T¥ = —arccos - e
w* (blf'-’]‘ + (bu — b, (w*)?)?

Existe mas de un valor de * debido a la periodicidad de la funcién coseno y a la
posible existencia de 2 o 3 valores de @* (Casos (iii) y (iv) del lema 1). De todos estos
valores de t* se toma el valor positivo mas pequefio. Para los otros valores de t* puede

haber otro cambio de estabilidad dependiendo de la direccion en la que se cruce de
nuevo el eje imaginario en cada uno de estos valores de t*. Note que en la expresion

anterior es necesario fijar primero los parametros del sistema (11), a excepcion de T,
para tener w® y el T* asociado al par de raices imaginarias. En lo sucesivo t* sera el
valor positivo mas pequefio dado por (23) y w* la raiz de (21) de la cual proviene.

Ahora, para establecer la bifurcacion de Hopf en T = %, necesitamos mostrar que
se cruza el eje imaginario de izquierda a derecha. Para ello se determina si
dR(A(1))/dzl.=» = 0, es decir, la derivada de la parte real de la raiz A(7) de la ecuacion
caracteristica evaluada en t° es positiva. Derivando entonces (15) respecto a t

tenemos:
2 ai
(34% + 2a,4 + a,) . -

+ (—1e (47 + byd + by ) )2 — Ae 4 (5,27 + byA + by)
di
“H(2b,A + b)—=10
+e ( 24+ 1) dr
Ae~ M (A% 2m, A48,

. di
dd/dt — =
Despejando ddA/dr tenemos dr | 3R ilaita,—reAT(b R tb,Atb,)te AT (26400, esto

da:
(r:i,l)_l _ 3A% +2a,4 + a; — e (bA* + byA + by) + e (2b,4 + by)
dt B AE_‘AT(I}E,;I,E + bl,l + bg:]
_ 34+ 2a,4A+a, + g AT (2b,A+by) T

re=AT(byA% + by A + by) P

_ 38 +2a,2% +a,A + e (2,4 + b, 8) T

A2e=(byA + by + by) Fl
2B+ a e A+ A e rah—e (B AR+ bA) T
B A2~ (byA2 + by A + by) iy
284 a A —e bt —ay— e, T
h A2e=2(b,A2 + by A + by) 2
24 +a, 4% — q, b, A* — b, T

T Rt taita) BB tbith) A
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Es importante notar que usamos la ecuacion (15) en varias igualdades. Ahora
hallaremos el signo o direccion de la parte real, la ecuacion (15) ayudara de nuevo a
simplificar algunas expresiones:

- signo {EH (g)_l}L:m'

dR[A(T
signo {—Eh[ j)}

( zjﬂ + a,A* —a,
. A l (A + a2 +ajdtay)f
= SLGgNo 4 b 32
k+ l*(bl‘+bi+bgjl Eﬁrim
( 2i(w)® — ay(w" )2 —
. X l(m*]z(—mai —a,(w*)? +a,w*i+ ay)
= s5igno 4 b, (m*]z b,
\ 7 [_[‘:'-’3]2 (—by(w*)* + byw™i + bl}j]

En el siguiente paso consideramos la parte real de la igualdad anterior, note que
T/4 es imaginario puro, obteniendo:

| { 2(0)° + (a3 — 2a,)(w%)* — a3 b? — b? (w)* }
= SLHHG b ¥ 3 3
(0)*[(az(@0%)? — ag)* + ((@*)® —ayw)? ] (@0)?[(By — by(w*)?)* + (byw®)?]

Los denominadores de las fracciones anteriores son iguales, esto se puede ver

del sistema (19)-(20) del cual podemos elevar ambos lados al cuadrado y al sumar
tenemos la igualdad mencionada:

. {2[&:*]64— (a%—zal—bgj[m*]‘}—kbé —rx% }
= signo - - ﬂ :
(w* ) [(a(@*)* — ag)® + ((@*)® — a;w*)?]

Sustituyendo b; — a3 de la ecuacion (21) y simplificando tenemos:

3(w*)* + 2(a — 2a, — b)) (w*)* + (ai — 2a,a, + 2b,b, — bf]}

= signo { [(ﬂ: (w*)? — aﬂjﬂ + ((e*)?® — alm*jz]

Puesto que (a,(w*)?*—ay)*+ ((«")® — a,w®)? es positivo, se presentard una
bifurcacion de Hopf si:
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3(w")* + 2(a3 — 2a, — b3 )(w*)* + af — 2a,a, + 2byb, — b = 0. (24)

Con base en lo anterior podemos establecer lo siguiente:

Teorema 1.

Si la condicién (18) se satisface, el punto de equilibrio (¥Y*,K*,R*) es localmente
asintéticamente estable cuando = 0. También lo es si cumple adicionalmente la
primera condicion del lema 1 cuando t = 0.

Teorema 2.

Supongase que se satisface (18) y una de las ultimas tres condiciones del lema
1, con @* como la raiz y = el valor del retardo asociado a esta raiz dado en (23).

Entones una bifurcacion de Hopf ocurre si (24) se satisface.Observacion: También se
puede tener una bifurcacion de Hopf en T = t* cuando la ecuacién caracteristica para

T = 0 tiene exactamente 2 raices con parte real positiva (punto de equilibrio (¥*,K*,R*)
inestable) y dR(A(1))/dzl,-,+ < 0, es decir, (24) se satisface con “<” en vez de “=".
3.Simulaciones Numéricas

En esta seccion presentamos algunas simulaciones numéricas para ciertos valores fijos
en los parametros para ilustrar el cambio de estabilidad del sistema (11) dependiendo
del valor del retardo T. Para nuestras simulaciones consideramos los siguientes valores

para los parametros:

Parametro Valor

a 1
A 0.01
a 1

b 0.5
c 0.9
S 1

5 0.1
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B 1

Y 0.5
h 0.2
R 0.0001
M 200

Para el retardo consideramos los valores T = 1,3 para ilustrar la estabilidad con el
primer valor y la inestabilidad con el segundo.

Figura 1. Las graficas anteriores ilustran la estabilidad del sistema (11), al tomar como
valor de retardo T = 1.
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Las primeras tres ilustran la dinamica de Y(t), K(t) y R(t), y la Gltima refleja el

comportamiento tipo atractor del punto de equilibrio.
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Figura 2. Las graficas anteriores ilustran la pérdida de estabilidad del sistema
(11), al tomar como valor de retardo T = 3.

w10
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Las primeras tres ilustran la dinamica de Y(t), K(t) y R(t), y la tltima refleja el
comportamiento tipo repulsor del punto de equilibrio

4.Conclusiones.

En este trabajo nos enfocamos en el andlisis de manera matematica, establecimos
condiciones para garantizar un cambio de estabilidad del equilibrio de acuerdo al
retardo y la ocurrencia de una bifurcacion de Hopf. En las simulaciones numéricas
podemos apreciar la pérdida de estabilidad del equilibrio al aumentar el valor del
retardo.Como posible trabajo a futuro se puede estudiar el modelo.
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