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ABSTRACT
|
We have developed theoretically a generalized least squared fitting, using as fitting function the exponential of
a cubic polynomial, and as data, the efficiency ratios between different wavelengths in the vacuum ultraviolet
spectral margin. The fitting function is suggested by the linear interpolation of efficiency ratios whose wavelengths
are nearby. We have tested the fitting proposed for data offered by different authors in literature, obtaining a
determination coefficient above 98%.
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RESUMEN

|
Se ha realizado el desarrollo teérico del ajuste por minimos cuadrados generalizados, tomando como funcién de
ajuste la exponencial de un polinomio ctibico; y como datos, las razones de eficiencia entre distintas longitudes
de onda en el margen espectral del ultravioleta de vacio. La funcién de ajuste viene sugerida por la interpolacién
lineal de razones de eficiencia cuyas longitudes de onda quedan cercanas. Se ha comprobado que la bondad
del ajuste propuesto para los datos ofrecidos por diversos autores en la bibliografia es superior en todos ellos al

98%.

PALABRAS CLAVE: Ultravioleta de vacio, razones de ramificacién, minimos cuadrados generalizados.

INTRODUCCION
Calibracién de espectrémetros en el ultravioleta de vacio

En las tltimas décadas, para la calibracién de sistemas espectrométricos en el margen espectral del ultravioleta se han venido
desarrollando y usando numerosas técnicas que hacen uso de la medida de intensidades de lineas espectrales en el ultravioleta
de vacio. Las aplicaciones de tan larga variedad de métodos indican que hay ventajas y limitaciones en cada aproximacién y
ninguna es universalmente aplicable. El progreso reciente se ha centrado en la extensién de las medidas a longitudes de onda
mds cortas. De todas formas, la conveniencia, asi como la precision de las técnicas de calibracién en el ultravioleta de vacio
siguen sin ser satisfactorias.

Principalmente, hay dos métodos de calibracién en eficiencia posibles:

a) La sustitucion de la fuente desconocida por una fuente estdndar en el mismo dispositivo experimental.

b) El uso de un detector absoluto en conjuncién con un espectrémetro cuya respuesta haya sido previamente
determinada.
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Ambos métodos se usan, pero la aproximacion z) se emplea mds a menudo porque solo incluye una fuente de comparacién.
Se han empleado muchos tipos de fuentes de calibracién complementarios. Entre las fuentes que se emplean como estdndares
primarios se encuentran los arcos de cuerpo negro, arcos de hidrégeno y sincrotrones. Como estdndares de transferencia o de
trabajo se encuentran las limparas de deuterio y los miniarcos de argén. Como complemento de estas fuentes, la técnica de
razones de ramificacién se ha venido aplicando en estos tltimos afios, y es el método de calibracién al que se refiere este trabajo.
Todos estos métodos tienen limitaciones respecto a los mdrgenes espectrales de aplicacién, precisién, conveniencia, etc., asi que
las mejoras en cada aproximacion son muy deseables.

Las lineas mds intensas de la mayorfa de los dtomos y de casi todos los iones se encuentra principalmente en el ultravioleta
de vacio. La medida de probabilidades de transicién en este margen espectral es de gran importancia en fisica de plasmas y
astrofisica. Para comparar la intensidad de lineas espectrales en diferentes longitudes de onda, es necesario conocer la eficiencia
relativa de nuestro sistema espectrométrico. La calibracién de sistemas dpticos en el margen espectral del ultravioleta de vacio
es complicada por la ausencia de fuentes estdndar convenientes de intensidad adecuada. Debido a la dificultad de transportar el
sistema experimental a una fuente de radiacién sincrotrén, el experimentador estd obligado a proyectar un esquema iz situ que
pueda ser usado periédicamente, como es el caso de la técnica de las razones de ramificacién. Esta técnica hace uso de cdlculos
o medidas experimentales de probabilidades de transicién moleculares o atémicas, para evaluar globalmente la respuesta en
eficiencia del sistema a partir de razones de intensidades de lineas. Por tanto, disponer de un conjunto de valores fiables de
razones de probabilidades de transicién con el que comparar las medidas de intensidades de lineas es de una gran utilidad para
la calibracién de espectrémetros en el ultravioleta de vacio.

Calibracién mediante razones de ramificacién

Para la calibracién espectral de radiacién de ultravioleta de vacio emitida por plasmas de alta temperatura, la técnica de las
razones de ramificacién ha sido probablemente el método mds ampliamente usado, debido a su simplicidad. Sugerido en los
primeros afios de la década de los sesenta independientemente por Griffin y McWhirter [1] y por Hinnov y Hofmann [2], e
inmediatamente aplicado por ellos a grandes mdquinas de plasmas, como ZETA y el C-Stellarator, ha sido luego usado en casi
todos los dispositivos de plasma de altas temperaturas que requerfan dicha calibracién. Mds tarde, esta técnica de calibracién
ha sido usada por Yang y Cunningham [3], utilizando como fuente de luz gases de baja presién excitados por impacto de
electrones; por Bastert er al. [4], mediante la técnica de beam foil, y por Sato er al. [5], que emplearon un plasma de helio
estacionario en el que son introducidos gases de nitrégeno y oxigeno.
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Figura 1. Pareja de lineas espectrales pertenecientes a una razén de ramificacién.
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Si tenemos como fuente un plasma épticamente delgado que se encuentra en condiciones de equilibrio termodindmico
local, la intensidad real de una linea espectral es proporcional a la poblacién del nivel superior y a la probabilidad de transicion.
Como la intensidad real se relaciona con la intensidad aparente a través de la eficiencia de nuestro sistema espectrométrico,
tenemos que

1 (}\k )aparente =€ ()\'/f )] ()\'k )rea/ xE (}\'k )Nk Aki

Por tanto, la razén de eficiencia entre dos longitudes de onda para transiciones que se originan en nivel superior comin
(figura 1) vendrd dada por

€ ()\'k ) _ 1 ()\’k )apurente Aki _

(@) 1) b ®

Dada una razén de ramificacién 7, entre dos longitudes de onda, segiin (1) utilizaremos el convenio A, <A,. Se pretende

reconstruir la funcién eficiencia € (A ), midiendo las razones de intensidades aparentes de parejas de lineas que parten de un

mismo nivel superior, supuestas conocidas las probabilidades de transicién A,y 4.

METODO DE INTERPOLACION
Interpolacién-extrapolacién lineal

En primera aproximacién podemos reconstruir la funcién eficiencia mediante el método utilizado por Sato et al. [5] y
descrito a continuacién.

En la figura 2 se muestra cémo encajar dos razones de ramificacién 7, =€, /€, y 1., =€,,,/€,., , cuyas longitudes de onda
g ) E =& /E Y Tk IRVAT y g

quedan cercanas. En la figura 2.a podemos ver que si damos un valor arbitrario a la eficiencia para la longitud de onda A, ,
e, =¢ (A, ), entonces la eficiencia para la longitud de onda %, resulta ser €, =€, /1, . El punto €,,, correspondiente a la longitud
de onda A, se obtiene por interpolacién (extrapolacién) lineal entre los puntos €, y €. La eficiencia correspondiente a A,
se obtiene a partir de €,,, =¢€,,,/r,, .

En la figura 2.b podemos apreciar que una vez obtenidos los puntos €,,, v €,,, podemos obtener de nuevo la eficiencia €;

g q Y &
correspondiente a la longitud de onda %, por interpolacién lineal, y por tanto también €; =€;7; . El punto €;,, se obtiene por
interpolacién entre los puntos €; y €;. Por tanto, para la longitud de onda A,,; tenemos dos posibles valores de la eficiencia
’

€ Y €

En la figura 2.c tomamos el punto €/, como el promedio entre €., y €,,. De nuevo, £/,; =€/, /7., . Unavez encajadas todas
las razones de ramificacién, podemos normalizar los puntos obtenidos, de tal modo que la eficiencia madxima se corresponda
con la unidad.

Se ha elaborado un programa en MATHEMATICA que utiliza este método. En la figura 3 se muestra el resultado obtenido

prog q g

por este método para los datos ofrecidos por varios autores (tabla 1). Uno de los inconvenientes que presenta este método es su
dependencia de lo que se consideren razones de longitudes de onda cercanas.
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Figura 2. Encaje de dos razones de ramificacién de longitudes de onda cercanas por interpolacién-extrapolacién lineal.
2.a, de izquierda a derecha. 2.b, de derecha a izquierda. 2.c, promedio entre 2.ay 2.b.
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Figura 3. Grafica de la funcidn eficiencia en escala logaritmica obtenida por interpolacién lineal segtin los datos dados por
Martin ez al. [7], Bastert et al. [4], Yang y Cunningham [3] y Sato e al. [5].
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AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS

Ajuste por minimos cuadrados generalizados

Al reconstruir la funcién eficiencia por el método de interpolacién lineal descrito anteriormente, hemos obtenido una
primera aproximacidn. A la vista de este resultado y teniendo en cuenta que Baster ez a/. [4] ha ajustado su funcién eficiencia

a la exponencial de un polinomio de segundo grado, se ha postulado como curva de ajuste €, (A) la exponencial de un
polinomio ctibico. El tercer grado se ha introducido para no forzar el ajuste a ser simétrico en torno al méximo de eficiencia.

e(M)~e, (}»)zKeXp(a]K3+a2?»2+a3}») @)
Obsérvese que eligiendo K convenientemente en (2) podemos hacer que 0 <, (A)<1, tal y como corresponde a una funcién

eficiencia. Para ajustar €, (1) a las razones de ramificacién obtenidas experimentalmente con su correspondiente error, 7, £G, ,
a partir de (1) y (2), tenemos que

e(h) _eay) - - -
r,to, :T}i) ~ % = exp[a1 (7»,3 —7»,3)+a2 (kkz -\ )+ a, (kk -, )] , (3)
donde £ =1, ... » indica la razén de ramificacién correspondiente. Y tomando logaritmos en (3),
log(r, 6, )~aq, (?»,f -x )+ a, (KAZ i} )+ a, (}»k X ) (4)

Por otro lado, sabiendo que en primer orden de aproximacién de Taylor, log (1 +x)~£x, resulta que

log(r, 6, )~logr, ii—",
k

de tal manera que (4) se puede escribir como
(&) ~ ~ ~
log (7, )ir_k ~ 4 (}‘: -N )+ @, (kf A )"’ a (}\’k - ) (5)
%

Dividiendo (5) por A, —Xk y definiendo

_ logn

pk' }\’k_}:ko

C, = Oy
K= ~\
rk(}\‘k_)\’k)
393 _ _
o, o }:"z}»,f+}»k2+kkkk,
}\’k_x‘k

B, :=7\.k+7:k,

\
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resulta que (5) se puede expresar como

Py £G, a0 +a,B, +a, . (0)

Por minimos cuadrados generalizados, Pena [6], la funcién que se debe minimizar es

2
F(al,az,a3)=z(”'°‘* +"ka ”‘3“’*] , 7
k=1 k

de tal manera que ha de cumplirse

OF OF OF ) _j ®)
Oa, Oa, Oa,

Para reducir el ajuste a dos pardmetros, podemos hacer uso de la tercera componente de (8), de tal manera que obtengamos
una relacién que ligue el parimetro 4, con los otros dos, 4, y 4,;:

8F:0 N 'Z’alak+a2[3k+a3—pk:0‘

6_"3 = S
Despejando,
a3:5_01a_a26, 9)

donde hemos utilizado la notacién

n

Zxk/glf

k=1

X == (10)

D/s;
k=1 .

Luego, la funcién que se debe minimizar, dada en (7), queda

F(a‘,az):i al((xk —(Y)"’az(gﬁk_ﬁ)_(pk_ﬁ) . (11)

Utilizando la notacién

X, = , (12)

podemos escribir (11) como

F(al’az):Z(aldk+az Sk_ﬁk)z' (13)
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Ahora bien, (13) se corresponde con una regresién lineal con dos variables explicativas, 0, y B,,

Py ®a,d, +a, BAk' (14)

Definiendo

X = (d;ﬁ):z N (15)

podemos expresar (14) en notacién vectorial de una forma mucho mds compacta:

pryd. (16)
El vector de pardmetros d@ se puede aproximar haciendo uso de la matriz pseudoinversa. Efectivamente, multiplicando (16)
por X y despejando
— 1 —
a~(x'x) x'p. (17)

Una vez aproximados los pardmetros «, y 4, con (17), podemos aproximar el pardmetro «, utilizando (9). Tras obtener los
pardmetros ,, 4, y 4, podemos calcular el pardmetro K dado en (2), normalizando la curva de ajuste €, (1) a la unidad en el

mdximo. La longitud de onda de méxima eficiencia A, viene dada por las condiciones

g‘lfit (}\’max ): O >
y
ef (A )<0

La condicién de normalizacién indica

Eﬁt (}\‘max ): 1 5
por tanto,
K= eXp (_al}\’jmx - aZ}\’nzmx - aS}\‘max . (1 8)

\
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Cabe senalar que los parimetros «, 4, y a, tienen dimensiones de L2, Ly L, respectivamente, y por tanto variardn segtin
la unidad elegida para la longitud de onda. La constante de normalizacién K es adimensional.

Representacién grifica de las razones de ramificacién

Para obtener una representacién gréfica de la bondad del ajuste, podemos calcular unos puntos auxiliares ¥, ¢ ¥, de tal
manera que la proporcién entre estos sea la razén de ramificacidn experimental 7, entre las longitudes de onda de dicha razén

de ramificacién, A, y M

Vi
-~ = . 21
5 (21)

N\
JN/k """"""""""""""""" h
€ | : € i 0‘)
C7% B A i
yk --------- 1 E
; N
A, A,

Figura 4. Representacion de las razones de ramificacion sobre la curva de ajuste.

De acuerdo con la figura 4, la posicién éptima de los puntos ¥, e ¥, es aquella en la que el residuo cuadrdtico con respecto

ala curva de ajuste ¢ P (k) se minimiza. Teniendo en cuenta (21), la funcién que se ha de minimizar es

G5 =[r e, )] +[ 5, ()]
~[Foni=e )] +[ e, (5]

2
Basta derivar e igualar a cero para obtener dichos puntos:

dG . &4 (Xk )+ hE 4 ()"k)
—=0 > 7 T E—
+7;

&, . (22)
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Una vez conocido J, a partir de (22), se puede calcular ¥, con (21). La relacién entre el error relativo de cada razén y el

error relativo de cada punto auxiliar es:

dy, dr,

- = & +1 _k:

i G+ 7

y, =£ dr, 23
p k )
Yk "

donde

: hE (}\.k) 2

) T € (}\‘k )+8ﬁt (}:k )_ H_rk2 ‘

Por tanto, a partir de (23) podemos aproximar el error cometido en la determinacién de los puntos ¥, e ¥, de la siguiente

manera:

o
Ayk ~ (&k +1)—kyk,
Ly

_ o, - (24)
Ay, ~E 3.
I
Bondad en el ajuste
Para determinar la bondad en el ajuste en (14) podemos utilizar el coeficiente de determinacién corregido, Pefia [6]:
1 . R
32(‘11“1( +a, B, _pk)
Ez =1- n—>3%
P 1 n . o 2
—2(0:-0) (25)
n k=1
~ IS
P=— pk 5
n =

También podemos cuantificar la bondad en el ajuste utilizando un coeficiente de determinacién entre los puntos ¥, ¢ ¥, y

la curva de ajuste €5 (}‘):

i[yk “Ep O‘k )T +[J~}k &€ (Xk )]2

R} =1-+
y n )
2(6-3 )y +(F-¥) (26)
_ 1 g -
y —EH Ve TV

\
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A diferencia del método de interpolacién-extrapolacién para representar la curva de eficiencia, el ajuste por minimos cuadrados
generalizados presenta la ventaja de ajustar todas las razones de ramificacién simultdneamente. Ademds, permite ponderar cada
una de las razones de ramificacién segin el error experimental dado en estas. En la figura 5 se presentan las curvas de ajuste
en escala logaritmica junto a los puntos dados por (21) y (22) y su error (24), obtenidas a partir de las razones de ramificacién
ofrecidas por diversos autores en la bibliografia (tabla 1). Se ha desarrollado un programa en MATHEMATICA para calcular
los pardmetros de ajuste segin (9), (17) y (18). En la tabla 2 se presentan estos pardmetros de ajuste para cada una de las curvas
de ajuste representadas en la figura 5. Se puede también observar en la tabla 2 que los coeficientes de determinacién definidos
en (25) y (26) dan un ajuste apreciablemente bueno para los datos obtenidos en [3], [4], [5] y [7].

Erie(2) & (A)
sk " @) Lo ®)
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o 0.010
. 0.005
o.10f '
600 300 1000 1200 14 600 300 1000 mo'! @
fﬁt('{) (C) &ne(d)
1.00f 2100
070}
0.50} S
030f 0.20
0.20f 010}
0.15F
0.05
0.10f
0.02
0.01F .
500 600 700 800 000 1000 1100 “ 400 600 800 1000 1200 “)

Figura 5. Curvas de eficiencia ajustadas por minimos cuadrados generalizados en escala logaritmica obtenidas a partir de los datos
ofrecidos por Martin et al. [7], Bastert et al. [3], Yang y Cunningham [4] y Sato et al. [5].

CONCLUSIONES

Se ha desarrollado un método de ajuste para determinar la curva de eficiencia de un sistema espectrométrico en funcién
de la longitud de onda (}) a partir de las razones de eficiencia entre diversas longitudes de onda. Las razones de eficiencia se
obtienen por el método de las razones de ramificacién (1). El método ofrecido en la literatura, Sato ez 4/. [5], de interpolacién
lineal para reconstruir la funcién de eficiencia a partir de las razones de eficiencia, presenta la desventaja de que depende
del modo en que se elijan las razones de eficiencia que deben encajarse. En cualquier caso, el método de interpolacién
lineal aplicado a diferentes sistemas espectrométricos en el margen espectral del ultravioleta de vacio (figura 3) sugiere que la
funcién eficiencia se ajusta a la exponencial de un polinomio cibico, siendo esta la funcién de ajuste que se ha tomado en el
ajuste propuesto (2). El método elegido presenta la ventaja de que todas las razones de eficiencia se ajustan simultdnea y no
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sucesivamente, como en el método de interpolacién lineal. Ademds, al utilizar minimos cuadrados generalizados (7) se tiene
en cuenta el error experimental de cada una de las razones, por lo que las razones con menor error tienen mds peso en el ajuste
y viceversa. La comparacién de los resultados obtenidos por interpolacién lineal y por el método propuesto (figuras 3 y 5)
sugiere que el método de interpolacién lineal es efectivamente una primera aproximacién a la funcién eficiencia. Por otro lado,
se ha desarrollado un método para visualizar c6mo encajarian las razones de ramificacién con su correspondiente error en la
curva de ajuste propuesta: (21), (22) y (24). Por tltimo, se ha comprobado que el ajuste propuesto es superior al 98% para
diversos autores encontrados en la bibliografia: [3], [4], [5] y [7].

Tabla 1. Razones de ramificacion para diversos autores.

A , -
Zk Razén de eficiencia 7, 0,

X" (A) Martin et al. (7] Yang y Cunningham [3] Bastert et al. [4] Sato et al. [5]

247,2

250,
463.7 0,25 £ 0,06

379,3

0,63 £ 0,0 0,21 +0,0
427.8 3+005 0,05

386,2

884.5 0,3+0,1

395,5
4349

0,83+ 0,33

469,8

0,69 + 0,1 0,50 + 0,11
521,8

481,6

0,91 + 0,18
515,5 ol

483,9

518.1 0,9+0,2

509,7

0,18 + 0,0
606 +0,03

525,8
597,8

0,54 + 0,07 0,33 + 0,04

538,1

0,82+ 0,19 0,72 + 0,04
580,8

ﬂ 0,6 0,01 1,4 0,2
600, 6 6320, 47 £0,29
616,5

0,74+ 0,22 0,70 + 0,01 0,58 + 0,07 1,82 £ 0,36
673,2

\
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Martin et al. [7]

Razén de eficiencia 7, 0,

Yang y Cunningham [3] Bastert et al. [4] Sato et al. [5]

0,98 + 0,22

0,98 £ 0,34

1,14+£0,2

1,29 + 0,16

5,6+ 1,4

1,65 £ 0,41

1,1 +£0,3

0,76 + 0,005 0,65+0,11 2,38 + 0,48

0,60 + 0,05

1,25 + 0,08 2,0+ 0,4

4,17 + 1,04

1,4 + 0,13

1,77 £ 0,30

1,6 + 0,08

3,70 + 1,11

9,63 + 0,61

1,8+0,14
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Tabla 2. Pardmetros de ajuste de las curvas de eficiencia en diversos autores.

Ref. a, (A a, (A?) a, (A K 2. A R, R,
(7] -3,999x10” 3,069x10° 3,424x10? 6,912x10 848,1 0,9586 0,9855
(3] 1,340x10° —4,871x10° 5,183x10* 3,556x10* 788,6 0,9426 0,9824
(4] 7,397x107 4,532x107 5,988x10 1,374x1071° 828,8 0,9951 0,9984
(5] 1,851x10°® —4,779x10° 3,269x10* 1,195x107% 470,8 0,9311 0,9896
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