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Soluciones viscosas para un sistema
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En este articulo se prueba la existencia y unicidad local para un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas cuasilineales comiinmente
llamadas leyes de conservaciéon usando el teorema del punto fijo, por
iltimo se aplica este resultado a los sistemas relacionados con: el sistema
de flujo cuadratico y el sistema de Le Roux, para los cuales encontramos
la existencia global por aplicacién del principio del maximo.
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In this article is proved the local existence and uniqueness for a system of
quasilinear parabolic partial differential equations using the fixed point
theorem, finally is applied this result to systems related to: Quadratic
Flux and Le Roux to get the global solution by application of maximum
principle.
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1 Introduction

Se considera el siguiente problema de Cauchy para el sistema cuasilineal
parabdlico:

u%—i_fl(ul? u27 Ty un’ xz, t)z+gl(u1a ’U,2, T un) xz, t) - Euylcxv

n 1 2 n 1 2 n _ n

ut—l—fn(u,u,~--,u,x,t)m—l—gn(u,u,---,u,as,t) = EUgy,
(1.1)
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con datos iniciales medibles acotados

ut(z, 0) = wj(z), -, u(z, 0) = ul(z), (1.2)
(@) < M, (@) <M.

Para el cual se prueba la existencia y unicidad de la solucién por
medio del teorema del punto fijo. La perturbacion parabdlica adherida
a la derecha(coeficiente de viscosidad) que aparece en (1.1), es parte del
método estandar conocido como método de viscosidad, utilizado para
obtener la solucion débil del sistema de leyes de conservacion asocia-
do a (1.1). El teorema de existencia y unicidad del sistema cuasilineal
parabdlico sin funciones fuentes se encuentra en [3, 4]; el desarrollo aqui
expuesto amplia el trabajo hecho en [1, 2] pues se consideran funciones
fuentes més generales.

2 Solucién viscosa de leyes de conservacion con
fuente

Teorema 2.1. (a) Supongamos que g; son funciones localmente Lip-
schitz para (u',u?, ---,u"), acotadas y continuas para (v,t) en R x
[0,4) y fi € CY(R") parai = 1,--- ,n. Entonces el problema de
Cauchy (1.1), (1.3) tiene tnica solucién (u'¢(z,t),--- ,u"(x,t)) €
C>®(R x (0,79)) para 19 pequeno el cual depende solo de la norma L
de los datos iniciales y,

|u1€(a:, O <2M, - [u(z, t)] <2M,V(z, t) € R x [0, 70) ;
(b) Ademaés, si la solucién (u'¢,---  u"®) tiene estimaciones a priori
|u's(x, t)||pee < M(T), -, [[u"(z, )|z < M(T),Vt € [0, T] (2.1)
entonces la solucién (u'é,--- ,u™) existe sobre R x [0, T).

Particularmente si existe N > 0 tal que

[u'® (@, )| Loorx(o,00) < N o, 0" (@, D)l zoorx(000) S N, (2:2)

entonces la solucién (u'¢(x,t),--- ,u"(z,t)) existe sobre R x (0, 00).
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Demostracién. (a) El problema de Cauchy (1.1)—(1.3) es equivalente
al siguiente sistema de ecuaciones integrales

u'(, 1) :/_OO up(€) Gz — &, t) d¢
+/0 /_00 Fiu (€, 7)o uE 7)) Gelm — &, t — ) dédr

- /Ot /_C;oo gi(ul(‘fa 7—)7 T un(g’ 7_)7 §> T)
x Glx =& t—7)dEdr,

i=1,---,n, donde

1 22
G(z, t) = \/me_zfst .

Consideremos un espacio de Banach B y un conjunto B, convexo y aco-
tado, definido para todo 7 > 0 por:

B = {(ul(z, t),‘--- ,u(x, b))
u'(z,t) €e CCR x (0, 7)) NLCR x [0, 7])},

con la norma definida por

H(Ula Ne = Z [w HLOO Rx[0,7]) 5

B, = {(ul(:L’7 t), -+, u(x, 1)) :
ui(xv t) € COO(R X (07 7—))’ |’uz($’ t)HLOO(RX[O,T]) < 2M}7

Ahora definamos un operador T sobre B,

T(ul, c ) = (Tl(ul, R T RERE ,Tn(ul, c,u)),
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Ti(ul, e un)
- / Wh(€) Gla — €, 1) de

+/Ot/_z fl(u1(£7 7-)7 T U"(ﬁ, T))Gg(m_g, t_T)dng

t )
—/0/ gi(u (&, 1), -, u(E, T), £, T) Gz — €, t — T) dEdr,

i = 1,---,n. Probaremos que existe 7, > 0 tal que para cualquier
(ut, -+ ,u™) € By, T(ul, -+ ,u") € B, y que es una contraccion.
Sean (ul,---,u™),(ul, -+ ,ut), (ud, -+ ,ul) € B;. Puesto que las

funciones f;, g; son continuas, las funciones g; son acotadas para (z,t) y
las funciones u* son acotadas por estar en B, existe K constante positiva
tal que:

)

[fiut, o ™) K
K,

‘gi(ulv T un’ .T,t)|

VANVA

ademads, existe una constante L > 0 para la cual se tiene

| filug, -+ u) = filug, -, uf)|

< L(jud —ud| + -+ |ul —ul)), (2.3a)
lgi(ug, -+ uy, x,t) — gi(ug, - uf, z,t)|

< L(luy —wf|+ -+ [uf —uf]). (2.3b)

De lo anterior y considerando que

/ Gz, t)de = 1,
t oo t
| ] Ga = e=niayar = 2/ (2.4)

tenemos que
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’E(ul7 ’un)‘
< [ Wh©II6t - & lae
t oo
[ et - -l der
+/0t/_z lgi(u' (&, 7), - u(E, 1), € T |Glz — €, t —7)|dédr
<

[e’s) t 0
M/Oo |G(x—§,t)|d§+K/O/oo |Ge(x — &, t —7)|dEdr

+K/Ot/: Gla— €, — 7)) dedr

t
< M+42K | —+Kt,
e

i =1,---,n. De manera similar, teniendo en cuenta las desigualdades
(2.3a),(2.3b), para i =1, -- ,n, obtenemos

t
< (“\/m +Lt> (e = wblloe + - — )

Por lo tanto,

HT’L(uév R Ug) - j—;(uiu ) u?)HLOO

.
< (20424 07) Qb =l oo ),

ahora si se suma de 1 hasta n se tiene que,

HT(U%’ R ug) - T(u%? T u?)HB
n

= > |Ti(ug, - uf) = Ti(ug, -, uf)| g
i=1

.

< (2L\/>+LT> (hid = e + - + = | o)
T

- ”(“\/:ﬁ“) I(ub, - ul) = (ub, - u)| s

3
o™
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Si escogemos un 7y > 0 tal que

oK /2 +Kn < M,
e
n <2L TO—I—LT@) < 1,
\ me
entonces T(ul, ---,u") € By, y es un contraccién, por tanto existe un
tnico (u'¢,--- ,u") € By tal que T(u'®, .-+ u™) = (u®¢,---  u™).
De donde el problema de Cauchy (1.1)-(1.3) tiene tnica solucién
(uls, - ,u") € C°(R x (0,79)) ¥
‘ula(:c, t)‘ <2M, -, |u™(x, )] <2M,V(z, t) e Rx [0, 19) .

Ahora verifiquemos (b). Si la Solucién tiene una estimacién a priori

W= (2, )| < M(T), -+, [u"(, t)| < M(T), Vt € [0, T],

entonces

|ug ()] < M(T), -, [uf(x)| < M(T).
Asi de la parte (a), existe 7 > 0 el cual depende sélo de M(T) tal
que la solucién (u'e,--- ,u") existe en R x [0, 7] y
‘ula(ﬂc, )| <2M(T), -, [u"(z, t)] <2M(T),Vt € [0, 7] .

Debido a las estimaciones a priori (2.1), tenemos que

|u15(aj, 7')’ <M(T), -, |Ju"(z, 7)] < M(T).

Si consideramos 7 como el tiempo inicial, un procedimiento igual
muestra que la solucién existe en R x [7,27] y

|u'(z, t)| <2M(T), -, [u"(z, t)| < 2M(T), V(z, t) € [1, 27] .

De esto tenemos que
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|u15(m, 27’)‘ <M(T), -, |u"(z, 27)| < M(T).

Haciendo el mismo procedimiento, se puede ver que el tiempo local 7
puede ser extendido a T' ya que el tiempo depende solamente de M (7).
En particular, si la solucién tiene estimaciones a priori (2.2), entonces
por el anélisis anterior la solucién existe en R x [0, 00) o

3 Estimaciones a priori

El resultado anterior serd aplicado a dos sistemas relacionados con el
sistema de Flujo cuadratico y el sistema Le Roux, para los cuales bus-
caremos estimaciones a priori para expandir la solucién local.

3.1 Lemas auxiliares

Lema 3.1. Sea v*(x,t) una funcién con derivadas continuas vy, vyz, vt,
en R x (0,7), que da solucién al problema de Cauchy

v(x, 0) =vo(z) > >0, 8:1)

{vt + (vf(u, v)g + g(u, v, T, t) = €Vyy
donde f(u,v) € C*(R?), g(u,v,z,t) es localmente Lipschitz para u,v
y g(u,v,z,t) = vh(u,v,z,t), h(u,v,z,t) es una funcién continua para
(u,v) € R?, acotada y continua para (x,t) € R x [0,00). Si |u(z,t)] <
M(e,6,t), |v°(z,t)] < M(g,d,t), sobre R x [0,T], entonces v(x,t) >
c(t,d0,e) > 0 sobre R x [0, 7], donde ¢(t, d, &) puede tender a cero cuando
0, ¢ tienden a cero o t tiende a infinito.

Demostracién. Haciendo la sustituciéon w = logv la ecuacién (3.1) se
transforma en

wy + f(U, U) Wy + f(uv U)ac + h(ua v, T, t) = (wacac + wi) ’ (3'2)

entonces

fu, v)
2e

f*(u,v)
T 4e

2
Wy = € Wyy + € <wx— > — fu, v)y — h(u, v, z, t).
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La solucién w de (3.2) con dato inicial wo(x) = log(ve(z)) puede ser
1 (z—y)? ):

representada por una funcién de Green G(x —y,t) = mea:p(— =

v - /_°° Gla — &, ) wol€) de

+/0t /Z [E (wx B f(;éév)>2 — flu, v)y — f2(4u€’”)

—h(u, v, &, 3)] Glx—¢& t—s)déds.  (3.3)

Considerando (2.4) tenemos que,

w > /_OO Gz — & t)wo(§) dE

xG(x—§& t—s)dEds
- [ Ga-cou@a

+/Ot/_z fu, v) Ge(z — &, t — 5)d€ds
_/t/OO <fQ(“’U)+h(u, ’U,g, S)> G('r_fat_é’)dfds
0 J-oo 4e

> log(é)—QMwig—MltZ—C(t, J, €) > —00,
T

de donde v°(z,t) tiene una cota inferior positiva c(t, d, €)

o

Lema 3.2. Supongamos que u(z,t) es una solucién de la ecuacién para-
bélica

ug + a(u, z, t)uy + g(u, x, t) = Ugy , (3.4)
y |u(z,0)| < M, donde |g(u,z,t)] < Clu|+ C, C,C > 0y a(u,,t) es

localmente acotada. Entonces para todo T > 0, existe M (T') > 0 tal que
|u(x,t)| < M(T) sobre R x [0, T].



Bol. Mat. 16(2), 167183 (2009) 175

Corolario 3.3. Supongamos que u(x,t) > (<)0 satisface

ur + a(u, z, t)uy + g(u, z, t) < (>) ugy ,

y |u(z,0)] < M, g(u,z,t) > (<)Cu + C donde C,C € Ry a(u,,t) es
localmente acotada. Entonces para todo T' > 0, existe M (T) > 0 tal que
u(x,t) < M(T)(u(xz,t) > —M(T)) sobre R x [0,T].

3.2 Sistema de flujo cuadratico con fuente

Consideremos el problema de Cauchy relacionado a la ley de conservacion
de flujo cuadratico con fuente regularizada:

1
up + 3 (3u2 —l—v2)x + g1(u,v,x,t) = € Ugy ,

(3.5)
v + (’Uﬂj)m +92(u) v, X, t) = EVgg
con datos iniciales medibles acotados
u(z, 0) = wug(z),
v(xz,0) = wvo(z) >0, (3.6)

donde g1 (u,v,z,t) y g2(u, v, x,t) son funciones continuas localmente Lip-
schitz respecto a u, v, acotadas y continuas para x,t. La solucion local
estd garantizada por el teorema 2.1, es decir la solucién (u®,v®) al pro-
blema (3.5)-(3.6), es de clase C*°(R x (0,7)) y ademas |u®(x,t)| < 2M y
|ve(x,t)| < 2M, ahora busquemos los estimativos a priori.

Sean U = (u,v)”, F' el mapeo de R? en R? definido por:

3 1
F:(u,v)— <2u2—|—2v2,uv> ,

v G el mapeo de R* en R? definido por

G: (U,U,l',t) — (gl(ua v, X, t)v 92(u7 v, X, t))Ta

entonces (3.5) se convierte en

U+dFU,+G=cAU, (3.7)
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donde

82
dF:<3u ”), A:<ax2 ;),
voou 0 2
Calculos simples muestran que los valores propios de la matriz dF
son

A= 2u—51/2,

)\2 = 2U+Sl/2,

donde s = u? + v? y los invariantes de Riemann del sistema (3.5) son
funciones w(u,v) y z(u,v) que satisfacen las ecuaciones

wy(s'? —u) —vw, = 0,
zu(sV?+u)+vz, = 0,

La solucién a estas ecuaciones es:

wu, v) = u+s'?,
2(u,v) = u—s'?.

Proposicién 3.4. Supongamos que gi(u, v, z,t), g2(u,v, z,t) satisfacen

Wy g1 +wyg2 > Crw+ Co,
2ugit2ge < C3z+ Cy; (3.8)

donde C1,C5,Cs,Cy € Ry go(u, v, 2,t) = vh(u,v,x,t), donde h(u,v,z,t)
es una funcién continua para (u,v), acotada y continua para (x,t), en-
tonces el problema de Cauchy (3.5)-(3.6) tiene tnica solucién
(uf(x,t),v°(z,t)) y satisface que para todo T > 0, |u®(z,t)] < M(T),
0 < cle,t) < v¥(x,t) < M(T) sobre R x [0,T], donde M(T) es una
constante positiva la cual es independiente de ¢, ¢(e,t) es una funcién
positiva, la cual puede tender a cero cuando ¢ tiende a cero o t tiende a
infinito.

Demostraciéon. Haciendo calculos simples tenemos que
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1+ u v U2 uv U2

Wy, = Wy = Wyy = 35 Wy = ——3 5, Wyv = —37%

Vs’ Vs’ 52 52 52
u ’U2 uv 'LL2

Multiplicando (3.7) por la izquierda con Vw y teniendo en cuenta
que VwdF = A\Vw(ver [4]), obtenemos que

wy + Ao wy + (wugl +wv92) = EWgy
—& (wyy ui 4+ 2 Wy Uz Vg + Wep vi) ;

de manera similar, se tiene que,

2t + A1 2o + (20 91 + 20 G2) :fszm—a(zuuui+2zuvuxvx+zwvfc).

Considerando el dltimo término de las dos tltimas ecuaciones, pode-

mos ver que

1
2 2 2
Wy Wy + 2 Wy Uy Vg + Wepp Uy = =] (Vug —uvg)” >0,
2 2 1 2
Zyy Uy + 2 Zyp Uz Vg + Zpp Uy = —783/2(Uu$—uvx) <0.

Teniendo en cuenta lo anterior y las desigualdades (3.8) tenemos que

wt+)\2wx+C1’w+C2 EWgy

<
2+ M2z +C324+Cy > €2y (3.9)

Si consideramos (3.9) como desigualdades en las variables w y z y apli-
camos el corolario 3.3 obtenemos w(u®,v*) < N(T), z(u®,v%) > —N(T)
sobre R x [0,7], donde N(T') es independiente de ¢ y T es cualquier
ntmero real positivo. De acuerdo a esto podemos encontrar un M (7") > 0
tal que |u®(x,t)] < M(T), |v¢(x,t)| < M(T) sobre R x [0,7] y en vista
del lema 3.1 tenemos que 0 < c(e,t) < ve(x,t) < M(T).

i

Nota 1. Se puede ver que existen funciones g; y g2 que satisfacen la
condicién (3.8) por ejemplo:



178 M. Cerdn, Soluciones viscosas

gl(u7 v, T, t) = V u? + v? ¢1($> t)v
v

t) = 7 t
92(u7 v, T, ) 02+u2_’_1¢2('x7 )7

donde ¢;(x,t) son continuas y |¢;(x,t)| < K;, para (z,t) € R x [0,00),
K;>0,i=1,2.
De hecho teniendo en cuenta que

u v
U
|ZU|:1_75§27 20| = wal .-
w >0, 2 <0.
Obtenemos:

gw, = (Vu+ 02 (x,t)) <1+\;‘§>:¢1w2_;{1w,

v U2

\/§> TV 2 U+ 1)

De donde wyg1 + wyge > —Kiw — Ko.

g2 Wy = (U h(“’a v, T, t)) ( ¢2 > _K2 .

G = (Va2 + o2z, b)) (1 - \2) = —p12< Kz,
g2 = (hiu, v,z 1)) (-\2)

U2

= — < K>.
\/v2+u2(v2+u2+1)¢2_ 2

Por lo tanto z,g1 + 292 < —Ki12z + Ka.

3.3 Sistema Le Roux con fuente

Consideremos el problema de Cauchy relacionado a el sistema de Le Roux
con fuente regularizado:

{ut—l—(u2—|—v)x+f(u, v, T, t) = EUgyx (310)

v+ (wv)z + g(u, v, T, 1) = € vy,
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con datos iniciales medibles acotados

u(z, 0) = wo(x)
v(z, 0) = wvo(z) >0, (3.11)

donde f(u,v,x,t)y g(u,v,z,t) son funciones continuas localmente Lip-
schitz respecto a u, v, acotadas y continuas para z,t. La solucién local
estd garantizada por el teorema 2.1, es decir la solucién (u®,v¢) al pro-
blema (3.10)-(3.11), es de clase C*°(R x (0, 7)) y ademés |u®(z,t)| < 2M
y |v%(z,t)| < 2M, ahora busquemos los estimativos a priori.

Sea U = (u,v)T y F el mapeo de R? en R? definido por:

F:(u,v) — (u® +v, uv),

v G el mapeo de R* en R? definido por

G : (’LL, v, T, t) — (f(ua v, T, t)a g(uv v, T, t))Ta

entonces (3.10) se convierte en

Uy +dFU, +G = e AU,,, (3.12)

donde

9%
dF:<u 1>, A:<8x 5902>
vou 0 2
Calculos simples muestran que los valores propios de la matriz dF
son

1
)\1 = 5(3U—D),

1
Ay = 5(3u—|—D);

donde D = vu? + 4v y los invariantes de Riemann del sistema (3.10) son
funciones w(u,v) y z(u,v) que satisfacen las ecuaciones
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u+ D

u 2 v = 07
u—D

Zu — 5 z, = 0

u+ D,

z(u,v) = u—D,

Proposicién 3.5. Supongamos que f(u,v,z,t), g(u,v,z,t) satisfacen

Wy [+ wy g
2 f+ 209

CllU“‘CQa

>
< C3Z+C4a

donde C1,C5,C5,Cy € Ry g(u,v,x,t) = vh(u,v,z,t), donde h(u,v,z,t)
es una funcién continua para (u,v), acotada y continua para (z,t), en-
tonces el problema de Cauchy (3.10)—(3.11) tiene tnica solucién
(u®(x,t),v(z,t)) y satisface que para todo T > 0, |[u®(z,t)] < M(T),
0 < c(e,t) < vo(x,t) < M(T) sobre R x [0,T], donde M(T) es una
constante positiva la cual es independiente de ¢, ¢(g,t) es una funcién

positiva, la cual puede tender a cero cuando ¢ tiende a cero o t tiende a
infinito.

Demostraciéon. Haciendo calculos simples tenemos que

u 2 4v 2u 4

ﬁawuv:_ﬁawvv:_ﬁ;
4o 2u 4

Tp3 e T i T pu

Multiplicando (3.12) por la izquierda con Vw y teniendo en cuenta
que VwdF = AsVw obtenemos:
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wi + Ao Wy + (wy, f 4 wy g)
= 6wm—5(wuuui+2wmumvx—l—wwvi)
v o 2u 4 4
= EWgy — € ﬁux—ﬁuxvm—ﬁvx

%((D+u)ux—|—2vz)((D—U)Ux_va)

€ U 2 U 2

g
= EWgg — &= Wg 2z,

D

= EWgx —

de manera similar, se tiene que,

Zt+/\lz$+(zuf+zvg) = 5Zza:_5(zuuu?g+2zuvuxvsc+zvvvz>

€
= EZypt+ —= Wyx 2y .

D
Ahora de (3.13) tenemos que

€
fwt—l—(/\g—i-ﬁzz) we +CLw+Cy < W,

2zt + (M — %wz) 20 +Cs24+Cy > €2gp.
Si consideramos (3.13) como desigualdades en las variables w y z
y aplicamos el corolario 3.3 obtenemos w(u®,v®) < N(T), z(u®,v®) >
—N(T) sobre R x [0,T], donde N(T) es independiente de ¢ y T es
cualquier niimero real positivo. De acuerdo a esto podemos encontrar un
M(T) > 0 tal que |uf(z,t)| < M(T), |v°(z,t)] < M(T) sobre R x [0,T]
y en vista del lema 3.1 tenemos que 0 < c(e,t) < v*(z,t) < M(T).

Nota 2. Se puede ver que existen funciones f y g que satisfacen la
condicién (3.13) por ejemplo:

flu, v,z t) = Va2 4t Lo, 1),
2

e ¢2($7 t) )

s Uy >t "9 . 9 41
glw v 2.8 = AT

donde ¢;(x,t) son continuas y |¢;(x,t)| < K;, para (z,t) € R x [0,00),
K; > 0,i=1,2. De hecho teniendo en cuenta que
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u 2
|wu\:1+5§2, ’wv|:5>
U
|zu|:1_7§27 |ZU|:|wu|a
D
w >0, 2<0.
Obtenemos:
fwe = (Vi + 40+ 161z, 1) (1+%)
> K, (1+%) (Vu2 + 4o+ 1)
2 _Klw_2K17
2
gu, = (bt o) (5)
_ 2uv? é
Vu? +dv(v? +u?+1) 2
U v?
= 2 2 2 d)Q
Vu? + 4o (v +u? +1)
> —2K5.

de donde wy, f + wyg > —Kjw — 2(K; + K3).

(Vu?+4v+1¢1(x, t)) (1 - E)

D
Ky <1—%> (Vu2 440+ 1)

—Kiz+2Ky,
2
v h sy Uy 7t Y
sor = (ohtu v o) (-5)

2uv? 4
Vu? +4do(v? +u? 4+ 1) ?

u 1)2

= -2
N EwTACERE RS A

< 2K,5.
de donde z, f + 2p9 < — K1z + 2(K; + K2).

[ 2u

IN A
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