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ABSTRACT 
In this communication, a critical bibliographical survey on discrete least squares (LS) presentation is firstly made, and 
especially of data fitting (DF).  
Afterwards, to help to overcome part of the limitations and deficiencies that were shown in the bibliography, a formal 
presentation of generalized least squares (GLS, in general non linear by default) is made, and very especially of DF for vector 
valued functions (VVF); the corresponding non linear system of equations, extension of the well known normal equations, is 
derived.  From there, some particular cases are obtained, for example, when the function is real valued, and when the 
approximation is linear.  This second example is just linear generalized least squares (LGLS).  
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RESUMEN       
En esta comunicación se hace, primeramente, una revisión crítica de cómo se presenta el tema de mínimos cuadrados (MC, se 
sobrentiende discretos) en la bibliografía existente, y en particular, del ajuste de datos (AD). 
Posteriormente, para contribuir a superar parte de las limitaciones y deficiencias señaladas en la revisión bibliográfica, se hace 
una exposición formal del problema de mínimos cuadrados generalizados (MCG, se sobrentiende no lineales en general), y muy 
en especial del AD para funciones vectoriales (FV); se deduce el sistema no lineal de ecuaciones correspondiente, extensión del 
conocido sistema de ecuaciones normales.  A partir de ahí se deducen algunos casos particulares, entre ellos, cuando la función 
toma valores reales, y cuando la función de aproximación es lineal, o sea mínimos cuadrados generalizados lineales (MCGL). 
 

1. INTRODUCCION. UNA REVISIÓN BIBLIOGRÁFICA CRÍTICA SOBRE MÍNIMOS 
CUADRADOS  

 
Por su importancia, los MC son tratados con gran frecuencia en numerosas publicaciones científicas y técnicas.  
Es necesario señalar que el problema de MC es conocido bajo diferentes nombres en varias ramas; por 
ejemplo, en Estadística se le llama análisis de regresión, y en Ingeniería, estimación de parámetros, filtraje o 
identificación de procesos. 
 
De acuerdo con los objetivos de la presente investigación, resulta conveniente hacer – en primer lugar – una 
revisión crítica de diferentes presentaciones de este tema, y específicamente sobre AD.  Dentro de la 
bibliografía existente, se consultaron no menos de 140 publicaciones (vea  9). 
 
Primeramente nos referiremos al problema de AD mediante MCP, después se aborda MCG para funciones que 
toman valores escalares, y posteriormente MCG para FV, culminando de esta manera con  el caso general en 
que se quieran aproximar funciones 

 qpf ℜ→ℜ: , 1≥p , 1≥q .                                             (1.1) 
A partir de toda esta panorámica se destacan las limitaciones de los enfoques en las publicaciones, incluyendo 
un breve ejemplo práctico para resaltar dichas insuficiencias. 
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El software existente sobre MCG será analizado en una publicación posterior. 
 
 1.1.Ajuste de datos mediante mínimos cuadrados ponderados 
 
Aquí podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 1=q  . 
 
En particular, el caso lineal es clásico dentro del Análisis Numérico,  no presenta dificultades (desde el punto 
de vista teórico), y existen programas para computadoras que lo resuelven.  Es abundante la bibliografía donde 
el problema de MC se trata a lo sumo con ese enfoque, pero tomando 1=p ; véase por ejemplo las obras de 
Berezin [1971], Gautschi [1997], Gill et al [1990], González [1983], Guerra et al [1987], Isaacson y Keller 
[1971], Kincaid et al [1995], Ralston [1965], Sastre [1988] y Volkov [1990]; en la inmensa mayoría de los 
casos se considera la función de peso como la constante 1, lo que lo convierte en un problema de mínimos 
cuadrados ordinarios (MCO). 
 
Específicamente González y Guerra sólo consideran ajustes mediante rectas, e Isaacson y Keller  mediante 
polinomios y polinomios trigonométricos. 
 
Otros casos más generales son menos estudiados: 
 
1. El caso no lineal  no aparece tratado con tanta frecuencia en la bibliografía: 
Aquí incluiremos las publicaciones de Tellinghuisen [2005] y Rufino et al [2005]. 
Un clásico como Forsythe et al [1972] hace una breve incursión cuando 1=p  y señala que se limitará a la 
aproximación de funciones de una variable real, ya que la teoría de la aproximación de funciones de varias  
variables no está bien desarrollada.  Carleton parte de que 1=p .  Se considera fundamentalmente el caso  
lineal, pues el no lineal apenas se estudia. Koroliuk [1981] se limita a formular el problema. Es interesante  
señalar que Bolshakov [1989] en caso necesario linealiza el problema mediante serie de Taylor.  Raíces [1986]  
considera de manera restringida el orden de la aproximación, aunque posteriormente sí hace el desarrollo 
 general para deducir el sistema no lineal de ecuaciones que hay que resolver.  El libro de Motulski y  
Christopoulos [2003] está orientado a los investigadores y es muy práctico; la regresión múltiple sólo la trata  
ligeramente. En Mahata [2003] se exploran propiedades estadísticas asintóticas de los estimados obtenidos  
mediante mínimos cuadrados no lineales separables. 
 
2. El caso lineal 1≥p , naturalmente aparece más tratado, pero sin la suficiente generalidad y sistematización: 
 Forsythe et al casi sólo menciona la regresión múltiple y no profundiza en ella.  En Linares [1986] y Suárez 
 [1988] aparecen algunos casos de aproximación lineal multivariada, pero esto no se enfoca deductivamente a  
partir de una aproximación lineal general (con p  variables independientes).  Cué, Castell,  [1987], Cué et al  
[1985] aunque consideran funciones de regresión más generales que los dos autores anteriores, tampoco las  
enfocan como casos particulares de aproximación lineal  general.      
 En Tamayo [1984] sí aparece un análisis bastante general de este caso, pero no se dice   explícitamente que se  
trabaja con funciones de pℜ en ℜ , ni se expresa la matriz del sistema de ecuaciones normales en términos de  
los productos escalares generalizados a este tipo de funciones.  Tampoco se estudian las propiedades de dicho  
sistema de ecuaciones lineales. Keller [2002] y Stanford [2000] tratan el caso particular de MCO, a partir  
directamente de los elementos de la matriz del sistema sobredeterminado, y por tanto no necesitan tomar en 
 cuenta a p . Hager [1988], Koroliuk [1981], Lawson [1995] y Wilkinson [1971] también consideran MCO,  
pero sin hacer referencia explícita alguna a función empírica.  Entonces, como primera conclusión, podemos  
afirmar que la mayor parte de la bibliografía sobre el tema aborda MCO o MCP, pero inclusive dentro de cada  
variante, no se hace un análisis lo suficientemente general.  La abundancia de información sobre esos tópicos  
específicamente, se justifica en parte por el hecho que son los más sencillos y donde los métodos  
computacionales son más eficientes. 
 
1.2. Ajuste de datos mediante mínimos cuadrados generalizados 
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Según Schwetlick [1991], “la estimación no lineal de parámetros es tanto interesante matemáticamente como 
útil en la práctica, y muchos resultados nuevos pueden esperarse en el futuro.” 
 
En CAC-2002 se dice que “Aunque la incertidumbre en las mediciones es parte esencial de las mediciones 
químicas, la mayoría de los métodos multivariados de calibración ignoran este factor importante, al suponer 
implícitamente error uniforme no correlacionado o intentar acomodar el comportamiento del error durante el 
pre-procesamiento rutinario.”   
 
Smith [1993] afirma: 
 “…, existen formulaciones de este método (mínimos cuadrados) más avanzadas y menos frecuentemente 
consideradas que merecen tomarse en cuenta. Estas ofrecen posibilidades para la manipulación y utilización de 
datos, que en general no son apreciadas adecuadamente por la comunidad científica. En particular, es posible 
considerar problemas no lineales, incluir datos ponderados y correlacionados, permitir la existencia de 
información previa acerca de los parámetros buscados,…” 
 
A partir de la lectura de los párrafos anteriores, resulta comprensible que haya relativamente muchas menos 
publicaciones sobre MCG (como dijimos, se sobrentiende no lineales en general).   
 
Según Reilly [1998] hasta el momento no existe una definición universal de MCG.  En su opinión, podría 
interpretarse como una extensión de la aplicación de los MC a un problema más general que el caso más 
sencillo en que los errores tienen media constante, varianza constante y no están correlacionados, en otras 
palabras, una extensión hacia lo que ocurre en la realidad. 
 
Esa falta de definición universal de MCG constituye una de las dificultades para la realización de esta 
investigación.   
 
No obstante, posteriormente daremos una definición rigurosa de MCG. 
 
En Arras [2003] se hace una aplicación de los MC. Con respecto a los MCG, sólo se menciona su utilización, 
sin incursionar en los detalles matemáticos. Dicha aplicación está orientada al campo de la Robótica y en la 
misma se utilizan coordenadas polares para obtener finalmente fórmulas cerradas de los valores de los 
parámetros óptimos. Por tanto, su enfoque difiere del de esta comunicación. No se menciona explícitamente 
ningún software específico para resolver los problemas numéricos. 
 
En general, las publicaciones incluidas en este grupo consideran MCG, pero no trabajan con FV, pues 
consideran 1=q . Además, la mayoría considera aproximaciones lineales (MCGL), y en algunos casos se 
incluye una breve nota para no lineales. 
 
1.3. Caso de MCG 
 
Aquí podemos incluir a Marsily et al [2000], y Davidson y MacKinnon [1999]. IAEA [2003] hace sólo una 
referencia a los MCG.Milton et al [2006] constituye una aplicación de los MCG a un problema de calibración. 
Bultheel et al [2001] construyen una matriz de pesos que es diagonal por bloques. Madsen y Nielsen [2005] 
hacen sólo una breve incursión a los MCG a partir de propiedades de la matriz de varianza y covarianza; 
posteriormente incluyen la restricción que la misma tiene que ser definida positiva. La función de 
aproximación puede ser no lineal, y en este caso se utilizan algoritmos del tipo Gauss-Newton, basados en 
linealizaciones sucesivas. No se mencionan funciones vectoriales empíricas.  En Eisenberg y McLaughlin 
[2001] el procedimiento para la estimación está basado en un enfoque bayesiano de los MCG. Los parámetros 
y estados estimados son considerados funciones aleatorias del espacio y/o del tiempo con distribuciones 
previas o esperadas. 
Similarmente, tanto en IAEA [2007] como en Smith [1993] se explican los fundamentos del método de MC 
desde ese mismo punto de vista; en ambas se utiliza un modelo que ha sido linealizado. En Smith aparece un 
programa para MCG2. 
 
                                                           
2 En una futura publicación, se comentará más al respecto. 
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1.4. Caso de MCGL 
 
La tesis de Van Donkelaar [2000] (un enfoque flexible de la parametrización lineal) utiliza un procedimiento 
similar al de los MCG.  IAEA [2004] y Thisted [1988] estudian los MCGL para 1=q  . Safi y White [2006] 
hacen una comparación entre MCO y MCG, ambos lineales; no consideran funciones vectoriales empíricas.  
García [1995] los trata muy brevemente utilizando función experimental; similarmente Nathan [2002], pero 
con mayor amplitud.  Chatterjee y Hadi [2006] en un capítulo especial tratan el caso en que los errores están 
correlacionados, pero los datos que se ajustan son escalares y esto se hace mediante modelos lineales. En 
Hengl [2007] sólo se hace referencia a los MCG lineales, y aún así se plantea que “…Ningún sistema GIS 
(Geographical Information System) incluye todo acerca de modelos generalizados lineales,...” Hart y Matt 
[1996] tiene una breve nota al respecto.  El software al cual hace referencia es para MCO lineales, por lo que 
habría que reformular el problema previamente.  En Ngo [2006], la estimación de los parámetros desconocidos 
se realiza utilizando el método estándar de máxima verosimilitud. Se consideran funciones vectoriales, pero 
mediante un modelo lineal, siendo independientes las mediciones de diferentes individuos. Además, se exige 
que la matriz de covarianza de cada individuo (correspondiente a mediciones repetidas) sea definida positiva.     
Desde el punto de vista conceptual, Lindegren [2006] considera que en los MC no lineales la matriz de 
covarianza es diagonal y que los MCG son lineales. Robison-Cox [1998] y Ripley [1998] no toman en cuenta 
que la matriz V de varianza y covarianza pudiera ser singular. Tanto Hengl et al [2004] como Qin [2006] se 
refieren a los MCG lineales considerando la expresión matricial del vector óptimo de parámetros, donde se 
exige que la matriz de covarianza sea no singular; no se utilizan funciones vectoriales. A manera de resumen, 
en general las publicaciones incluidas en este subepígrafe consideran MCG, pero no trabajan con FV. Además, 
la mayoría  se refiere a  aproximaciones lineales, y en algunos casos se incluye una breve nota para no lineales. 
 
 1.5. Ajuste de datos mediante mínimos cuadrados generalizados para funciones vectoriales  
 
Continuando con este orden descendente en abundancia bibliográfica, llegamos al extremo cuando queremos 
incursionar en AD mediante MCG para FV (abreviadamente AD_MCG_FV, principal objetivo nuestro), sobre 
todo cuando buscamos una  formulación de este problema. 
 
Existen aplicaciones donde es necesario trabajar con funciones f del tipo (1.1).  Podría pensarse en la 

descomposición de f  en funciones qLf p
L ,,1,: K=ℜ→ℜ  (cada L  denota una característica distinta) 

para analizar cada Lf  independientemente (de manera univariada con respecto a las variables dependientes).  
Sin embargo, este principio no es directamente aplicable a los MCG, por las correlaciones existentes entre las 
distintas características. 
 
Nota: De ahora en adelante, cuando hablemos de característica, se sobreentiende que es con respecto a las 
variables dependientes. 
 
Hagamos también aquí una incursión a las publicaciones relacionadas con este tópico: 

En Carpenter y Kenward [2007] se hace brevemente una aplicación de los MCG al análisis multivariado.    
Sobre series de tiempo: En su caso más complejo, las series de tiempo permiten la modelación simultánea de 
múltiples series dependientes.  Este problema es al mismo tiempo poco frecuente y costoso, por lo que resulta 
natural desarrollar métodos para contribuir a automatizar el proceso (Forecasting [1997, (2)]).  (La citada 
publicación no añade nada más sobre este caso múltiple).  Pourahmadi [2002] trata algo sobre series de tiempo, 
pero con modelos lineales.  Gallant [2000] supuestamente formula el problema de MCG a partir de una suma 
de formas cuadráticas, y no de una forma cuadrática, como haremos nosotros.  En realidad, la formulación 
corresponde al AD_MCG_FV y no al problema general de MCG.  Después brevemente sólo da una idea 
introductoria de cómo se podrían deducir las propiedades principales.  Debemos señalar que, en la 
transformación al caso univariado, la vectorización se hace de manera informal; además la matriz de varianza y 
covarianza se toma de manera bastante restringida (sobre este último aspecto volveremos después).  Además 
de Gallant, Cué et al [1985], Marangoni [1999], Multiresponse [2003] y Saha [2003] también abordan la 
aproximación  con multirespuestas.  Cué et al tratan sólo el caso lineal,  y consideran un vector de parámetros 
para cada característica, lo que no corresponde con el enfoque de esta investigación.  Marangoni sólo se refiere 
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a la formación de la matriz de varianza y covarianza.  Multiresponse minimiza EET  , donde E es la matriz 

error en la aproximación.  Saha hace una breve explicación del modelo multirespuestas no lineal, sin introducir 
MC.  A continuación pasa al modelo multirespuestas lineal, y da el estimador que coincide con la solución de 
MCGL. 
 
2. LIMITACIONES QUE PUEDEN EXISTIR EN LA MATRIZ DE VARIANZA Y COVARIANZA 
 
En Gallant, Cué et al, Marangoni, Multiresponse  y Saha, (publicaciones todas referenciadas en el epígrafe 
anterior), la matriz de varianza y covarianza  V  tiene la forma: 

IV ⊗Σ=                                                                                                                                               (2.1) 
 
Esto trae como consecuencia 2 restricciones: 
 

1. Se consideran correlaciones sólo entre características de una misma observación o “individuo”.                         
(R1) 

2. Dadas 2 características determinadas, las covarianzas correspondientes a cada uno de los individuos 
son todas iguales.                                                                       

 
En algunos problemas las restricciones anteriores, (R1) y (R2) podrían constituir una seria limitación.  
Consideremos el siguiente ejemplo de Meteorología: 
 
En (1.1) hagamos 3=p , 4=q ,  y ( ) ( )zyx vvvPzyxf ,,,,, = , donde x , y , z , son las 

coordenadas de un punto de la atmósfera; P , xv , yv , zv , denotan respectivamente la presión y las 
componentes de la velocidad del viento en cada uno de los ejes cartesianos, todos correspondientes al punto de 
la atmósfera en cuestión.   
 
Se sabe ─ por ejemplo ─ que la velocidad del viento apunta hacia el lugar de menor presión;  por tanto entre 
puntos distintos de la atmósfera existen correlaciones entre P  y las componentes del viento.                                                        
 
Las consideraciones anteriores nos hacen buscar un modelo más general que el multivariado correspondiente a 
(2.1).   

 
3. LIMITACIONES GENERALES 
 
Al tomar en consideración los aspectos expuestos en los epígrafes anteriores con respecto a  la bibliografía 
sobre MC, y más específicamente AD, podemos señalar como conclusión las siguientes limitaciones: 
 

1. En las publicaciones donde se presenta el modelo multirespuestas con algún grado   de formalidad,  
generalmente existen las restricciones (R1) y (R2), y se supone que V  es definida positiva (sin admitir  
singularidad).   

2. Existe una tendencia a considerar AD sólo para funciones que toman valores escalares, o sea 1=q . 
Si bien es cierto que cuando 1>q  puede hacerse una conversión del problema a MCO, el caso general 1≥q  
necesita una formulación propia como problema de origen, e inclusive hay algunas aplicaciones que lo  
requieren. 

3. No existe una formalización del AD con el suficiente grado de generalidad, es decir del  
AD_MCG_FV.  Es más, con frecuencia (véase Gallant, Thisted, Davidson y MacKinnon poner el año o el 
número de orden) el problema más general de MCG se reduce ─ lamentablemente ─ al de AD.    

4. No existe tampoco un enfoque deductivo y orgánico del problema, es decir desde lo más general  
hasta casos particulares más conocidos.  En este sentido la información se encuentra bastante dispersa. 

5. No es costumbre considerar que este problema general es además parte del Análisis Numérico y que  
es posible darle un enfoque natural dentro de esta disciplina también. 
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4. ¿POR QUE UNA PRESENTACION? 
 
La presentación que haremos aquí tiene pues como objetivo contribuir a superar las limitaciones y deficiencias 
señaladas en el epígrafe anterior.3 
 
Para comprender mejor los pasos que se han seguido en la misma, véase el diagrama que aparece más abajo; la 
enumeración de los bloques corresponde con el orden de los pasos, el final de cada flecha es un caso particular 
deducido en el trabajo a partir del comienzo de la flecha. 
 
Para cada bloque se ha hecho la formulación del problema correspondiente y la deducción del sistema de 
ecuaciones que resulta de plantear la condición necesaria de mínimo local. 

 
 
 

 
Los casos más elementales, correspondientes a MCO y MCP fueron tratados en las publicaciones de Lemagne 
[2000] y [2001] respectivamente, y por lo tanto no serán abordados aquí.  Ambas comunicaciones sirvieron de 
base para el desarrollo de esta investigación. 
 
De acuerdo con el § 3, a través de la presentación llegaremos a nuevos resultados utilizando algunos ya 
conocidos pero que aparecen en la bibliografía de manera dispersa e informal.    
 
5. MINIMOS CUADRADOS GENERALIZADOS 
 
5.1 Caso no lineal en general 
 
Sea ℜ→ℜ + 1: n

kr  , función no lineal (se sobreentiende en general), Nk ,,0 K=  ,  

 1+ℜ∈ nc , y denotaremos este vector como ( )
njjcc

,,0 K=
=                      (5.1) 

                                                           
3 Recordemos también que el software existente sobre MCG será analizado en una publicación posterior.  

MCG 
AD, 1≥q  

MCG 
AD, 1=q  

MCGL 
AD, 1≥q  

MCGL 
AD, 1=q  

MCG 
 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

MCGL 
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Consideremos ahora la función vectorial  
( ) Nkk crcr ,,0)()(

K==  ,                                               (5.2) 

y la matriz ( )
NkikiwW

,,0, K=
=  , que supondremos que es simétrica y definida no negativa. 

 
Se quiere entonces: 

minimizar )(cE  : )()()( crWcrcE T=                                  (5.3) 
 
Los parámetros jc  deben ser determinados para alcanzar dicho objetivo. 
 
El problema anteriormente formulado es el de MCG. 
 
Nota:  En general, basta que todas las kr  estén definidas en un cierto conjunto 1+ℜ⊆ nS , acorde con la 
definición más general de función  parcial, aunque en la práctica matemática común es costumbre trabajar con 
funciones totales o aplicaciones.  
 
Debido a la descomposición de Cholesky de W  (Hart y Matt [1996]), en (5.3) efectivamente se minimiza una 
suma de cuadrados. 
 
En algunas ocasiones – para abreviar – suprimiremos la c  .  
 
En la bibliografía consultada no aparece ninguna demostración de la condición necesaria de mínimo local.  Sin 
embargo, apliquemos el siguiente resultado brindado por Scales [1985] para derivar funciones cuadráticas de 
varias variables; estas son de la forma: 
 

cxbAxxxF TT ++= 2
1)(   

De acuerdo con la obra citada, el gradiente de la función anterior es  
 

bxAxg +=)(  
En primer lugar, hagamos 0=b , 0=c .  Entonces 
 

xa
x
F

j
j

⋅=
∂
∂

•  

Hagamos además rx = , WA = , FE 2= , y apliquemos regla de la cadena: 
 

∑
= ∂

∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ N

k j

k

kj c
r

r
E

c
E

0

 

            ∑
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Como j  varía entre 0  y n , resulta que: 



74 
 

0)()( =cWrcJ T     :    

nj
Nk

k
j

cr
c

cJ
,,0
,,0

)()(
K
K

=
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

=                        (5.4) 

es la matriz jacobiana de )(cr .                                                                                              ■ 
 

)(cJ es una matriz de 1+N  filas y 1+n  columnas.  Observe además que r  es ortogonal a cada columna 
de WJ , por lo que llamaremos al sistema anterior sistema de ecuaciones normales (SEN).  El mismo se ha 
definido aquí de una manera más general que la usual, pues es costumbre restringir la definición a )(cr lineal 
y IW = . 
 
5.2 Mínimos cuadrados generalizados lineales 
 
En (5.1) supongamos que las )(crk  son funciones lineales, o sea: 

∑
=

−=
n

m
mmkkk cabcr

0

)( ,                                                  (5.5) 

donde los mka  y los kb  son números conocidos. 
 
Sea 

( )
nm
NkmkaA

,,0
,,0

K
K

=
=

=  

 
Entonces 

cabcr kkk ⋅−= •)(  
 
Sustituyendo en (5.2) 

( ) ( ) cabcr
NkkNkk ⋅−=

=•= ,,0,,0)(
KK

 

Haciendo ( ) Nkkbb ,,0 K== , tenemos que  

cAbr −=                                                       (5.6) 
Luego, nuestro problema consiste en 

minimizar ( ) ( )cAbWcAb T −−  
 

El SEN correspondiente se obtiene a partir de (5.4) y (5.5): 
 

( ) AacJ
nj
Nkjk −=−=

=
=

,,0
,,0)(

K
K  

Aplicando (5.6), el SEN es: 
[ ] 0=− AcbWAT , 

o equivalentemente 
bWAcWAA TT =                                                    (5.7) 

Como puede verse, la matriz de este sistema es simétrica y definida no negativa.          ■ 
 
Es significativo señalar que en este epígrafe sobre MCG y su caso particular MCGL, no hay que hacer (de 
manera contraria a lo que suele encontrarse en la bibliografía) referencia alguna a función experimental.  Esta 
referencia comienza a partir del próximo epígrafe: 
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6. AJUSTE DE DATOS MEDIANTE MINIMOS CUADRADOS GENERALIZADOS PARA 
FUNCIONES VECTORIALES 
 
6.1 Formulación del problema 
 
Sea qpf ℜ→ℜ: , una función desconocida en la práctica )1,1( ≥≥ qp ; p

kx ℜ∈ ; q
kf ℜ∈  y se 

conoce empíricamente, siendo kf  una aproximación al vector desconocido )( kxf , ),,0( Nk K= .  
qpF ℜ→ℜ:  es una función de aproximación a f , );()( cxFxF =  donde c  fue definido en (5.1).   

De acuerdo con el párrafo anterior, sea kLf la componente L -ésima del vector kf .  Además, por ser F  una 

función de pℜ en qℜ , esta puede descomponerse en las funciones ℜ→ℜ p
LF : , qL ,,1K= .  

Adoptemos las notaciones: 
);()( cxFfcr kLkLkL −=                                                (6.1) 

( ) NkkLL crcR ,,0)()(
K==                                                 (6.2) 

Ahora hagamos  
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q

M
 

y sea W una matriz cuadrada de orden qN )1( + , simétrica y definida no negativa. 
 
Entonces, el problema de AD mediante MCG para FV (abreviadamente AD_MCG_FV) consiste en, con las 
suposiciones anteriores, realizar (5.3). 
 
Observe que )(crkL representa la desviación de la aproximación );( cxF kL con respecto al dato empírico kLf
, y además que cada )(cRL  es un vector columna de 1+N  elementos. 
 
De manera similar a lo señalado en la nota del § 5.1, f  y F  pueden ser funciones parciales definidas 
totalmente sobre el mismo conjunto. 
 
6.2 Sistema de ecuaciones normales 
 
Para la formulación anterior vimos que se realizó una partición del vector columna r .  Con el fin de obtener la 
forma particular de (5.4), y posteriormente profundizar en cómo definir la matriz W , realizaremos también 
particiones de J  y de W : 

( ) qLL

q
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J

J
J

J ,,1
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1

KM ==
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⎠

⎞
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⎝

⎛

=  

Cada LJ  es la matriz jacobiana de LR  , y tiene 1+N  filas  y 1+n  columnas.  Por (6.2): 

nj
Nk

Lk
j

L cr
c

cJ
,,0
,,0

)()(
K
K

=
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

=                                               (6.3) 
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⎝

⎛

=                              (6.4) 

Cada HLW es un bloque cuadrado de orden 1+N , y por ser W simétrica se cumple que        

 T
LHHL WW =                                                        (6.5) 

Sustituyendo en (5.4), tenemos que:  
( )[ ] ( ) ( ) 0,,1

,,1
,,1,,1 ==

=
== qHH

qH
qLLH

T
qLL RWJ

K
K
KK

 

( )[ ] 0
,,11

,,1 =⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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= ∑
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q

H
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=⎥
⎦
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⎡
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= =

q
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H
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T
L RWJ                                               (6.6) 

0
1 1

=∑ ∑
= =

q

L

q

H
HHL

T
L RWJ  ,                                               (6.7) 

que puede interpretarse como una versión por bloques del SEN (5.4). 
 
Este sistema también puede escribirse así: 

0
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=++ ∑∑∑
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==

q
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q
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HL

HHL
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q
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T
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Al aplicar (6.5): 

0
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[ ] 0
1,1

=++ ∑∑
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==

q

LH
HL

L
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HL
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HHHL
T

L

q

L
LLL

T
L RWJRWJRWJ                        (6.8) 

En esta última versión del SEN, con respecto a la estructura por bloques (6.4) de W , sólo intervienen los 
bloques de la diagonal y los que están por debajo de ella. 
 
Si W es diagonal por bloques, desaparece la segunda sumatoria. 
En la bibliografía consultada no aparece reflejado ningún planteamiento del SEN cuando se realiza 
AD_MCG_FV.  
 
6.3 EJEMPLO4 

 
Sea  

22: ℜ→ℜf  ;    ( )vuevusenvuf −+= ),(),(  

                                                           
4 Este sencillo ejemplo es un tanto idealizado, pero ilustra convenientemente los anteriores desarrollos 
matemáticos. 
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De esta función se han extraído los valores siguientes: 

( )vu,  ( )vuf ,  

0 0 0 1 

0 1 )1(sen  1−e  

1 0 )1(sen  e  
 
Considere ahora  

( ))(
010

1),(),;,( vucevusencccvuF −+=  
con 
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W  

de tal manera que realice AD_MCG_FV (en este ejemplo W es definida no negativa, pero singular).  Por 
supuesto, al resolver este problema debe obtenerse aproximadamente 10 =c ; 11=c .  Veremos lo que sucede. 
 
En este caso  

;2;2 == qp    2=N   ;    1=n  . 
 
Denotemos sen(1) =s .  De acuerdo con (6.8), el SEN correspondiente es: 
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UV

 
f1(u,v)=sen(u+v)
f2(u,v)=exp(u-v)

f2

f1
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Con el cambio de variable 1cey = , el sistema anterior es equivalente a: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−++= − y

y
ees

s
c 13

3
1 1

0  

( ) ( ) 01111122 4322 =+−+−+− yeyeyee  
 
Obviamente ey = es raíz de la segunda ecuación; pero por la regla de los signos de Descartes, esta no tiene 

más raíces positivas.  Por lo tanto, el sistema sólo se satisface para 10 =c ; 11=c .                          
■ 
 
6.4 CALCULO DE LA MATRIZ W 
 
Aunque en la definición de AD_MCG_FV puede tomarse libremente cualquier W que cumpla las condiciones 
generales especificadas, en la práctica es usual hacer +=VW , o sea la pseudoinversa de V  (Gill et al 
[1990]), donde V es la matriz de varianza y covarianza de las observaciones.  
 
Para formar la  matriz V , consideramos una partición similar a la que hicimos con W , es decir: 

( )
qH
qLHLVV

,,1
,,1

K
K

=
=

=  

donde LHV  es un bloque cuadrado de orden 1+N  . 
 
Dentro de LHV  , el elemento de posición ( )jk,  es la covarianza entre el valor de la característica L  en la 
observación o “individuo” k  , y el valor de la característica H  del individuo j  ; Njk ,,0, K= . 
 
7. ALGUNOS CASOS PARTICULARES  
 
7.1 AJUSTE DE DATOS MEDIANTE MINIMOS CUADRADOS GENERALIZADOS PARA 
FUNCIONES QUE TOMAN VALORES ESCALARES 
 
En este caso, 1=q , kf  es un escalar, y para cada kx  y cada c , );( cxF k  también lo es.   

 1R es sencillamente r (o sea, el residual tal como se conoce comúnmente). 
 W es una matriz simétrica y definida no negativa de orden 1+N  . 
 
Nuestro problema particular consiste entonces, con estas especificaciones, en (5.3). Para hallar el SEN, 
notemos que en cada una de las sumatorias de (6.6) queda un solo sumando, y los índices L  y H pueden 
eliminarse: 

01111 =RWJ T  

0=rWJ T   , 
lo que naturalmente concuerda con la ecuación general (5.4). 
 
Podría parecer que a partir de este último caso, más frecuentemente utilizado,  puede llegarse mediante alguna 
reformulación al AD_MCG_FV, del § 6.1 (para 1>q ).  En general no es así, pues habría que tener más de 

una  LF  , y cada una de ellas debe ser evaluada en todos los kx  , mientras que aquí disponemos a tal efecto de 

una sola LF   .  
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Conclusión:  En general,  desde el punto de vista de formulación del problema, no basta trabajar con 
funciones que tomen valores escalares.  El AD_MCG_FV  no es – por tanto – un problema trivial, y requiere 
formalización propia. 
 
7.2 AJUSTE DE DATOS MEDIANTE MINIMOS CUADRADOS GENERALIZADOS LINEALES 
PARA FUNCIONES VECTORIALES 
 
Supongamos ahora que en la formulación de AD_MCG_FV, hacemos 1≥q  y además supongamos que F
depende linealmente de los parámetros mc , o sea que 

∑
=

=
n

m
mm xccxF

0

)();( φ  , px ℜ∈                                           (7.1) 

para una familia de funciones { } nmm x ,...0)( =φ  prefijada, qp
m ℜ→ℜ:φ .  Note que esta es una 

generalización de la manera en que usualmente se utiliza la dependencia lineal. 
 
A continuación, nuestro objetivo inmediato será sustituir en la ecuación vectorial (6.7), para llegar al SEN 
correspondiente: 
  
Como mφ  puede descomponerse en q  funciones ℜ→ℜ p

Lm :φ , se tiene, a partir de (7.1) que 

   ∑
=

=
n

m
kLmmkL xccxF

0

)();( φ   , qL ,,1K=                                           (7.2) 

y sustituyendo en (6.1) 
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m
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Entonces, de acuerdo con (6.3): 
[ ] ( )
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T
L xcJ

,,0
,,0()(

K
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=−= φ   

Por otra parte, a partir de (6.2) se tiene que 
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Aplicando las 2 igualdades anteriores, el sumando L -ésimo en el miembro izquierdo de (6.7) es 
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Para 2 vectores columnas a , b ( )11, ++ ℜ∈ℜ∈ NN ba  introduzcamos la siguiente notación: 

bWaba HL
T

HL

T =,                                               (7.3) 
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Este número no corresponde, en general, a producto escalar. 
 
De acuerdo con lo anterior, nuestro sumando L -ésimo es  
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Al sumar en (6.7) para toda L  se obtiene: 
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Entonces 
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Si denotamos ambas sumatorias dobles como B  y s , respectivamente, tendremos: 
scB =                                                             (7.5) 

que es un sistema lineal de 1+n  ecuaciones con 1+n  incógnitas, generalización del conocido SEN para MC 
lineales. 
 
Puede probarse que: 
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En efecto, por (7.4)  
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                                               LHB=  
lo que demuestra (7.6) .                                                                                                          ■ 
 
De acuerdo con esto, observemos que  
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[ ]∑∑
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Entonces para formar el SEN (7.5), sólo hay que calcular 
( )

2
1+qq

 matrices HLB  , en vez de 2q .  

Además (7.7) puede aplicarse para comprobar – por ejemplo – que B  es simétrica, ya que es suma de matrices 
simétricas.  Esta conclusión concuerda con el resultado más general consistente en la simetría de la matriz en 
(5.7)5. 

 
7.3 AJUSTE DE DATOS MEDIANTE MINIMOS CUADRADOS GENERALIZADOS LINEALES 
PARA FUNCIONES QUE TOMAN VALORES ESCALARES 
 
En este caso 1=q , y se tiene que ℜ→ℜ p

m :φ  , por lo que para cada kx  y cada c , ( )cxF k ;  es un 
escalar. 
 
En (7.5), B se reduce a: 
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donde T  indica que los vectores columnas se disponen de izquierda a derecha “en fila”. 
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Por otra parte, para el lado derecho s , se tiene que 
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j fWs
,,0
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K=••= φ  

  ( ) •=
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nj
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j ,,0
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K
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                                                                   •= fWAT    

y haciendo •= fb , tenemos que 

bWAs T=                                                                 (7.9) 
A partir de (7.8) y (7.9) se observa la correspondencia con (5.7).                                 ■ 
 
En toda la bibliografía consultada tampoco aparecen desarrollos ni resultados similares a los presentados aquí 
en el caso lineal. 
                                                           
5 Y precisamente por (5.7), también podemos afirmar que B es definida no negativa. 
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8. CONCLUSIONES 
 
De acuerdo con los objetivos planteados inicialmente:  
 

1. Se ha realizado aquí una presentación formalizada del problema de MCG, y especialmente del 
AD_MCG_FV, justificándose la necesidad de la misma.   

2. El problema se ha enfocado de manera orgánica y deductiva, desde lo más general hasta casos 
particulares más conocidos; en cada uno de ellos se realizó la formulación correspondiente y se 
dedujo el SEN.  En particular, esto se hizo para el AD_MCG_FV no lineales y lineales; en este ultimo 
caso se demostraron algunas de sus propiedades, y se extendió la definición o utilización de 
dependencia lineal para funciones vectoriales.  

3. En general, la matriz V de varianza y covarianza (o su pseudoinversa W ) puede ser cualquier matriz 
simétrica y definida no negativa (no necesariamente definida positiva).  

4. El enfoque que se ha seguido es similar al que hace el Análisis Numérico en casos particulares más 
conocidos.  En este sentido se rompe con la tradición, ya que no es costumbre tratar el AD_MCG_FV 
dentro de dicha disciplina.  

 
En un futuro artículo se presentará una implementación computacional del AD_MCG_FV. 
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