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ABSTRACT

In the present paper we show a new algorithm for random generation of boolean square invertible matrices nxn. This
algorithm has, as initial parameter, a randomly selected boolean matrix A={aij}nxn ,Which has as the only restriction
that thereisnotany ie {1...n}, such that aj; = aji1 =...ain = 0. The program is presented in the Mathematic
language.
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RESUMEN

En el presente articulo mostramos un nuevo algoritmo para la generacion aleatoria de matrices booleanas cuadradas
nxn e inversibles. Este algoritmo tiene, como parametro de entrada, una matriz booleana A={ai;}nn , CUyos
componentes se seleccionan aleatoriamente y que tiene, como Unica restriccion, que no existai € {1...n} tal que a;;
=aij+1 = . . . & = 0. El algoritmo se expone programado en lenguaje Mathematica.

1. INTRODUCCION

En Freyre P, Diaz N y Morgado E. R. (2009) se presenta en forma de pseudo codigo tres algoritmos para
matrices cuadradas nxn con sus elementos pertenecientes a un campo finito GF(q), g potencia de un
primo p, el primer Algoritmo permite la generacion aleatoria de matrices, con el segundo se puede
multiplicar un vector binario por una matriz seleccionada aleatoriamente y con el tercero se puede
multiplicar un vector binario por la matriz inversa de una seleccionada aleatoriamente. En este trabajo
también se expone el soporte tedrico de estos algoritmos y se finaliza con un analisis de la complejidad
de los mismos demostrandose que para el primer algoritmo la complejidad es menor que O(n® log n log
log n) y para los dos restantes es menor que O(n’ log n log log n).

En el presente trabajo se muestran programados, en lenguaje Mathematica, estos tres algoritmos para
matrices booleanas inversibles nxn. Todos ellos utilizan al menos n® — 1 n(imeros aleatorios
pertenecientes al campo binario Z,={0,1} y las operaciones a realizar son multiplicaciones de
polinomios con coeficientes en Z,, mddulo un polinomio primitivo. Los dos Gltimos algoritmos tienen la
ventaja, con relacion a otros conocidos, de que, para efectuar la multiplicacion de un vector por la matriz
booleana inversible, seleccionada aleatoriamente, o por su inversa, no es necesario expresar
explicitamente la matriz.

Un algoritmo estandar para generar de manera aleatoria una matriz no singular, con componentes en el
campo Z,, es aquel que selecciona aleatoriamente los n® elementos de la matriz y después calcula su
determinante. El algoritmo se repite hasta que el determinante no sea congruente con cero mod 2. Si
denotamos por E(n) el nimero esperado de veces que se repite el proceso, tenemos que E(n) < 4 (ver Pak
. (1997)). Este algoritmo necesita al menos n? bits aleatorios y tiene una complejidad menor que O(n®)
(ver Knuth E. D. (1981)).
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En Randal D. (1993) se presenta un algoritmo para generar de manera aleatoria una matriz booleana no
singular. El tiempo esperado en la corrida del algoritmo es M(n)+O(n?), donde M(n) es el tiempo
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necesario para multiplicar dos matrices booleanas nxn, y el nimero esperado de bits aleatorios que utiliza
el algoritmo es de n*+3.

En el presente trabajo se muestran tres ejemplos de calculo de una matriz aleatoria y de la multiplicacién
de un vector binario X por éstay por su inversa.

2. GENERACION ALEATORIA DE MATRICES BOOLEANAS

En este epigrafe se exponen programados en lenguaje Mathematica, los tres algoritmos anteriormente
mencionados, en todos ellos se realiza como operacién fundamental la multiplicacion de dos polinomios
f(x) y h(x) moédulo g(x), f(x), h(x) y g(x) € Z,[x]. El polinomio g(x) es un polinomio primitivo arbitrario
por lo que es mas conveniente utilizar los que posean un nimero minimo de coeficientes.

En Peterson W.W. y Weldon J. E. (1972), Golomb W. S. (1982) y Lidl R. y Niederreiter H. (1994) se
encuentra informacion sobre los conceptos de polinomio irreducible y de polinomio primitivo y tablas
con polinomios primitivos con coeficientes en el campo Z,, de las cuales se pueden seleccionar los
polinomios para estos algoritmos.

En los programas tenemos que:

n— Es el tamafio de la matriz.

Ipp — Es la lista de polinomios primitivos a utilizarse en el algoritmo, representados en forma descendente
segun su grado, y se calculan con anterioridad. Los mismos pueden ser seleccionados arbitrariamente.
vbc — Es un parametro de entrada y no es mas que la matriz booleana A={a;}nx, expresada en forma de
filas comenzando por la n — ésima hasta la primera. Los componentes de la matriz A se seleccionan
aleatoriamente y tienen como Unica restriccion, que no exista i € {1...n} tal que aj; = &j+1 =...an=0.
m — Es la matriz resultante.

v — Vector binario que se multiplica por la matriz.

vec — Vector resultante.

ALGORITMO PARA GENERAR DE FORMA ALEATORIA UNA MATRIZ BOOLEANA.

Programacién del algoritmo.

Clear[Lbi]

Lbi[n_,i_,v_,vbc_,lpp_]:=

Block[{x,t},
x=Ipp[[1]][Take[v{1,i-1}]] +
Ipp[[11][Take[vbe[[i]].{1,i-1}]]*Ipp[[1]][Take[v.{i,i}]];

If[TrueQ[x==0],x=Ipp[[1]][PadLeft[{},n]]];
t=lpp[[il][Take[v,{i,n}]]*Ipp[[il][Take[vbc[[i]] {i,n}]];
If[ TrueQ[t==0],t=Ipp[[i]][PadLeft[{},n+1-i]]];
Return[Join[Take[x[[1]],{1,i-1}1,t[[1111];

Clear[Genmatriz]
Genmatriz[n_,vbc_,lpp_]:=
Block[{m={},v=IldentityMatrix[n],i,j,vec},

For[j=1, j<=n,j++,
i=j+1;vec=v[[j]];While[(i=i-1)>0,vec=Lbi[n,i,vec,vbc,lpp]];
AppendTo[m,vec]

I;
Return[m];

]

ALGORITMO PARA LA MULTIPLICACION DE UN VECTOR BINARIO X POR UNA
MATRIZ SELECCIONADA ALEATORIAMENTE.
Programacion del algoritmo.
Clear[Lbi]
Lbi[n_,i_,v_,vbc_,lpp_J:=
Block[{x,t},
x=Ipp[[1]][Take[v{1,i-1}]] +
Ipp[[1]1[Take[vbe[[i]].{1,i-1}]]*Ipp[[1]1][Take[v.{i,i}]];
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If[ TrueQ[x==0],x=Ipp[[1]][PadLeft[{},n]]];
t=Ipp[[i]]l[Take[v.{i,n}]]*lpp[[i]][ Take[vbc[[i]].{i,n}]];
If[ TrueQ[t==0],t=lpp[[i]][PadLeft[{} n+1-i]]];
Return[Join[Take[x[[1]],{1,i-1}].t[[1111];

]
Clear[Mulvec]
Mulvec[n_,v_,vbc_,lpp_]:=
Block[{vec},
vec=v;Do[vec=Lbi[n,n - i,vec,vbc,lpp],{i,0,n-1}];
Return[vec];
]
ALGORITMO PARA LA MULTIPLICACION DE UN VECTOR BINARIO X POR LA
INVERSA DE UNA MATRIZ SELECCIONADA ALEATORIAMENTE.
Programacién del algoritmo.
Clear[ILb]
ILb[n_,i_,v_,vbc_,lpp_]:=
Block[{x,t},
t=Ipp[[i]l[Take[v.{i,n}]]*(Ipp[[i]][ Take[vbe[[i]].{i,n}]]"-1);
If[TrueQ[t==0],t=Ipp[[i]][PadLeft[{},n+1-i]]];
x=Ipp[[1]][Take[v.{1,i-1}]] -
Ipp[[1]][Take[vbe[[i]],{1,i-1}]1*1pp[[L11t[[I[I{1}11];
If[TrueQ[x==0] x=Ipp[[1]][PadLeft[{},n]]];
Return[Join[ Take[x[[1]],{1,i-1}].t[[111]1;

]
Clear[IMulvec]
IMulvec[n_,v_,vbc_,Ipp_J:=
Block][{i,vec},
i=0;vec=v;While[(i=i+1)<n+1,vec=ILb[n,i,vec,vbc,lpp]];
Return[vec];

Ejemplo 1. Dados los polinomios primitivo: 1+x+x% 1+x%+x°; 1+x+x* 1+x+x;
1+x+x%; 1+x, y los vbe= {{1,1,1,0,0,1},{1,1,0,0,1,1},{0,0,1,1,1,0},
{0,0,0,1,0,1},{0,1,0,1,1,0},{0,0,1,1,0,1}} que han sido seleccionados aleatoriamente.

Generacion de la matriz aleatoria.

<<Algebra’FiniteFields

Ipp={GF[2,{1,1,0,0,0,0,1}],GF[2,{1,0,1,0,0,1}],
GF[2,{1,1,0,0,1}],GF[2,{1,1,0,1}],
GF[2,{1,1,1}],GF[2{1,1}]}

vbc={{1,1,1,0,0,1},{1,1,0,0,1,1},{0,0,1,1,1,0},
{0,0,0,1,0,1},{0,1,0,1,1,0},{0,0,1,1,0,1}}

m=Genmatriz[6,vbc,lpp]

MatrixForm[%b]
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Multiplicacion de un vector por la matriz.
<<Algebra FiniteFields

x={1,0,0,0,1,1}

y=Mulvec[6,x,vbc,Ipp]

Y={0,0,1,0,1,1}

Multiplicacion de un vector por la matriz inversa.
<<Algebra’FiniteFields

x={1,0,0,0,1,1}
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y=IMulvec[6,x,vbc,Ipp]
Y={0,0,1,0,0,0}

Ejemplo 2. Dados los polinomios primitivo: 1+x*+x%; 1+x2+3+x*+x8; 163+x"; 1+x+x°; 1+x°+x;
14x+xt; 14x+x3; 1+x+x%; 1+x, y los vbe = {{0,1,1,1,1,1,0,0,1}, {1,0,1,1,1,1,1,1,0},{0,1,1,1,1,1,0,1,0},
{1,0,1,1,0,0,0,0,1},{0,1,0,1,1,0,1,0,0}, {1,0,1,1,1,0,0,0,1},
{0,1,0,1,0,1,0,0,1},{1,0,0,0,1,1,0,1,1},{0,0,1,1,1,0,0,0,1}} que han sido seleccionados aleatoriamente.

Generacion de la matriz aleatoria.

<<Algebra FiniteFields

Ipp = {GF[2,{1,0,0,0,1,0,0,0,0,1}],
GF[2,{1,0,1,1,1,0,0,0,1}],GF[2,{1,0,0,1,0,0,0,1}],
GF[2,{1,1,0,0,0,0,1}],GF[2,{1,0,1,0,0,1}],
GF[2,{1,1,0,0,1}],GF[2,{1,1,0,1}],GF[2,{1,1,1}],
GF[2,{1,1}]}

vbe = {{0,1,1,1,1,1,0,0,1},{1,0,1,1,1,1,1,1,0},
{0,1,1,1,1,1,0,1,0},{1,0,1,1,0,0,0,0,1},
{0,1,0,1,1,0,1,0,0},{1,0,1,1,1,0,0,0,1},
{0,1,0,1,0,1,0,0,1},{1,0,0,0,1,1,0,1,1},
{0,0,1,1,1,0,0,0,1}}

m = Genmatriz[9,vbc,lpp]

MatrixForm[%b]

O P kP O O O O+, O
m O kB O O O O O k-
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- O Ok O kL, —» O O
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R Ok, O O F B B P

Multiplicacién de un vector por la matriz.
<<Algebra FiniteFields
x={0,1,1,0,0,1,1,0,1}
y=Mulvec[9,x,vbc,lpp]
Y={0,0,0,1,0,0,1,0,0}

Multiplicacion de un vector por la matriz inversa.
<<Algebra FiniteFields

x={0,1,1,0,0,1,1,0,1}

y=IMulvec[9,x,vbc,Ipp]

Y={0,0,0,0,0,0,0,0,1}

Ejemplo 3. Dados los polinomios primitivo: 1+x+x3+x™+x; 1+x+xC+x*+x1%; Lax+x*+xC+x12; 1+x+xM
103+ 10 100G HRE; 1o3+xT; 1x+xC; 103+, Tx+x?; 1+x+xC; 1+x+x2; 1+, y los vbe
=4{{1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1}, {0,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,0,1}, {1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0%,
{0,1,1,11,0,1,1,1,1,1,1,1,0}, {1,1,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,1}, {1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0},
{1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,1}, {1,1,0,1,0,0,0,0,0,0,1,1,0,1}, {0,0,0,0,0,0,1,0,1,1,1,0,0,0%,
{1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0,1,0,1}, {1,0,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1,1,1}, {1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,0,1,0},
{0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,0% ,{0,0,1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,1}} que han sido seleccionados aleatoriamente.

Generacion de la matriz aleatoria.
<< "Algebra FiniteFields™*
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Ipp ={GF[2,{1,1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1}],
GF[2,{1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1}],
GF[2,{1,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1}],
GF[2,{1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1}],
GF[2,{1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1}],
GF[2,{1,0,0,0,1,0,0,0,0,1}],
GF[2,{1,0,1,1,1,0,0,0,1}],GF[2,{1,0,0,1,0,0,0,1}],
GF[2,{1,1,0,0,0,0,1}],GF[2,{1,0,1,0,0,1}],
GF[2,{1,1,0,0,1}],GF[2,{1,1,0,1}],GF[2,{1,1,1}],
GF[2,{1,1}]}

vbe ={{1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1},
{0,0,1,0,1,0,1,0,1,0,1,1,0,1},
{1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0},
{0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,0},
{1,1,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,1},
{1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0%,
{1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,1},
{1,1,0,1,0,0,0,0,0,0,1,1,0,1},
{0,0,0,0,0,0,1,0,1,1,1,0,0,0},
{1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0,1,0,1},
{1,0,0,1,0,1,0,1,0,0,1,1,1,1},
{1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,0,1,0},
{0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,0},
{0,0,1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,1}}

m = Genmatriz[14, vbc, Ipp]

MatrixForm[%o]
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Multiplicacién de un vector por la matriz.
<<Algebra FiniteFields
x={0,0,1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,1}
y=Mulvec[14,x,vbc,Ipp]
Y={1,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,0,1}

Multiplicacion de un vector por la matriz inversa.
<<Algebra FiniteFields
x={0,0,1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,1}
y=IMulvec[14,x,vbc,Ipp]
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Y={0,1,1,0,0,1,1,0,1,1,1,0,0,0}
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