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Una aplicacién de las bases SAGBI -
Igualdad de Subdlgebras (caso cuerpo)

An application of the bases SAGBI-Equality of Subalgebras (case body)
Lezama, O.; Marin, V.

Resumen. De esta nota se muestra una aplicacién de las bases SAGBI (Andlogo de las
bases de Grobner de Ideales para Subdlgebras), la cual consiste en determinar si dos
subdlgebras del dlgebra de polinomios con coeficientes en un cuerpo son iguales. Se
enuncian y demuestran algunas propiedades de las formas residuales, y se ilustran los
resultados con numerosos ejemplos.
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Abstract. We show an application of the SAGBI bases (Subalgebra Analogues of Grb-
ner Bases for Ideals), in order to determine whether two subalgebras of the algebra of
polynomials with coeflicients in a field are equal. In addition we show some properties
of residual forms, and illustrate the results with many examples.
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1. INTRODUCCION

Las bases SAGBI (andlogo de las bases de Grébner de ideales para subalgebras) fueron
introducidas por RoBBIaANO Y SWEEDLER (1988, véase [7]), e independientemente
por KaPUR Y MADLENER (1989, véase [3]), en el caso cldsico en que los coeficien-
tes del dlgebra de polinomios se consideran en un cuerpo k. Dicho concepto es una
adaptacion del de base de Grobner para ideales del anillo de polinomios con coefi-
cientes en un cuerpo, pero para subdlgebras. Si A es una subdlgebra del dlgebra de
polinomios k[x1, ..., zy] ysi F' es un subconjunto no vacio de A, se dice que F es
una base SAGBI para A si Lt(F') genera el monoide multiplicativo Lt(A), es decir,
E[Lt(S)] = k[Lt(Q)], donde Lt(F) = {lt(f) : f € F} ylt(f) es el producto de
potencias principal del polinomio f. El desarrollo de las bases SAGBI es similar al de
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las bases de Grobner, se estudian las definiciones de reduccién, la caracterizacién de
dichas bases, se presenta el algoritmo que las calcula y se exhiben algunas aplicacio-
nes. En esta nota mostraremos una aplicacién de las bases SAGBI caso cuerpo, la cual
consiste en determinar si dos subdlgebras son iguales.

2. PRELIMINARES

2.1. Orden de términos

Nuestro contexto es el dlgebra de polinomios k[z1, . . ., Z] con k cuerpo. En esta par-
te se dan los conceptos bésicos de bases de Grobner como orden de términos (Deglex,
Degrevlex), lt(f), Im(f), le(f), entre otros. Seguimos de cerca la exposicién que
hacen Abams v LousTAUNAU en [1].

Definicién 2.1. Sean > 1.

(i) Un término o producto de potencias de k[x1, . .., xy] es un polinomio de la for-
ma f = x% = {20 cono = (ai,...,ap) € NPy N = {a =
(a1, ...,an)|a; € N, 1 <@ < n}. Elconjunto de todos los términos de k1, . . . , x|
es denotado por T(x1, ..., xy).

(i) Un polinomio f € k[x1,...,xy] se denota por f = Y cata, donde sélo un
aeNn
niimero finito de coeficientes C, es diferente de cero. El conjunto {ce € N" | ¢, # 0}

es llamado el soporte de f y es denotado por Supp(f). El conjunto de los términos
de f se define por Ter(f) = {to | @ € Supp(f)}.

(iii) Parauntérminot = x{*--- a0 € T(x1, ..., xy), el miimero natural Deg(t) =
o1+ -+ + o, es llamado el grado de t.

(iv) Si f # 0, el natural max{deg(t,) | @ € Supp(f)} es llamado el grado de f y es
denotado por Deg(f).

a1

En lo que sigue un término t = z{" --- 20" con (ay,...,a,) € N se denotard

n

X% con @ = (a1,...,ap) y S serd una k-subdlgebra finitamente generada de
klxi,...,xp], es decir, S = k[f1,..., fs] para algunos polinomios f1,...,fs €
klxi,..., x5

Definicién 2.2. Un orden de términos sobre T(x1, . .., xy) es un orden total < sobre
T(x1,...,xn) que satisface las siguientes dos condiciones:

i) 1< XﬁpamtodoXﬁ € T(xy,...,20), XF # 1.
(ii) SZ’XE> < Xﬁ, entonces XHX7 < XEX7, para todo X7 € T(z1,...,2Tn).

Ejemplo 2.1. El orden lexicogrdfico (lex) sobre T(z1, ..., xn) conx1 > 9 > -+ >
Xy, definido de la siguiente manera es un orden de términos. Para

@ = (a1, 0m), B = (Buy...,Bn) €NP
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se define

; —
X < Xﬁ o la primera coordenada cv; y B; en o y ? desde ln
izquierda, tales que o # By, satisfacen ou; < f3;.

Ejemplo 2.2. El orden lexicogrdfico con grado denotado Deglex sobre T (x1, . . ., xy,) con
X1 > X > -+ > Ty, definido de la siguiente manera es un orden de términos. Para

3:(alw"?an)??:(617"'7/871) eN"
se define

Y < Yo B
0

ﬁ
Y=y By XY < X?

con respecto al orden lex conxy > x9 > -+ > Ty,

XE><X?<:>

Ejemplo 2.3. El orden lexicogrdfico reverso con grado (Degrevlex) sobre T (1, . .., xy)
conxy > Xy > -+ > Xy definido de la siguiente manera es un orden de términos. Para

T = (a1, 0m), B = (Buy...,Bn) €NP
se define
(Z:‘L:l o < Yy Bi

7

é
x« < XH S Y ;=Y i B yla primera coordenada «; y
Bien d y ?desde la derecha, las cuales son dife-

rentes satisfacen oy > [3;.

Definicién 2.3. Dados un orden de términos sobre k[x1, . . ., Ty,
0# feklx,...,zn]yS Cklzr,...,zp], sedefine:
() t(f) = el término principal de f.
(ii) le(f) = el coeficiente principal de f.
(iii) Im(f) = le(f)It(f) = el monomio principal de f.
(iv) Lm(S) = {im(s)|s € S}.

Nota 2.1. Lc(S) y Lt(S) se definen en forma similar, ademds, Im(0) = lc(0) =
t(0) = 0.

2.2. Nociones basicas de bases SAGBI

En esta parte damos algunas definiciones bdsicas como lo son las de reduccién y bases
SAGBI. Ademds, se presenta un teorema que caracteriza las bases SAGBI. Lo que sigue
es tomado de [5].
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Definicion 2.4. Sean G C k[x1,...,z,]\{0} y f1, f2 € klz1, ..., zy).

(i) Se dice que fi se reduce a fo en un paso por medio de G, y se nota fi S, fo, si
existenc €k, g1,...,9s € Gyt € k[ya, ..., ys| un término, tales que

f2 = fl _Ct(gl)"'ags)’

cont(lt(gr),...,1t(gs)) & Ter(f2).
(ii) Se dice que f1 se reduce a fo en mds de un paso por medio de G, denorado

G
J1—4 fo,

si existe una sucesion de polinomios hy, ..., hy € k1, ..., Ty| tales que

A Sn S G G
(iii) f1 es reducido si no existe fo # f1 tal que fi i) fo.

Definicién 2.5. Sea S una subdlgebra de k[x1, ..., xy], un subconjunto no vacio G
de S de polinomios no nulos es llamado una base SAGBI de S con respecto a un orden de

términos, si k[Lt(S)] = k[Lt(Q)].

La caracterizacién de las bases de Grébner es fundamental para presentar un algoritmo
que las calcule, y aposteriori permite mostrar algunas aplicaciones elementales. Para
el caso de bases SAGBI esta caracterizacién se utilizard para mostrar una aplicacién.
Dicha caracterizacidn se presenta en [5] de la siguiente forma.

Teorema 2.1. Sean G C klxy,...,2,)\{0} y S = k[G|. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes.

(A-1) Para cada f € S\{0}, existen g1,...,9s € Gy h € k[yi,...,ys| con f =
h(g1,---,9s)yDeg(lt(f)) > Deg(lt(t(g1,...,9gs))) paratodot € Ter(h).

(A-2) Para cada f € S\{0}, existen g1,...,9s € Gyh € k[yi,...,ys| con f =
h(g1,---,9s) y Deg(lt(f)) = max{Deg(lt(t(g1,---,9s)))|
t € Ter(h)}.

(B-1) El conjunto G es una base SAGBI de S, es decir, k[Lt(S)] = k[Lt(Q)].

(B-2) Elmonoide {It(f) | f € S\{0}} es generado por {it(g) | g € G}.

(C-1) Para un elemento f € k[x1,...,2,], f £>+ Osiysélosi f €8S.
(C-2) Si f es reducido, entonces f = 0.
(C-3) Paracadaelemento fi € klx1, ..., x| existeun tinico elemento fa € k[x1,. .., Tp)

para el cual fy i+ f2 y fa reducido.

(D-1) Para cada conjunto finito de polinomios g1, . .., gs de G, se tiene que cada ele-
mento homogéneo de I(Im(g1), . ..,Ilm(gs)) con respecto al grado inducido tiene
un levantamiento en I(g1, . .., gs)-
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(D-2) Para cada conjunto finito de polinomios g1, . . ., gs de G, existe un sistema de gene-
radores de I(Im(g1), . . ., Ilm(gs)) conformado por elementos que son homogéneos
con respecto al grado inducido y tienen un | evantamiento en 1(g1, . . ., gs).

(D-3) Para cada conjunto finito de polinomios g1, . . ., gs de G, existe un sistema finito
de generadores de I(Im(g1), . . ., Im(gs)) que consta de elementos que son homo-
géneos con respecto al grado inducido y tienen un levantamiento en I(g1, . . ., gs).

3. IGUALDAD DE SUBALGEBRAS

En esta seccidn presentamos una aplicacién de las bases SAGBI sobre cuerpos, la cual
consiste en determinar si dos subdlgebras del dlgebra de poliniomios son iguales. En
[5], RoBB1aNO Y KREUZER plantean una variacién de formas normales y bases de
Grobner reducidas (véase [4]) en el contexto SAGBI.

Definicion 3.1. Sea S una k-dlgebra. Se dice que S es una subdlgebra monomial de
klx1, ..., xy] si existe un conjunto de generadores de dlgebra que consta de términos.

Proposicién 3.1. Sea S C k[z1, ..., x| una subdlgebra monomial, y sea G un con-
Junto de términos que generan la k-dlgebra S. Entonces,
(i) Cada término en el soporte de un polinomio en S es un producto de potencias de
términos en G.
(ii) Entre todos los conjuntos de términos que generan la k-dlgebra S, existe un sinico
elemento minimal con respecto a la inclusion. Este se denomina el sistema monomial
minimal de generadores del dlgebra S.

Corolario 3.1. Sea S una k-subdlgebra de k[, ..., xy,|. Entonces, existe una base
SAGBI finita de S si, y sélo si, el sistema monomial minimal de generadores de dlgebra es

[finito.
Proposicién 3.2. Para cada [ € k[x1,..., x| existe un dnico polinomio fo €

klz1,...,xy] con la propiedad que f — fo € S y Ter(fa) N k[Lt(G)] = 0.

Prueba. La parte (C-3) del Teorema 2.1 garantiza la existencia de un tnico elemen-
to fa € kl[r1,...,x,) tal que f —4 fg, es decir, existen g1,...,95s € G,
ti,...ytr €klyr,...,ys|yci, ..., €k tales que

r
fa=f—=> citigi,---,9s)
=1

es decir, f — fa = > citi(g1,-..,9s) € Sy ademids t;(lt(g1),...,1t(gs)) ¢
i=1

Ter(fa), parai = 1,...,7; esto quiere decir que el conjunto de términos de fi no
tiene elementos en comin con k[Lt(G)]. La unicidad se sigue del hecho de que para
dos elementos fi y fu, el conjunto de términos de fg — fr € S no tiene elementos
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en comun con k[Lt(G)], y esto por la condicién (C-2) del Teorema 2.1 solo es posible
si fa — fu =0. O
Definicién 3.2. Sea S = k[G], G = {g1,...9s} C k[z1,...,2n]\{0} un conjunto

de polinomios ménicos. El elemento fq de la proposicion anterior se denomina la forma

residual del polinomio f respecto a S. Este es denotado por RFs(f).

Proposicién 3.3. Sean f, f1, f2 € klz1,...,xy). Entonces,
() RFs(RFs(f)) = RFs(f)
(i) RFs(fi — f2) = RFs(f1) — REs(f2)
(i) RFs(f1f2) = REs(RFs(f1)RFs(f2))

Prueba. (i) Noétese que RFs(f)— RFs(f) =0¢€ Sy RFs(f) es reducido, y por
la unicidad de la forma residual se debe tener que RFs(RFs(f)) = RFs(f).
(ii) Nétese que f1 — fo — (RFs(f1) — RFs(f2)) = (fi — RFs(f1)) — (f2 —
RFs(f2)) € Sy RFs(f1) — RFs(f2) es reducido, puesto que RFs(f1) y
RFs(f 2) son reducidos, y por la unicidad de la forma residual se debe tener que
RFs(f1 — f2) = RFs(f1) — RFs(f2).
(iii) RFs(f1 fg) RFs(RFs(fi1f2)) por parte i). Ahora,

RFs(f1f2) — REs(RFs(f1)REs(f2)) =
RFs(fifo — RFs(f1)RFs(f2)) =0,

ademids f1 fo — RFs(f1)RFs(f2) € S, en efecto, por hipdtesis se tiene que
G G
ft = RFs(f1) 'y fa — RFs(f2),

es decir,
REs(f1) = fi — %:ta y RFs(fo)=fa— > te
de donde,
O ) _te) = fifo — f2RFs(f1) — iRFs(f2)
) €

+ RFEs(f1)RFs(f2).

3.1)

Ahora, se tiene que

fife S5 BRES(f1) vy fife <5 fiRFs(fa),

es decir,

foRFs(f1) = fifo—=> ta vy f[iRFs(f2) = fifo — %;t,e,

y reemplazando estas identidades en la ecuacién (3.1) obtenemos

(25:755)(2 te) = fifo— fifo+ X ta— fifo+ %;tg + RFs(f1)RFs(f2),

luego
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2l + %tﬁ - (; ts)(2ote) = frfa — RFs(f1)RFs(f2)
H

Ejemplo 3.1. Vamos a calcular la forma residual de los siguientes polinomios con el orden
Deglezx. Estos son,

) f=afal+aiayyG={g1 =21~ 1,92 =23 — 1} C Qz1,22],

2) f=at+atway G ={g1 =21+ 22,92 = T129} C Q[1,29].

Consideremos el caso 1), para encontrar la forma residual procedemos a realizar reduccion
sobre el polinomio f por medio de G hasta que no se pueda reducir mds.

-5 A
t1(y1,y2) = y3yo, asiti (g1, g2) = xixd — 2t — 22323 + 222 + 22 —1yc; = 1.
fi=f—ati(gr, 92)
fi = ziad + oiah — aiad 4 2t + 20303 — 222 — 23 1
fi =iy + o} 4 20303 — 222 — 23 +1
1S f

ta(y1,y2) = y1y3> asi ta(g1, g2) = wias — 20ial — x5 + 2f + 223 — 1
yCc2 = 1.

f2 = f1 — cata(91, 92)
fo = 2225 4+ o] + 22323 — 222 — 22 + 1 — 22ay + 22303 + x5 — 2P —
— 223 +1
fo =t + 42223 + 25 — 322 — 323 + 2
f2 -5 1
t3(y1,y2) = v, asits(g1,92) = 1 — 222 + 1yc3 = 1.
f3 = f2 — csts(g1, 92)
f3=x] + 42222 + 23 — 322 — 322 +2 —2f + 227 — 1
f3 =4a?x3 + a5 — 22 — 322+ 1
fs -5
ta(y1, y2) = Y1y, asita(g1, g2) = @{a —af — a3+ 1ycs =4
fa=f3—cata(g1,92)
fo = 42?23+ 23 — 23 — 323 + 1 — datal + 42?4 4ad — 4

fa=a23+323 +23-3
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f1 -5 fs
ts(y1,y2) = y3, asits(g1,92) = 3 — 2x3 + 1ycs = 1.
f5 = fa—csts(91,92)
fs=a3+323 + 23 -3 — x5+ 203 — 1

5:3x2+3x2—4
1 2

G
fs — fe
te(y1,y2) = Y1, asi t(g1,92) = 23 — 1 ycg = 3.
fo = s — ceto (91, 92)
fo =322 +323 —4—323+3
fo =3z -1

a
fo — I7
t7(y1,y2) = y2, asit7(g1,92) = x5 — 1y g = 3.
fr = fo —crtr(91,92)
fr=3x3—1—-323+3
fr=2
a
Jr— /s
tS(y17y2) = 1, ﬂfl’t8(917g2) — 1}/68 — 2

fs = fr — csts(g1,92)
fs=2-2
fs=0

Por tanto la forma residual del polinomio f = xjx3 + 2325 €50, es decir RFs(f) = 0.
Encontremos la forma residual del ejemplo 2).

G
f— N
tl (yl, yg) = y?, asz’tl (gl, gg) = x‘I’ + 3%%1’2 + 3$1:II% + l’gy c1 = 1.
fi=f—citi(91,92)

3, .2 3 2 2 .3
fi =27 +x{xe — 2] — 3xir2 — 31125 — X5

fi = —222x9 — 3103 — 25
G
fi — f2
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ta(y1,y2) = y1y2, asit1(g1,92) = 230 + 23 yco = 1.

f2 = fi — cata(g1, 92)
fo = —22229 — 3103 — 23 + 203wy + 223

2 _ .3
fo=—x125 — 5.

Por tanto la forma residual del polinomio f = x3 + 22w es —x122 — X3, e5 decir
1 1 2 2
2
RFs(f) = —x123 — 3.

Definicién 3.3. Sean S una subdlgebra de k[x1, ... ,x,] y G C S\ {0} una base
SAGBI de S. Se dice que G es una base SAGBI reducida de S si

(@) {lt(g1),...,Ut(gs)} es el sistema monomial minimal de generadores de dlgebra de
k[Lt(G)].
(ii) Parai=1,...,s Ter(g; —It(g;)) Nk[LL(G)] = 0.

Proposicién 3.4. Sea S = k[G] la k-subdlgebra de k[x1, . . ., xy] generada por la base
SAGBI G. Entonces, existe una tinica base SAGBI reducida de S.

Prueba. Probemos existencia. Sea G = {¢g1, . .., gs} una base SAGBI de S. Por con-
dicién (B-1) del Teorema 2.1 k[Lt(S)] = k[Lt(G)]. Por Proposicién 3.1 parte ii)
existe un sistema minimal de generadores de k[Lt(G)]. Supdngase que el sistema mi-
nimal de generadores de dicha subdlgebra monomial es M = {lt(m1), ... ,lt(my)},
con t < s. Ahora, nétese que k[Lt(M)] = k[Lt(G)] = k[Lt(S)], es decir, el con-

junto G’ = {my1,...,m;} es unabase SAGBI de S la cual satisface i) de la Definicién
3.3.Seanm; = lt(m;)+h; ym, = lt(m;)+RFs(h;); parat = 1,...,t, considere-
mos el conjunto G” = {m/}, ..., m}} y veamos que G” es una base SAGBI reducida

de S. Como m} = m;— (h; — RFg(h;)), por la Proposicién 3.2 se tiene que m;, € S
parai = 1,...,t. Ademds, como k[Lt(M)] = k[Lt(S)] el conjunto G” es una base
SAGBI de S. Paracada i € {1,...,t}, ningtin término en Ter(RFg(h;)) estd en
k[Lt(G)], ya que RFs(h;) es reducido, lo cual prueba la parte ii) de la Definicién
3.3.

Ahora, probemos la unicidad. Supongamos que G = {g1,...g:} y H = {h1,..., hs}
son dos bases SAGBI reducidas de S. Por Proposicién 3.1 parte ii), se debe tener que
s = ty se pueden renombrar los elementos de H tal que lt(g;) = lt(h;) para
t=1,...,5. Ademds, parat = 1,...,s, g — h; € Sy g;i — h; es reducido por la
condicién ii) de la Definicién 3.3. Por la propiedad (C-2) del Teorema 2.1 se tiene
queg; —h; =0parat =1,...,s. g

Ejemplo 3.2. Para la siguiente base SAGBI con el orden Deglex encontremos la base
SAGBI reducida. Sea

G = {xox3 — 23, v1 — 2322} una base SAGBI de S = Q|G).
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Utilizando las propiedades de la forma residual obtenemos
RFg[zoxs — x3] RFg[z3(ze — x3)] = RFg[RFs(x3)RFs(x2 — x3)]
= RFg[x3(x2 — x3)] = RFs(zoxs) — RFg(mg)

= XT3 — :c%

RFs[x] — 2322 = RFs[(23 — zox3) (23 4 zox3)]
= RFs[RFs(2? — xox3)RFs(23 4 xox3)]
= RFs{[RFs(2}) — RFs(x213)|[RFs(2%)+
+ RFg(zoms)]}
= RFs((z} — 23)(a? + 23)] = RFs[z] — 3]
= RFs(z}) — RFs(z3) = 27 — x1.
Por tanto la base SAGBI reducida de S es {xox3 — 23, 27 — 73}

Corolario 3.2. Dos subdlgebras S y T son iguales si, y sélo si, S y T tienen la misma
base SAGBI reducida.

Ejemplo 3.3. Determinemos si las siguientes dos subdlgebras son o no iguales. Sean G1 =
{wows — 23, 2 — x2x3} una base SAGBI de la Q-subdlgebra S1 = Q|G1] y G2 =
{22 — 1,23 — 1,22 — 1} una base SAGBI de la Q-subdlgebra So = Q[G2), y el orden
Degrevlex.

La base SAGBI reducida de la Q-subdlgebra Sy es {woxs — 3,21 — 13} y la base
SAGBI reducida de la Q-subdlgebra Sy es {x3 — 1,23 — 1,23 — 1}. Como la base
SAGBI reducida de S es diferente de la base SAGBI reducida de S, las dos subdlgebras
S1 y So son diferentes
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