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Resumen

En el marco de una investigacién mas amplia, en este trabajo mostramos parte de los re-
sultados obtenidos en la actuacién de una muestra de estudiantes del master de formacion
del profesorado de matematicas de educacion secundaria resolviendo problemas ternarios
de probabilidad condicional. Identificamos dos mundos en los que los estudiantes sitlan la
resolucién de dichos problemas y estudiamos las dificultades de los problemas relacionadas
con dichos mundos.

Abstract

In this piece of work we show part of the results about the observation of a sample of
pre-service mathematics teachers solving ternary problems of conditional probability. We
identify two worlds in which students place the resolution of these problems and we study
the difficulties of these problems related to those worlds.
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Introduccién

Shaughnessy (1992) relacionaba las dificultades en la ensefianza y aprendizaje
de la resolucion de problemas con las dificultades en la ensefianza y aprendizaje de
la probabilidad y la estadistica afirmando que “teaching probability and statistics is
teaching problem solving”.

Antes, Freudenthal (1970b) ya hacia una advertencia:

“In no mathematical domain is blind faith in techniques more often denounced than
in probability; in no domain is critical thought more often required”, que recogen
Jones y Thornton (2005) sugiriendo que los investigadores interesados en la ense-
fianza y aprendizaje de la probabilidad hagamos caso de ella (p. 84). “Probability
applies in everyday situations, in games, in data processing, in insurance, in eco-
nomics, in natural sciences. There is no part of mathematics that is universally ap-
plied, except, of course, elementary arithmetic”, nos recordaba también
Freundenthal (1970b p. 167). “It should be made clear that the demand for techni-
cally formalized mathematics in probability is very low. Once you have mastered
fractions, you can advance quite far in probability; a bit of algebra suffices to for-
mulate the principles of probability in a general way” (Freudenthal 1970a, p. 583).

Por otra parte, Shaughnessy (1992) ya proponia un acercamiento a la ensefianza
de la probabilidad a partir del tratamiento de datos y, asi, sugeria, refiriéndose al
problema del taxi, su resolucion mediante tablas de contingencia con frecuencias
para una poblacion total N de taxis (p. 471). La pregunta del problema, una proba-
bilidad condicional, se resuelve asi asignando una razon entre los nUmeros corres-
pondiente de la tabla, fruto de un analisis de los mismos. A esta manera de resolver
el problema le Ilamamos resolucion aritmética del problema o resolucion en el
mundo de la aritmética. La distinguimos asi de la que tiene lugar si el problema se
ubica en lo que llamamos mundo teérico de la probabilidad y que supone la traduc-
cion del problema a sucesos y probabilidades y a las relaciones precisas, tanto entre
sucesos como entre probabilidades, que resuelven el problema. Jones, Langrall y
Mooney (2007) refieren trabajos de investigacion en los que se insinGa que la pro-
puesta de Shaughnessy, la resolucion del problema en el mundo de la aritmética,
resulta ser mas eficiente para los estudiantes, pues se concluye que los estudiantes
manejan mejor items de frecuencias condicionales que items de probabilidad con-
dicional (p. 928), al menos en la ensefianza secundaria.

Nuestra linea de investigacion lleva, desde hace algin tiempo, interesandose por
el estudio de la resolucion de problemas de probabilidad condicional, en particular
los problemas ternarios de probabilidad condicional (véase por ejemplo, Cerdan y
Huerta (2007), Lonjedo (2007); Carles y Huerta (2007), Huerta (2009)).
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Asi, nos interesamos por:

1. el estudio de los problemas: estructura, clasificacion y lecturas ana-
liticas de los problemas, situaciones y contextos en los que se pre-
sentan y significado de los conceptos implicados en la probabilidad
condicional atados al contexto y,

2. en el estudio de la resolucion de dichos problemas por estudiantes
de diferentes niveles educativos.

Asi, en Carles, y otros (2009) pueden verse los primeros resultados sobre el es-
tudio de la resolucién de problemas de probabilidad condicional de nivel NO en
estudiantes de secundaria obligatoria.

En este trabajo mostraremos los primeros resultados obtenidos al observar a es-
tudiantes para profesores de matematicas resolviendo problemas de la familia de
problemas ternarios de probabilidad condicional. Identificamos como los futuros
profesores sittan la resolucion de dichos problemas en mundos diferentes, el de la
aritmética y el de la probabilidad, y mediremos las dificultades de dichos proble-
mas relacionadas con el mundo en el que se han resuelto. Mostraremos esto pres-
tando atencidn a las resoluciones de dos de los problemas que forman parte de un
cuestionario mas amplio.

Objetivos

Nuestra investigacion' tiene por objetivo general investigar la resolucion de una
familia particular de problemas de problemas de probabilidad condicional. En par-
ticular, estudiamos la influencia que la estructura, el contexto y el formato de los
datos tiene sobre las resoluciones de los estudiantes. Precisamente por eso, los pro-
blemas se formulan de la manera en la que asi lo hacemos y como consecuencia las
resoluciones tienen lugar en mundos diferentes.

Los objetivos, pues, en esta comunicacion son los siguientes:

e Observar los mundos posibles en los que los estudiantes para profesores si-
than la resolucion de los problemas.

e Identificar y medir niveles de dificultad de los problemas considerados en
relacién con el mundo en el que se ha situado dicha resolucion.

Esta comunicacion no plantea ninguna hipétesis previa que contrastar. Es posible,
en cambio, que los resultados observados puedan proporciona, eso si, hipdtesis futuras.

! Proyecto EDU2008-03140, financiado por el Ministerio de Ciencia y Tecnologia.
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Método

Hemos dicho en otros trabajos (Lonjedo, 2007; Carles y otros, 2009; Huerta,
2009) que la resolucion de problemas de probabilidad condicional depende, entre
otros, de factores como los que siguen y que son tomados como variables de la
tarea (Kulm, 1979) a lo largo de todo nuestro proyecto de investigacion, tomando
los valores que se muestran:

e Estructura de los problemas, divididas en:

0 Cuatro familias Ni, para i= 0, 1, 2, y 3, dependientes del nimero de
condicionales conocidas,

0 Subfamilias para cada Ni, dependientes del numero de probabilida-
des absolutas (o caracteristica Ci, para i= 0, 1, 2) y de la pregunta
del problema (o tipo Ti, para i= 1, 2, 3, dependiendo de si se pre-
gunta por una probabilidad condicional, una probabilidad absoluta
0 una interseccidn, respectivamente).

o Contextos:
o Estadistico-social
o Estadistico-salud
0 Test de diagndstico salud/manufactura
e Formato de datos:
0 Frecuencias absolutas (cardinales de conjuntos)
o Porcentajes
0 Probabilidades

En consecuencia, todo problema que forme parte del cuestionario esté4 perfecta-
mente identificado por su familia de pertenencia, el contexto y el formato de datos
utilizado.

Por otra parte, el estudio tedrico de dichos problemas nos ha permitido identifi-
car problemas con lecturas aritméticas y con lecturas algebraicas, lo que desde el
punto de vista de su dificultad pueden tener una evidente influencia. Finalmente, la
experiencia previa con los problemas de nivel NO (Carles y otros, 2009) nos permi-
tio determinar que unos contextos son mas influyentes que otros lo que, a la hora
de confeccionar cualquier cuestionario, se tuvo en cuenta en, por ejemplo, no for-
mular un problema con lectura algebraica en un contexto que resulté muy influyen-
te en el estudio previo. Asi esta construido, por ejemplo, el problema 3.
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La tabla siguiente resume los valores que toma la variable de la tarea para los
problemas que son objeto de esta comunicacion:

Problema Estructura | Formato de Contexto Lectura
datos

Problema 1 NOC2T1 Porcentaje Estadistico-salud | Aritmética

Problema 3 N3C0T2 Porcentaje Estadistico-social | Algebraica

TABLA 1. CARACTERISTICAS DE LOS PROBLEMAS

Los problemas 1 y 3 a los que hace referencia la tabla anterior (Tablal) se
enuncian a continuacion:

Problema 1:

El 20% de los ciudadanos se vacunan para prevenir el contagio de la gripe A.
Por otra parte, el 15% de los ciudadanos contrae la gripe A 'y un 70% ni se vacuna
ni contrae la gripe A. Entre los ciudadanos que no se vacunan, ¢qué porcentaje
contrae la gripe A?

Problema 3:

De las chicas del instituto, el 37.5% usa gafas. De los chicos, el 28.6% usa ga-
fas. De los que no usan gafas, el 50% son chicos. Entre los estudiantes del institu-
to, ¢qué porcentaje son chicas?

El cuestionario con siete problemas, del cual estos dos forman parte como pro-
blemas 1y 3, fue administrado a 44 estudiantes del Master de formacion del profe-
sorado de secundaria, en su especialidad de matematicas, en la Universitat de
Valéncia. El cuestionario fue administrado durante una de las sesiones del curso
sobre la materia Ensefianza y Aprendizaje de las Matematicas, empleando entre una
hora y hora y media en completarlo. Los estudiantes no fueron advertidos de ello ni
recibieron instrucciones precisas al margen de las necesarias cuando se administra
un cuestionario. La participacion fue voluntaria sin que ella afectara al normal de-
sarrollo del curso.

No todos los estudiantes del master que participaron en esta investigacion tienen
como titulacion de origen la Licenciatura de Matematicas. Un porcentaje, que no
podemos determinar con exactitud ahora, tienen su origen en ingenierias y otras
licenciaturas pero, en todo caso, el estudiante puede acreditar que en su formacion
universitaria ha recibido un minimo de 18 créditos de matematicas con contenidos



358 Huerta, M. P., Cerdan, F.

en Algebra, Célculo, Geometria y Estadistica y Probabilidad. Asi pues, es bastante
probable, salvo quizas algunas excepciones, que la totalidad de los estudiantes cursa-
ron en algin momento de su vida académica lecciones sobre probabilidad condicional.

Con el fin de dar cuenta de los objetivos en esta comunicacion, las variables a
las que haremos referencia y su organizacion para posterior codificacion de la in-
formacidon obtenida de las resoluciones de los estudiantes, pueden verse en la tabla
siguiente (Tabla 2).

Estudiante Abordado Mundo Lecturas Resultado NuUmero
(si es el caso)
, - Avritmética (0) i (1 ,
1 sf (1), no (0) Prob?lb)llldad Algebraica (1) no((gi lc\lourrrr;i;g "
aritmética (0) incorrecto (0)

TABLA 2. VARIABLES OBSERVADAS Y SU CODIFICACION

Mediante la variable abordado estudiamos la dificultad apreciada del problema.
Decimos que un problema se ha abordado si el estudiante deja algin tipo de rastro
de su resolucion. La variable mundo nos informa de en qué mundo sitdan los estu-
diantes la resolucién de los problemas, si en el mundo teérico de la probabilidad
(1) o en el mundo de la aritmética (0). En el caso del problema 3, de cuya lectura
analitica se deduce que existe una lectura algebraica del mismo, observamos, ade-
mas, si los futuros profesores hacen dicha lectura y utilizan incdgnitas para hallar la
solucion del problema. Con las variables resultado (el estudiante emite una res-
puesta a la pregunta del problema) y nimero (la respuesta es numérica y el namero
es correcto o incorrecto) estudiamos las dificultades del problema y de la solucién
del problema, variables que medimos como hicimos en (Carles, et alii. 2009):
Dificultad apreciada del problema (DAP) =100 - [Mj x100
estudiantes

Dificultad (global) del problema (DP) = 100—(M]x1oo
estudiamtes

Dificultad del problema (DPR) = lOO—(wjxloo
abordado
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Dificultad de la solucion del problema (DSP)= 100 - _NUMETO 1,149
abordado

El tratamiento que de los datos se hace aqui es meramente descriptivo, ya que
en la actualidad estos datos estan sujetos a un analisis mas detallado.

Resultados

La tabla siguiente (Tabla 3) resume, de un modo global, los resultados obteni-
dos en el problema 1, en frecuencias absolutas y distribuidos segtn el mundo en el
que los estudiantes han situado la resolucion del problema:

Problema 1 Abordado Resultado Namero
Mundo Si No | Correcto | Incorrecto
Probabilidad 18 15 3 5 10
(P)
Aritmética (A) 26 22 4 9 13
Total (N=44) 44 37 7 14 23

TABLA 3. TABLA RESUMEN DE LOS RESULTADOS DEL PROBLEMA 1, EN FRECUENCIAS

Con estos datos absolutos, para una dificultad apreciada del problema (DAP = 0)
nula, y una dificultad del problema baja (DP = 15.1%), la dificultad de la solucion del
problema es elevada (DSP =62.2%) resultado asi que podemos calificar este problema
de problema dificil para los estudiantes del master.

Por otra parte, los futuros profesores, mayoritariamente, encuentran que es mas
razonable situar la resolucion del problema en el mundo de la aritmética
(A=59.1%) que en el mundo teorico de la probabilidad (P=40.9%). Tomados asi
los estudiantes, divididos en ambos mundos, las dificultades del problema son simi-
lares, DP(A)=15.4% para los primeros frente al DP(P)=16.7% para los segundos,
pero llegar a una solucion correcta del problema resulta mas dificil para las resolu-
ciones en el mundo de la probabilidad DSP (P) = 66.7% que en las resoluciones en
el mundo de la aritmética DSP (A) = 59.1%.
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En el caso del problema 3, los resultados globales, en frecuencias absolutas,
puede verse en la tabla siguiente (Tabla 4):

Problema 3 | Abordado Lectura del problema Resultado NUmero
Mundo Algebraica Aritmética | Si | No | Correcto | Incorrecto
Probabili- 13 5 8 7 6 3 4
dad (P)
Aritmética 31 11 20 20 11 7 13
(A)
Total (N=44) 44 16 28 27 17 10 17

TABLA 4. RESUMEN DE LOS RESULTADOS DEL PROBLEMA 3 EN FRECUENCIAS

Otra vez, para una dificultad apreciada del problema nula (DPA = 0), la dificul-
tad del problema (DP = 38.6 %) es mayor que en el problema 1 (DP = 15.1%),
siendo la dificultad de la solucion del problema alta (DSP = 77.7%) tanto si se to-
ma como muestra todos los estudiantes que han abordado el problema como si se
considera a aquellos que finalmente dieron un resultado a la pregunta del problema
(DSPR= 63%). Estamos hablando, pues, de un problema que resultdé ser franca-
mente dificil para los estudiantes del master, futuros profesores de matematicas.

Esta vez, los estudiantes volvieron a escoger el mundo de la aritmética como
mas razonable para resolver el problema (A=70.45%) que el mundo de la probabi-
lidad (P=29.55%), con una distancia mayor que para el problema 1. Incluso, las
diferencias entre las dificultades del problema, segin el mundo, son mayores: DP
(A)= 35.5% frente al DP(P) = 46.1%, lo que convierte la resolucion de este pro-
blema més dificil en el mundo de la probabilidad que en el mundo de la aritmética.
Pero, dar una solucion correcta al problema invierte esta tendencia favorable al
mundo de la aritmética, siendo DPS (P) = 57.1% y DSP (A) = 65%, moviéndonos
siempre en los nimeros altos de las dificultades.

Si el problema 1 tiene una lectura aritmética, el problema 3 su lectura es, por el
contrario, necesariamente algebraica. Los datos nos informan de que el 63.3% de
los estudiantes no hacen una lectura algebraica del problema, lo que les conduce
irremediablemente a no dar una respuesta al problema o bien a dar un ndmero inco-
rrecto como respuesta al porcentaje preguntado. Y esto se produce por una cons-
ciente o inconsciente interpretacion equivocada de, al menos, uno de los datos
conocidos del problema, generalmente una probabilidad de la interseccion en lugar
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de una probabilidad condicionada, lo que le permite hacer una lectura aritmética
del problema, aunque sea de otro problema distinto del planteado. Aquellos que
situaron la resolucion en el mundo de la probabilidad optaron mayoritariamente por
hacer una lectura no algebraica (61.5%), en porcentaje similares a quienes lo hacen
desde la aritmética (64.5%).

Analisis de los resultados

Es verdad que a la luz de los resultados anteriores puede ser mas provechoso el
andlisis de errores que el de las dificultades de los problemas, andlisis que aun esta
en curso. Pero, para los objetivos de este trabajo, el analisis de las dificultades tiene
también su interés por el hecho de que no solamente hablamos de problemas esco-
lares (facilmente identificables en los libros de texto de secundaria y bachillerato, si
exceptuamos acaso el problema 3) sino que porgue sus resolutores son futuros pro-
fesores de matematicas de secundaria. Tal vez, esto nos permita reflexionar sobre
su formacion de cara al futuro.

No hay duda de que el problema 3 es mas dificil que el problema 1, si esta afir-
macién la basamos en las dificultades medidas de los problemas y que admiten
comparacion:

Problema | DAP | DP DSP | A P DP(A) | DP(P) | DSP | DSP
(A) (P)

P-1 0 151 | 622 |59.1 409 | 154 16.7 59.1 | 66.7

P-3 0 38.6 | 63 70.45 | 29.55 | 355 46.1 65 57.1

TABLA 5. COMPARACION DE LAS DIFICULTADES DE LOS PROBLEMAS, EN PORCENTAJES

A parte del contexto en el que los problemas estan formulados, el problema 3 es
tedricamente mas complejo que el problema 1. A esta complejidad le asociamos
una dificultad tedrica por el nimero de datos condicionales conocidos en el prime-
ro. De esta forma, la posible hipotesis de que a mayor niumero de datos condiciona-
les conocidos en el enunciado del problema mas dificultad tiene el problema, puede
ser una hipdtesis razonable gue no debe descartarse en futuras investigaciones.

En trabajos previos hemos visto como el contexto es un factor influyente en la
resolucién de estos problemas (Carles et alii, 2009). Precisamente, para mitigar la
influencia conjunta de contexto+estructura en los problemas, decidimos formular el
problema 3 en el contexto menos influyente y el problema 1 en el mas influyente.
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Tal vez esta sea la razon de que las dificultades para encontrar la respuesta correcta
de los problemas sea tan similar para ambos (62.2% frente a 63%).

El caso es que la dificultad apreciada por los estudiantes de la dificultad de los
problemas es nula pues todos los estudiantes abordan su resolucidn después de
realizar sus lecturas. No hay problemas en blanco. Ahora bien, aun siendo mayori-
tario el porcentaje que dan una respuesta, es sorprendente que hayan porcentajes
del 15.1% y del 38.6% de estudiantes que no lleguen a dar ninguna respuesta a la
pregunta del problema. Esto nos permite pensar que o bien la lectura del problema
no es intencionada ni analitica o bien que, partiendo de los datos conocidos, no
pueden producir con sentido nuevos datos y que si lo hacen no ven la manera de
llegar a dar una respuesta a la pregunta del problema.

Cuando mayor dificultad tiene el problema los futuros profesores prefieren, en
un porcentaje mayor, situarlo en el mundo de la aritmética (70.45% frente a
59.1%). Una razén plausible de este hecho puede hallarse en que las dificultades
que los estudiantes tienen para llegar a dar una respuesta el problema crecen si el
mundo escogido es el mundo de la probabilidad (de 35.5% crece hasta el 46.1% en
el problema 3 y del 15.4% crece al 16.7% en el problema 1). No obstante, el pro-
blema con lectura algebraica presenta menor dificultad, si de dar una respuesta
correcta al problema se trata, en el mundo de la probabilidad que en el mundo de la
aritmética (57.1% frente al 65%) invirtiéndose, sin embargo, los porcentajes de
dificultad de la solucion para el problema 1 (decrece del 66.7% hasta el 59.1%).

Finalmente, cerraremos este analisis prestando atencion a las lecturas del pro-
blema 3. Siendo un problema con una lectura algebraica, resulta que el 63.6% de
los estudiantes no reconocen el caracter algebraico del mismo. Esto supone que,
aquellos estudiantes que dieren una solucion al problema interpretaron los datos de
manera errénea. El error mas comun esta generado por la interpretaciéon del dato
condicional como una medida de la interseccién de dos conjuntos o de dos sucesos,
ampliamente referido en mdltiples investigaciones. Siendo asi, e interpretando, por
ejemplo, las tres condicionales como tres intersecciones, el resolutor convierte un
problema de nivel N3, como el problema 3, en un problema de nivel NO, como el
problema 1y cuya lectura es necesariamente aritmética.

Conclusién

Los problemas de los que hemos hablado aqui son problemas “dificiles” para
los futuros profesores de matematicas. Lo expresamos asi porque, en cada caso,
menos del 40% de los futuros profesores obtienen una respuesta correcta a los pro-
blemas. Més dificil ain si el problema tiene una lectura algebraica.

De los problemas que hemos hablado aqui son problemas que unos pueden con-
siderar de probabilidad y otros no. La discusion se centrara en el hecho de que la
palabra probabilidad o azar o aleatorio estén presentes 0 no, 0 que ni siquiera una
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situacion de incertidumbre esté creada en el problema. Sin embargo, el hecho de
que esas palabras no aparezca en el texto de los problemas no ha impedido que un
porcentaje elevado, aunque no mayoritario, de futuros profesores hayan ubicado su
resolucion en el mundo tedrico de la probabilidad, mientras que el resto lo haya
tratado de resolver en el mundo de la aritmética. Asi, para los primeros el problema
era de probabilidad mientras que para los segundos el problema era y tenia solu-
cion en el terreno de la aritmética. La distancia, sin embargo, entre ellos puede
intuirse como minima si confluyen en una situacion de incertidumbre.

Por otra parte, en lo que los futuros profesores, en su gran mayoria, han tenido
dificultades ha sido en resolver problemas en los que el nimero de datos conocidos
es el minimo necesario para responder a la pregunta del problema, tres; y que el
formato de los nimeros para los datos son porcentajes, nimeros relativos que ex-
presan relaciones parte-todo o parte-parte (en términos de probabilidades: probabi-
lidades absolutas o probabilidades condicionales).

La descripcion que hemos hecho, tanto de los problemas en si mismos como en
su relacién con los resolutores, puede servirnos para reflexionar sobre la formacién
de los futuros profesores de matematicas. Si los problemas que hemos descrito les
son dificiles, no menos lo serdn para sus futuros alumnos de secundaria, de tal ma-
nera que o bien dificilmente serdn ensefiados o bien seran reformulados con més
datos de los que realmente son necesarios, perdiendo asi el problema toda su ri-
gueza y todo su potencial. Las sugerencias de Saughnessy y las advertencias de
Freudenthal son aln pertinentes y actuales. No deberian caer en el olvido.
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