SOBRE UNA PROPIEDAD DE LOS NUMEROS
REALES

por
FeenANDO L. GASPAR

Rosario

En un trabajo anterior () hemos demostrado que dados n
néimeros reales cualesquiera a; (i=1, 2, ..., n) existe un sis-
tema de polinomios {P,(z)} ortogonales en el conjunto de pun-
tos formado por dichos numeros. Estos polinomios pueden ser
siempre escritos en forma de determinantes (2). Normalizando
los polinomios en forma que el término de mayor grado tenga
por coeficiente la unidad positiva, e introduciendo en el siste-
ma, como suele hacerse, ¢l elemento de rango 0, Py(z)=1, se
tiene:
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(*) GaspAr, FERNANDO L., Sobre una propiedad de las ecuaciones alge-
braicas con raices reales, en Revista de la Unién Matemitica Argenting, Vol
VIII, pags. 81-90, Buenos Ajres, 1942.

(®) GasPAR, FERNANDO L., Sobre la finitud de los sistemas de polinomios
ortogonales en dominio Jiscontinuo y la ley de recurrencit: que los define, en
Revista de la Facultad de Ciencias Econbmicas, ete. 3% serie, T, VIII, N° 2,
pag. 9, mayo-agosto de 1939, Rosatio.
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A (i=1,2,...,n) es el menor complementario de «i ulti-
mo elemento de la primera fila de cada determinante.

Los elementos m, de los determinantes — llamados tam-
bién momentos brufos de los n nGimeros a; — se definen asi:

n
mg== > as. [2.}

T
Como se ve, el sistema [P,(x)], estd ordenado segin las
potencias crecientes de x, pero este orden no es el que, necesa-

riamente, se estd obligado a adoptar. Pongamos un ejemplo:

Sea el conocido sistema de polinomios de Hermite {H, (x)}
ortogonales en el intervalo (—oo,}-) con la funcién de pon-
deracién de Laplace-Gauss que, escrita en su forma reducida, es:

1 22
vE)=rme

Los polinomios de Hermite se escriben en forma de deter-
minante como en [1]. En este caso, los elementos de los deter-
minantes son los momentos de dicha funcién de Laplace-Gauss.
Designaremos estos momentos, como se acostumbra, por gs y
resulta:

_(2n)!
T on.nl

Gonty =03 9on
y también
Gon==(2n—1) gops-

Adoptado como orden de formacidn, del sistema de Hermite,
el de las potencias crecientes de z, impuesta la condicién de que
el término de mayor grado tenga por coeficiente la unidad positiva
e introduciendo el Hy(z) =1, se tiene el conocido repertorio:

Hy(z)=1
Hz)==z
Hy(z)=—1-F22

Hy(x)=—8x 28
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El indice indica, a la vez, el grado del polinomio y el rango
que le corresponde en la sucesion.

Estos polinomios verifican, como se sabe, la siguiente con-
dicién de ortogonalidad:

oo

‘=0 ng=m '
@(x) Ho(x) Hp(®) dx [3]
o \(T/:O n=nm.
Supongamos, ahora, que el orden de formacién, en vez de
ser el de las potencias crecienies de z, sea este ofro:

z3, x, 2%, z%, T, x5, a8, 28, ...
Llamando hp(x) al polinomio de rango n en el nuevo sistema

de Hermite asi ordenado, € introduciendo el elemento de rango 0,
como antes se hizo, se tiene:

ho(w) = 2%; hy(x) = :_El 26 e
(—1)? %3 2 a2 (—1ys z® @ 2?2t
N e A L v A
T2 95939496
de donde el siguiente repertorio:
ho(x) = ®
hy(z)=—022+2
ho(x) =2
hy(z) =—527 -zt
hy(z) =—105 23 + 210z -+ 27
hy(z) =— —12—2;933 %%5 a:——-—z% z? 4 25

......................................................

y es inmediato constatar que los ha(z) verifican la misma pro-
piedad de ortogonalidad de los Hn(x) que expresa [3].



Como se pueden establecer infinitos ordenamientos dis-
latos, existen, por tanto, infiniios sistemas ponderados de poli-
nomios 2 Hermite ortogonales, en (—oo, ), con la funcion de
Laplace-Gauss como funcidn de ponderacién (3).

Se ve, también, la impropiedad de la definicién de ortogona-
lidad que sucle darse, diciendo quz os nula la integral del pro-
ducto de dos polinomios de distinto grado cuando, atn en el caso
de una variable, expresandose con propiedad, debiera hablarse de.
rango v no de grado, pues puede darse el caso que sea nula la
integral del producto de dos polinomios de igual grado. Tal ccurre.
por ejempio, con los A, () en los casos siguientes, entre oiros:

; !

[o(e) ho(w) hy(2) do=0; / () hy(2) hy(z) dz=0

a pesar de que hy(x) y hy(x) son de tercer grado; hy(z) y hy(z)
son de grado séptimo.

Ello se explica porque el polinomio de rango superior con-
tiene tocas las potencias de 2 del de rango inferior. Por tanto.
la propiedad de ortogonalidad que expresa [3], es consecuencia
de esta otra:

T
~

j o (@) hn(z) 2P dz =0

Lo
siempre que en el orden de formacién escogido la potencia
p-ésima de la variable sea de rango inferior a n; entonces la
nulidad se constata, sencillisimamente escribiendo, en la integral
anterior, h,(x) en forma de determinante y efectuando la inte-
gracion. Resultard un determinante de orden n—+1 cuya primera
fila serd igual a una de las n siguientes y, por tanto, nulo con
lo cual se anula la integral.

Volviendo al sistema {P,(z)} definido en [1], supongamos
que en vez de estar ordenado segan las potencias crecientes de .
lo fuera de la siguiente manera:

P, x4, X, 35, ..., X"

siendo p, g, r, s, ..., n nimeros naturales cualesquiera.

() Gaspar, FErXNANDO L., Sobre la existencia de infinitos sistemas de
polinomios de Hermite, Rosario, 1945, donde el tema estd tratado con mas
detalle y mayor generalidad,



Llamando pn(x) a los polinomios asi ordenados, normali-
zéndolos en forma de que el Gltimo término de cada polinomia
tenga por coeficiente la unidad positiva e introduciendo, como an-
tes, el elemento de rango 0, se tiene:

—1

\ xp 29
po(#) =2P; pofz)=—=\"
Ay [Map Mpty
of TP XU T
v (21 - .
pa(®) = A (e Tk ke |5
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py(@) :( 1% map Mpygq My Mo
Ay MprgMeg Mgy, ML,
I"I’lm_,. mq}r nlgl, m,+s

y asi sucesivamente.

Se demuestra, facilmente, que los menores complementa-
rios del dltimo término de estos polinomios son todos positivos
o nulos (¢), es decir, ’

Aiz=0.

La npulidad puede producirse, en ciertos casos, por la ley

R i

(*) GAspar, FErRNANDO L, Sobre algunas series fFuncionales, en Publica
ciones de la Facultad de Ciencias Ifatemdticas, ete. N? 10, pig. 33, Rosario,
1987. Esta propiedad resulta también simplemente observaundo que cualquier
determinante

m2p Mp-tg  Wpt+r .. l

Mp4q Mg ma+r ..
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de recurrencia a que obedecen los elementos m; de los deter-
minantes (5).
Se tiene, por tanto,

Map Mplq
MppqMaq

A= = Mgp Mgq — (Mp1q)* =0

de donde, la desigualdad

Mgp Mg = (Mpyg)® (5]

Mop Mpyg Mpiy
Ay =mpyq Mg Mgy |=Mgp Mgq My, ~-2Mpuq Mgy, Mpy, —

Mpiy Maly Moy
[(Mpsr)? Mg+ (Mpyq)2 Mo, + (Mgsy)? Mgp] Z 0

de donde:

Mgp Mog My, —+ 2 MpyqMap, Mpre =

(Mpy,)? Mag + (Mpyg)® Mo, 4 (Mg )2 mgp. [6]

En el caso particular de que sea p=0, ¢g=1, o reciproca-
mente, resulta la conocida desigualdad

my Mg = my® [7]

que es, pues, sblo un caso particular de la [5]. Asi podria seguirse.

Puesto que los g; son nimeros reales cualesquiera, p, g, r, s,
nimeros naturales cualesquiera, las desigualdades [5] y [6], asi
como todas las que por anlogo procedimiento pueden determi-
narse, expresan una propiedad que subsiste, sean cuales fueren
los nameros g;.

Hasta ahora hemos considerado conjuntos finitos de ntimeros
reales cuyos elementos est4n formados por un solo ntimero real.

() GAspAR, FErNANDO L., Op. cit. (2), pig. 1T.
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En el caso de tratarse de conjuntos finitos de néimeros rea-
les cuyos elementos fueran pares de nGmeros, habria que consi-
derar polinomios de dos variables ortogonales en el conjunto de
puntos definido por dichos pares de ndmeros.

Fué, precisamente, en el estudio de la ortogonalidad al pa-
sar al caso de dos variables, que se nos presenié, de manera
natural, la cuestion de la ordenacién del sistema, pues los poli-
nomios se podian ordenar segin las potencias crecientes de &, es
decir, segin este cuadro:

1 A

Yy xy
y2 zy?
y3 ’; zy3
y4 zyt
y5 4 zy5
y6 s zy8
y1 -

o0, inversamente, segin las potencias crecientes de ¥,

P I S

2 3 4 5
s 22?)’/2 4 23:/2 < :E;y? < x'y 4
: TEy? udy?
/ x?y?} / w3ry3 / $41)/3 / $5y3
« PN )
m?yé: 3 yi mé{-y‘!: $5y4
e $2y5 e $3y5 méyf) x5jr5
"/ x2y€ :133-/)/6 x&yG xﬁyﬁ
m2y7 x3y7 xiy'? x5y7

este otro cuadro:
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ad
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5079/3
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x7y5....
2TyT..

o segun

Lo mismo se hubiera podido adoptar cualquier otra orde-

nacion.

Estos polinomios de dos variables,
junto discreto de puntos del plano,

ortogonales en un con-
estin estudiados en oird
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trabajo nuestro, al que nos remitimos para abreviar esta expo-
sicion (%). Adoptado como orden de formacién el de las poten-
cias crecientes de 2z, siendo

(m+n+1)(m;—n)+2(n+1) =N  (N=ntmero natural)

el ntmero de pares de nGmeros ¢;b; dados, existe un sistema
ortogonal {V, (z,y)} y un polinomio de grado m-n pertene-
ciente al sistema que contiene las potencias zm,yn y todas las
anteriores. Impuesta, como antes, la condicién de que el dltimo
término del polinomio tenga por coeficiente la unidad positiva
y escrito en forma de determinanie, un polinomio genérico
V.s(z, y) se expresa asi:

r—z},-s
s+ 2o
(—"1) Pe=1
V., (o, y) ===
T8
1 z y oo Loyt arys

My,0 M0 mMy,1 e My, o g m,

My Moo Myy L Mg sy Mply, s (8]

My, s1Mrdn, s—1Mpda, s L Malrl), ols—1) Mani1, 261

El indice r,s indica el grado del Gltimo término del po-
linomio.

Si en vez de ordenar segln las potencias crecientes de z,
como lo hemos hecho, se lo efectuara en un orden cualquiera,
como ser este:

xmyn, xPyq, xTYs, Ttyd, ..., TVY?

designando los polinomios asi ordenados por Vi(z,y), en que

(") GAspar, ForNANDO L., La interpolacién en el caso de warias variables,
obras editadas por la Facultad de Ciencias Econdémieas, ete. T. I, Vol. II,
Rosario, 1938.
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ol indice indica, ahora, el nimero de orden del polinomio en la
sucesién, resulta, normalizdndolos igual que antes e introduciendo

el elemento de rango 0:

xmyn P ¥4

—1
Ve=amyn; Vyi(z,y)=—
Ay [Mom,on Mmipintg
(—1)2 Tm yn xp y9 xrys
V2 <:l7 s ¥ ) = A Momeon  Mmipntq Momtrats ;
2 : .
Mpip.ntg m2p,2q Mpsr,qs [9}

xm yn P yq xr ys xi yu
(=1)3m e m
2m.2 T : [
V3 (:L', y) —_— m.2n mAp.atq M imtrnts mAt sl

Ay |Mpipnig Mepeg  Mpings Mptigru
Mpirnts Mpirgts Mar2s M stu

Los elementos de los determinantes se definen, ahora, asi:

mp q== & a; bjd.
i g

Se demuestra que todos los A tienen el mismo signo y al
ser Ay =My 0n >0 por ser la suma del producto de potencias
pares, resulta que todos los A son positivos.

En particular es: ‘

m m ;

2m.2n mPn+ — .

Ay = m m AP | = Mg, on Map.2g — (”lm+p,n+q>2 =0
mP.nt+q ap,2¢

de donde:
Mgm,on Mop.2g = (m:n+z:,n+q) 2 [10]

Mom,on Mypip.ntqg Mpiirnts
Ag = |Muyypnrg Mopog  Mpbrgis |
Mpndrnes Mpkears e 2s

= Mgm,an Mep,aq Mares + 2mm_—$_—p,n+~’1 Mpy,gbs Mmtrnis
‘ 2 . \2
— [(Memprnss)® Map.2g + (Mingpaig)® Mar,es T

-(mP+r,9'-§-s) 2 Mam.on) 2 0
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de donde:
Mom, on Map, 99 Mar, 25~ 2Muniips ntg Mpdin,gis M, nds =
(Mg ) Map, 2g + (M, niq) 2 May, o5

=+ (mP:Ergq-i's)z Mam,on [11]

y asi podria seguirse.

Las [10] y [11] son desigualdades para conjuntos de pares
de nameros reales cualesquiera, anélogas a las [5] y [6]. En par-
ticular, si se ordena por las potencias crecientes de z resultard
en [10], m=0, n=0; p=1, g=0 (0o p=0, g=1 si se or-
dena por las potencias crecientes de y) y se obtiene:

Mg, Moo = (My,0)2
o bien [12]
Mg,0 Mg, = (Ty,1)2

desigualdades para conjuntos de pares de niémeros reales ana-
logas a la [7].

Se ve pues, que el desarrollo de los A da lugar a una su-
cesién de desigualdades que verifican los conjuntos finitos de
pares de nimeros reales, desigualdades que subsisten para todo
conjunto de pares de ntimero g; b; pues, sean ellos cuales fueren,
la propiedad, siempre, se cumple.

De manera analoga se procederfa con conjuntos de ntimeros
reales cuyos elementos fueran ternas, cuaternas, etc., de ntimeros.

Surge, sin més, que es innecesario imponer a los conjuntos
la restriccién de que sus elementos tengan todos el mismo nt-
mero de numeros reales.

Si se tuviera, por ejemplo, este conjunto:

as;, b,
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al  ser:
a2P=a2P . lq - 17‘

siendo p, ¢ y r numeros naturales cualesquiera, a los efectos
de nuestra teoria, el conjunto anterior es igual a este otro:

ay, by, 1

as 1, 1
ag, b, C
(L1, e

Y resulta:

4 4 4
mp’ q, = 2 2 2 raip b]'q Ckr
k=1 j=1 i==1

donde se ha tomado:
Cl= b2=02=a4:b4_= .

Entonces, dado un conjunto finito cualquiera de numeros
reales cuyos elementos sean, a su vez, conjuntos finitos de nt-
rneros, es necesario considerar el elemento que tenga mayor na-
rero de ndmeros. Sea, por ejemplo, n dicho numero; bastard,
entonces, adoptar un orden de formacion correspondiente a un
sistema ortogonal de n variables, -formar los determinantes A
anslogos a los menores de los Gltimos términos de [9]. De los
Jdesarrollos de gstos A se obtendrd una sucesién de desigualdades
que, sean cuales fueren estos nimeros, siempre se verifican.

Con lo expuesto se ha demostrado, por lo tanto, una pro-
piedad muy general de los némeros reales.

Pasando del campo discreto al continuo, se demuestra, de
igual manera, que las mismas desigualdades verifican los mo-
roentos de las funciones de probabilidad de n variables (n=1,
2, ..., n), considerdndose como tales las funciomes f(%1, Ze
. - Zn)=0, definidas en un dominio D — finito o infinito —
de un espacio de n dimensiones tales que sea:

/ﬁ") /Df(mi’ La; « v s xn) dxl dxg PN dJJn:‘:l
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y existan los nameros:

(n) __
Hp.q,...,r—

-
(/(n) [f(:vl, Tge vvey Tp) TP 209 .y day dzs L, di,
Vo e D

y a fortiori, también verifican la propiedad los ntumeros

M ,q(;"fﬁ.r:/ﬂ”_) / 2P ed ...z day dzy ... d
oo

e

Ln

.

pero, en este caso, D debe, necesariamente, ser un dominio fi-
nito (7) de un espacio de n dimensiones.

(") Gasear, FerNaxvo L., La ortogonalidad sin ponderacién. El proble-

ma de Hermile, en Arales de la Sociedad Cientifica Argentina, T. ¢XXIV,
E. II1, pig. 10, Buenos Aires, 1937.



