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1.-La répartition en familles des fonctions analytiques peut
donner lieu, pour chacune de ces familles, & un groups de théo-
rémes énoncant des propriétés semblables et formant ce qu'on
est convenu d’appeler un cycle. Le plus connu est le cycle de
Picard relatif aux familles de fonctions holomorphes ne pre-
nant jamais deux valeurs exceptionnelles fixes, 0 et 1 par exem-
ple, que nous appellerons familles de Picard. Les théorémss
fondamentaux du cycle de Picard sont:

a) un théoréme d’impossibilité, d4 3 E. Picard: il est im-
possible qu'une fonction holomorphe autour d'un point singu-
lier essentiel isolé ne prenne pas deux valeurs exceptionnelles
dans le voisinage de ce point.

b) un théoréme de limitation, d& & Schottky: toute fonc-
tion (z) holomorphe dans le cercle 1z1<1 ot elle admet deux
valeurs exceptionnelles fixes O et 1, telle que f(0) =a,, 2 un Mo~
dule borné par un nombre Q(a,7), ne dépendant que de a,
et de r pour les valeurs z du cercle |z} =7 <1.

c) un théoréeme d'extension, di & Landau: soit f(z) une
fonction holomorphe dans le cercle |z2] <R ou elle admet deux
valeurs exceptionnelles fixes 0 et 1, telle que f(0)=dy,
f(0)=a,7-0; le nombre R ne peut dépasser une valeur
Ry(ay,a;) ne dépendant que de a, et ay.

Ces théordmes et d’autres qui leur sont liés résultent du
fait que toute famille de Picard est une famille normale. On
les retrouvera pour toutes les familles pormales dont le critére
de normalité ne fait intervenir que les valeurs de chaque fonc-
tion de la famille et on peut en donner des démostrations, du
point de vue qualitatif, indépendantes de la nature de ce cri-
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tére. Mais, au point de vue quantitatif, ce critére intervient
pour la détermination des constantes telles que Q(a;,r) ou
R (ay, ay).

Dans le cas des familles de Picard, ces constantes sont dé-
terminées au moyen de la fonction modulaire. Pour d’autres fa-
milles normales, leur détermination fait appel a des fonctions
élémentaires. Il en est ainsi par exemple pour les familles de
fonctions bornées dans un domaine que l'on peut appeler fami-
lle de Liouville. Il en est encore ainsi pour les familles
des fonctions dont les valeurs couvrent un domaine dont I'aire
est bornée, sans que ces domaines eux-mémes soient bornés.

2.-Soit donc f(z) une fonction holomorphe dans un do-
maine (D). Les points représentatifs des valeurs Z=f(z) cou-
vrent une ou plusieurs fois un domaine dont nous désignerons
Vaire totale par S(f) ou S; Dexpressién «aire totale» signi-
fiant que chaque élément du domaine couvert est compté autant
de fois quil est recouvert. Si I'on représente les valeurs Z sur
différants feuillets plans superposés au plans Z, on peut dire
encore que S désigne I'aire couverte sur tous ces feuillets. On

sait que S(f)= [/ |£/()|2do, do désignant élément d'aire du
plan Z.
Lorsque le domaine (D) est le cercle |z]<r, la fonction

étant holomorphe dans la région (D), c'est-a-dire dans le do-
maine fermé, on a

S==r?([ay|2+2]a, |2r*+...+nla,[2rtn-2 4 .) - n|a,|2rn,
n=1

si

f@)=a+az+ ... fa, 224 ...

Considérons les fonctions holomorphes dans un domaine
(D), telles que P'aire S(f) soit inférieure ou égale a la va-
leur fixe mp%. Je dis que la famille de ces fonctions est nor-
male dans le domaine (D), c’est-a-dire dans tout domaine (D)
complétement intérieur & (D). Soit en effet z, un point de
(D’) et r, un nombre fixe inférieur i la distance de (D) a
la frontiére de (D); V'aire totale couverte par f(z), lorsque z
décrit le cercle |z—zp|<r, est supérieure & w|f'(zy)|r? et
inférieure & 7w p?. Donc,
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et la famille des fonctions '(z) est bornée, donc normale dans
(D). 11 en est de méme de la famille f(z): soit en effet @ un
point fixe inierieur a (D); on a, dans un petit cercle (y) de
centre o et de rayon T,

f(e) —F() = [£(2) da,

[f(2) —f(@)| =p;

si I'on intdgre le long du rayon. La famille f(z)—f(x) est
donc normale dans (Y), puisqu'elle est bornée. Soit une suite
fn(z) de fonctions de la famille. De la suite fp(2) —fp(®), on
peut extraire une suite partielle convergente fur(z) — fr(e)s
de la suite fn(a), on peut exiraire une suite partielle fr(@)
ayant pour limite une valeur finie ou infinie A. Or, fo(Z)—
fi(¢) a pour limite, comme fu(2) — fu(a), vne fonction fi-
nie g(z); donc la suite fur(2) a pour limite g(z) + A, fonc-
tion holomorphe finie ou identique 3 la constante infinie, sui-
vant que A est fini ou non. La famille f(z) est donc normale
au point o arbitraire dans (D), elle est donc normale dans lin-
térieur de (D), d’aprés un théoréme connu ().

Nous pouvons donc énoncer la proposition fondamentale
suivante: Les fonctions holomorphes dans un domaine (D) dont
les valeurs couvrent des domaines d'aires bornées par un nom-
bre fize forment une famille normale dans UVintérieur du do-
maine (D).

3. -Nous en déduirons d’abord un théoréme d’impossibilité:.
Laire couverte par les valeurs d'une fonction entiére est in-
P -

finie. En effet, dans le cas contraire, en chaque point 2z, du
plan, on aurait

() PAun MontEL, Sur les familles des fonctions analytiques, qué admettent
des valeurs excepcionnelles dans un domaine. Annales Ee. Normale (3) 29-1912.



— 276 —

)l <,

r désignant une longueur arbitraire et mp? designant la limi-
te superieure de l'aire. En faisant croitre r indéfiniment, on
voit que f’(z,) est nul et, comme 2z, est arbitraire, f(z) est
une constante.

On peut préciser cette proposition comme dans les fami-
lles de Picard. Les fonctions f,(z)=7#(2"z), holomorphes dans
le cercle z|<1,ne peuvent former une famille normale si 7(2) est
une fonction entiére non constante. Il y a donc dans le cer-
cle-unité des points ot la’ famille n’est pas normale. Comme
aucun de ces points ne peut éire isolé, il en existe une infinité.
Soit © l'un d’eux, distinct de l'origine 0. Dans un cercle (Y)
de centre o et de rayon arbitrairement petit, les aires couvertes
par les fonctions f,(z) augmentent indéfiniment d’aprés notre
théoréme fondamental. Or, les valeurs prises par f,(z), lors-
que z est dans (y), sont les valeurs prises par f(z) dans le
cercle homothétique de (y) dans le rapport 27, le centre
d’homothétie étant & L'origine 0. Menons la demidroite 0w ou
A: dans tout angle, si petit soit-il, bissecté par 4, l'aire cou-
verte par les valeurs de #(z) est infinie.

Examinons maintenant le cas d’une fonction holomorphe
f(z) autour d'un point singulier essentiel isolé que l'on peut
supposer placé & L'origine 0. Supposons que les valeurs de f(2),
lorsque z est voisin de l'origine, couvrent un domaine dont
Vaire ne dépasse pas mp2 Tracons un cercle de centre O et
de rayon R contenu dans la région considérée pour z et soit z,

. . 2
un point du cercle concentrique de rayon -z R. Dans un cercle

1
(Y) de centre z, et de rayon 5 [zo!, les valeurs prises par f{2)

couvrent une aire ne dépassant pas mp2. Donc

120 f'(20)| = 2.

Il résulte de celd que la fonction zf'(z), bornée autour de
b : . r L . > s
Vorigine, réguliére en ce point. On a donc, pour z voisin
de zéro,
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Go

F@) =24 Cy+ Cozton

f(z2)=Cologz+C+Cyz+...,

et, comme f(z) est uniforme, Cy= 0. L’origine ne serait donc
pas un point singulier pour f(z).

En résumé: Dans le voisinage d’un point essentiel isolé,
toute fonction holomorphe prend des valeurs couvrant un do-
maine d'aire infinie.

On démontrerait aisément, comme ci-dessus, l'existence de
demi-droites A issues de O possédant la proprieté énoncée précé-
demment. Il suffit de considérer la famille des fonctions

falz)=Ff (——On) , pour n assez grand, z variant dans l'anneau
L
1 < z<L9
—_— bl
2= 7

4. -Passons au théoréme de limitation. Soit f(z) une fonc-
tion holomorphe pour |z]<1, prenant & l'origine la valeur
a,. Supposons que les valeurs de f(z) dans le cercle-unité cou-
vrent un domaine dont laire tolale ne dépasse pas mp?. Il ré-

sulte de la théorie des familles normales que l'on a
() [<Q(apr) lzl=r=l.

Proposons-nous de déterminer la valeur exacte de Q. On
peut écrire

W) [fe)—a =1 5 ayenl = 2 Jayl | Znlans 2T
N==1 Me==]

=1 n=1 N

en utilisant lidentité de Lagrange. La premiére somme dans
le terme entre crochets est inféreure ou égale a p?, car d’aprés
Phypothése

jee]
Z n]anggr.?n é p?
Ne=],
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et la somme du premier membre croit avec r. Quant & la somme

o 2n 2 ré r2n
s

1
elle est égale & log e Donc,

(2) 1)1 < laol +0 )/ 1og -

Pour que ce maximum soit atteint il faut que toutes les
inégalités (1) et (2) se transforment en égalités. Pour 1’iden-
tité de Lagrange, il faut et il suffit que

Vol =X 7=, | =2

yn'

et pour l'inégalité qui la precide, il faut que tous les a, aient
le méme argument. Donc

.
a, —=ie® —,
" n

Il faut en outre que l'aire couverte par les valeurs de la
fonction dans le cercle-unité soit p2, d’ol

et

f—a, a pour argument ¢; comme

IF(2)] < o] + |f —aq,

il faui, pour l'égalité que ¢ soit I'argument de a,.
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On obtient finalment la fonction

o]
fol2) =a, e X w:ao-{—)\ei‘? log ——}——-,
n=t T 1—rz

=t e i)

81—
(ag=lagle™®).

On vérifie que

fo(r)| = laol +@1/log 1_::.2 .

Le second membre représente bien la valeur exacte de

Q (ag, ).

5.-Un théoréeme d'extension se déduit aisement des ré-
sultats précédents. So1t

f&y=ay+a 2+

le développement en série de Mac-Laurin d’une fonction holo-

morphe pour (/<R et vérifiant Iinégalité S(f) <mp?. Les

coefficients a, et a; sont donnés et a; est différent de zéro.
On a, comme on l'a vu au paragraphe 2,

p
lali <§—’
donc
R<"'£L:R0.
|ay!

Cette limitation est exacte, car elle est atteinte pour la
fonction

fu(z) =ap+ a1 %
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On a, en effet, pour |2l <R,,
S[fi]= |y |?n B2 =mp?;
de méme, si on fixe les coefficients a, ot ap7/=0, on a

wplap|? R = S[f] == p?

B<p f/——p——: R
=V Pl

Cette limite est atteinte pour la fonction
fo(2) =@y +ap 2p;

en effet, lorsque z décrit le cercle |z| <R, le point f(z),
recouvre p fois le cercle de centre l'origine et de rayon |aplR,p
et I'on a

S[f,l=pmn jap{2Rp2P:7rp2.

La condition a,7/-0, ou a,7=0 exprime que la fonction
f(z) ne peut éitre une constante. Toute autre condition entrai-
nant la méme conséquence donnera liew & un théoréme d’ex-
tension de méme nature. Supposons par exemple que l'on ait

f(0)=ay f(a)=Co (Cy~ap),

o designant un nombre fixe que I'on peut supposer réel et po-
sitif, f(z) ne peut éire constante: il existe une limite supé-
ricure pour le rayon R du cercle |z] <R dans lequel la fonc-
tion est holomorphe et satisfait & la condition S(f) <mp2.

En effet, I'inégalité (1), dans laquelle on fait z=a donne

c = = ® 1 gnyi
|Cy—ap| <3 |ay] o» < | Znjay|2Rrs 3= ]
n=1 Rl n==1 1 R

On en déduit



[+
R<-——————=R;
= V1—e—lC—adl*e* Ra;

on voit que Ry>c. Cette limite est exacte et se trouve atteinte
par la fonction

I

. 1 1
fo(2) =ay-+e%p log — - l log T &
Re TRz

¢ désignant l'argument de C,—a,, fonction que lon déter-
mine en suivant méme marche que pour le caleul de fo(z) au
paragraphe précédent.

Suppgsons que o tende vers zéro, ainsi que Cp—ap; le
—

quotient a pour limite f/(0)=g, et Vargument de o de-

vient celui de a,. Cherchons les limites de R, et de fo(2)-
On peut écrire

@

Ry=1¢—aT"
‘Co 5 ay| (1—{—8)

¢ désignant un infiniment petit avec o Donc

a=0 la, |
De méme,
. . . az , O z
lim fu(z) =a,+e% p lim e R B
2 a,l R
=0 a—0 R B 1 o

6. - Lorsque des fonctions f(z) holomorphes dans un do-
maine (D) appartiennent 3 une famille normale dans l'interieur
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de (D) et prennent en un point fixe du domaine une méme
valeur ou des valeurs de modules bornés, ces fonctions sont
uniformément bornées en module dans tout domaine intérieur
& (D) par un nombre Q ne dépendant que du domaine et de la
valeur au point fixe ou de la borne supérieure des modules des
valeurs en ce point fixe. Nous avons déterminé Q dans le cas
ot le domaine (D) est le cercle-unité, le point fixe, le centre
de ce cercle, et la famille normale constituée par les fonctions
f(z) pour lesquelles S(f) est bornée pour le cercle-unité.

Mais la conclusion s’applique aussi a toutes les derivées
de la fonction f(z). En d’autres termes, si f(z) est holomorphe
pour |2} <1 et si

H0)=ap S(f)=7p?
on a
P <Oplar)  (1z1=r<1).

Nous allons voir qu’il est possible de trouver la valeur
exacte de (p(ay,r). Sil'on remarque que les valeurs des déri-
vées et celle de l'aire couverte ne dépendent pas de a, et que,
d’ailleurs, la limitation supérieure de cette aire entraine le fait
que toutes les dérivées sont bornées, on voit que les nombres
£}, ne dépendront pas de a,.

On a

)‘(P)(z)::‘;' n(n—1j...(n—p+1)a,znp;
n=p

() 1fPE)=Zn(n—1)...(n—p+L)igy
n=p

=] e}
[2nja,|2. Tn(n—1)2... (n—p+1)2 ren-2pis2
n=p

n==p
Or
o«
2 nla,[t=<p2
n=p

Soit
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(0]
Znn—1)2...(n—p +1)2 ren-2p =M.
pn—p

Partons de

.
2

*® 1
—1) ... - n :——B-:———
”Zspn(n Yoo (n—p+1)urr Aayp

on en tire

s drt  plupr?
—1)2 —p1)Rur=
Z,P_pn(n 12 (n—prb)wr P = (1—u)p+t’

Donc, en posant u=r?,

dp1 p1 dp-t dptt 1
- (log 5)-

M - IOg i—:—

=pl —— = p
PP Gt (1—u)ptt  dur-t T dup

Le maximum est atteint lorsque toutes les inégalités (3)
deviennent des identités. Cela exige d’abord

g, | =xn (n—1) ... (n—p+41)rmp (n=p),

*® . %2 . dp 1
Sa,n=\e®Zn(n—1)... (n—p+1) rn“Pzn—_—)\e’?a;p—(lm————).

tel
f=p n=p 1—rz
On doit avoir en outre

= nlan|2:P2

n==p

ce qui entralne ay=0y=...=0p1= 0 et

2 Zn(n—1)2%... (n——p—{—l)?r?n—?P:)\?Mp:p?,

d'ott ]\:V%;' On en déduit la fonction pour laquelle f2(2)
P

atteint sa limite supérieure
el 0P ( 1 )

fo(z) =2 ]-/ﬁ;é;; 1081’_‘;;

ou
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A —a. P! e zp
folz)=a0 + Vi, (1—rz)P’

On vérifie bien que
. w
PZ)=Ne® In(n—-1)2... (n—p+1)2 (rz)~P
n=p

donne, pour z=r,

[1P(2) | =M =0 VM,
1

Par exemple, pour p=1, on a M;= =

if@)i=1

(1=r?)z
1—rz

f1(z) _~a0_}_Pew

2(1+2u)

o p=2 =

2(14-2r2)

If"(z)i=e e

2= peuf’ (1_,.2)2Z2 .
f2< ) aO+ Vmﬁ (1—7‘2)2

7.-Les calculs précédents conduisent & deux expressions
de la fonction (r). On a

Qu(r)=o VM,

avec

_drt dpil T o o 1
P dup—t [up dup+t (log 1—u)] - [OrP Ozp ( log 1—rz )] z==p,

Gette egalité peut étre obtenue directement sans difficulté.
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Supposons qu'elle soit vérifiée pour une valeur de p et pour
une fonction @ (u) du produit rz=u.My(u) peut étre con-
sidéré comme une fonction M p(rz) de ce produit et I'opéra-

e a
teur 5;0—2 onne

M pry() = M) + u M),

D’autre part, en posant

__dptie(u)
9(u)="ggp
on a
de [ doio(u)]_ P [, g
dup[up dur? ]"Zl&?[”'”” 19(“)]:
dp Lo
=——lu(wrtgy —(p-1) w79l

dp , dptt dp
& o (w91 v g (0P (P g (4700

donc

dp dr2o{u dptt dp
dup [up duﬁ?‘) ]: ey fur—tg(w)}+ 7 [ur-ig(u)]

= u M7 () + M (1) =Mpia-

Dong, si la formule est vraie pour une valtur p, elle est
vraie pour les entiers supérieurs a p- Pour qu'elle soit gé-
nérale, il faut et il suffit qu'elle soit vérifiée pour p=1. lLa

condition est

dee(u) _ 09(w) _ dcp(u)+u‘fij<g@
duz ~ oOr oz du du?

d’ott Pon déduit

1
p(u)y="=Clog i:;—i— a,
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C et C’ désignant des constantes. On retrouve ainsi la fonc-
1 . . A 3
tion log 1=, dui permet la détermination de tous les {)p, &

partir de Q,=Q(ap, 7).

8.~La plupart des calculs précédents s’appuient & l'iden-
tité de Lagrange. La méme méthode s’appliquerait & toute
famille de fonctions pour laquelle une inégalité semblable &
Vinégalité S(f) <mp? serait vérifiée. Par exemple, avec fonc-
tions holomorphes f(z), vérifiant dans le cercle-unité une iné-

galité de la forme
0
= P(n) |a,|p<pp,
n=0

p désignant un nombre fixe, p un nombre positif supérieur
a l'unité, P(n) un polynome entier de la variable n.

On obtiendrait aussi le méme cycle de théorémes pour la
famille des fonctions pour lesquelles I'aire simple du domaine
couvert est bornée; l'expression «aire simple» signifiant que
chaque élément d’aire du domaine couvert n’est compté quune
fois méme s'il est couvert plusieurs fois. Mais, dans ce cas la
détermination des constantes ne parait pas pouvoir étre obte-
nue par une voie aussi élémentaire.

17 Septembre 1943.



