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§ 1

1.-Nous considérons un espace hilbertien [I] rapporté a la
base orthonormale complate (1) (e,). Soit (4») une suite de vec-
teurs de cet espace, chacun d’ enir’eux ayant les coordonnées ()
zn = (e, An). La suite (An) converge faiblement pour n =0, si:

1.0 chacune des suites (x;1) converge pour n==.

9.0 chacune des normes ||An|2 =X |z;»|2 reste inférieure d
un nombre fize M. '

Cette définition comporte 2 éléments hétérogenes: les cor-
données x,n=(ej, An) qui sont des produits scalaires, linéai-
res par rapport aux Ar, les normes I (z,7)2, qui sont quadrati-
ques par rapport aux An.

On a cherché dans diverses voies & rendre homogene la
définition précédente.

2. - Banach (3) a preuvé que la définition précédente équi-
vaut & la suivante:

La suite (An) converge faiblement si (An, X) converge pour
n=w quelquesoit le vecteur X de [H]. L'hypothése de la con-
vergence quelquesoit X de [H] entraine, en effet, en vertu d'un
lemme analogue & celui d’Osgood (*) pour les suites de fonctions

(*) En abrégé ONC. On gerira aussi quelquefois ON pour orthonormal.

() Critére Hilbert - E. Schmidt - F. Riesz. Voir p. ex Juris: Introd. math.
aun théories quantiques 2e. Partie pag. 20.

(") V. Banacm. Théorie des opérations linéaires - Chapitres VIII, IX.

(") V. JuuA. La théorie des fonctions et la théorie des opérateurs de Ues-
pace hilbertien. Journal de Math. - tome 22, 1943, n* 1, p. 73.
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holomorphes l'existence d'une borne supérieure pour toutes les
normes [[Ar||2 (conditions 2.0); d’autre part pour X=¢; on ob-
tient les conditions 1.0, et I'on voit aussitot que, dans ces condi-
tions 1.0, les ¢, peuvent etre remplacés par un systéme complet
quelconque de vecteurs X, les suites a1 = (g, An) (n=1,2,...»)
du 1.0 pouvant etre remplacées par les suites (z, An).

8.-J’ai prouvé récemment (%) qu'on pouvait rendre homo-
géne la définition en abandonnant les produits scalaires des con-
ditions 1.© et ne considérant que des normes ou des distances.

(An) converge faiblement si, et seulement si, la différence
[An—X|2 —An—X"|2 converge quelquesoient les points fizes
X et X' de [H]. L'un de ces points peut étre mis l'origine O,
Pautre X restant arbitraire, et la condition nécessaire et suffisan-
te exprime que [An— X|2— |Anr|2 converge pour n=w, quel-
quesoil le point fize X.

4.-La limite faible ¢ de A7 est un point de [H] qui, sous
chacune des conditions équivalentes donnés aux nos. 1, 2, 3, se
caractérise aisément:
a) soit par les valeurs (&g, @) =lim (g, An);
b) soit par une propriété d’extrémum signalée dans la no-
te (5). '
Nous désignerons par An— o la convergence faible de An
vers a.

5.-La suite (An) converge fortement si, et seulement si,
(régle de Cauchy) (%) pour tout >0 on peut déterminer un N(e)
tel que [Amp—An<e dés que n>N(e), quelquesoit p>O0.
Il est clair qu'alors toutes les normes |An|2 sont inférieures i
un M fixe et que |x;mp — a7 <|Antp — An<e entraine la con-
vergence des suites (z;7).

Toute suite convergeant fortement converge aussi faiblement.
Si o est alors la limite faible de A=®, on voit que [o— Anj— 0.
Nous_ dirons que « est limite forte de A» et nous écrirons AP —s «.

L’inverse n'est pas vrai, la suite (e,) étant faiblement, mais
non fortement convergente.

(*) V. Juris, C. B. Acad. Sec. de Paris, . 216. 1943, p. 97-100.
(*) V. E. ScEMT. Rend. del Cireolo Matematico di Palermo 1908, ou Ju-
114, Introd. Math. 2e. partie. p. 14.
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6.-On a cherché quelles conditions ajouter & la condi-
tion de convergence faible pour entrainer la convergence forte,
et, d’autre part, on peut réclamer que les conditions & ajouter
soient relatives aux éléments figurant dans les conditions des
nos. 2 et 3 de maniére & obtenir un ensemble de conditions 'de
convergence forte bien homogéne comme l'est la condition du
N.o 5.

On a montré (7) que la condition [a®=1lim |An]2, jointe
aux conditions du no. 1 pour la convergence faible de An vers
a, entraine la convergence forte An— a. Mais cette condition,
hétérogéne aux conditions 1.9, fait aussi intervenir dans le crité-
re la valeur limite a. A ce double titre les conditions suivantes, qui,
3 ma connaissance, sont nouvelles, complétent d'une facon ho-
mogene les conditions des Nos 2 et 3 pour donner des conditions
nécessaires et suffisantes de convergence forte.

7. - La condition nécessaire et suffisante pour que An con~
verge fortement pour n=oco est que (An, X) converge pour
n=o quelquesoit X de [H], et cela uniformément sur la sphére
|X|=1; c’est & dire qu'a tout ¢>0 doit correspondre un N(g),
tel que |(Artp, X)~— (An, X)j<e soit réalisé pour n>N(e),
quelquesoient p>0 et X sur [X|=1.

A la convergence uniforme sur la sphére |X|=1 on peut
d’ailleurs substituer sans inconvénient la convergence uniforme
dans ou sur toute sphére de [H] contenant Uorigine, ou dans un
domaine borné quelconque conlenant Uorigine.

La condition est nécessaire. Car flAntp — Anf|<<e, pour
n>N(e), quelquesoit p>0 entraine:

| (Antp, X) — (An, X) |=| (Antp,Ar, X) [<e[X]
quelquesoient X et par conséquent
| (Antp, X) — (An, X)|<<e pour n>N(e),

quelquesoient p>0 et X sur [X[|=1.

(Y V. Juua. Introd. Math. 2e. partie, p. 18-20. La condition est due je
erois, & F. Riesz.
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La condition est suffisante. Car |(An+p, X)—(An, X)|<e
pour n>N(e), quelquesoient p>0 et X sur |[X||=1 entraine:

|(Antp, An, X)|<e,

) . Antp_An .
et, en prenant, sur [|[X|=1, le point XO:M , il viendra

|(Antp, Ar, X) |=] Antp — dn<e,

qui est la condition du n°. 5 pour la convergence forte.

Il est clair que, « étant la limite faible de A», on pourra
encore dire que la convergence de An vers o devient forle si, et
seulement si, (Ar,X) converge vers (a,X) uniformément sur
la sphére ||X||=1. Car la convergence de (An, X) vers (o, X)
sur la sphére [X[|=1, entraine la convergence de (An, X) pour
tout X de [H], vers (o, X) et la convergence uniforme sur | Xj=1
eniraine la convergence forte Ar—s a.

8.-D’une maniére analogue, le critére du n°. 3 devient un
crittre de convergence forte.

La condition nécessaire et suffisante pour que An converge
fortement est que ||Ar— X[2— [|An|[2 converge pour n=o, quel-
quesoit X de [H], et cela uniformément sur la sphére [X|=1;
(ou sur toute sphére de [H] contenant l'origine), clest a dire
que pour tout >0 existe un N(c) tel que n>N(e) entraine,
quelquesoient p>0 et X sur [X|=1,

JAmip — X2+ [ AnlE |4 — |2 — | Ansofe] <.
En effet, on a aisément,
|4n — X2 —]An[2 = —2R(An, X) +|X]2.

La condition donnée équivaut donc 2 la convergence uni-
forme de R(4r, X) sur [X||=1. Mais (An, i X) =i(A», X). Donc
R(Ar,iX)=1J(A» X). La convergence uniforme de R(An, X)
sur |X|=1 entrainant celle de R(An,iX), donc celle de J(Ar, X)),
eniraine celle de (Ar, X)=R(An, X)+iJ(An, X), cest & dire

la condition du no. 7.
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Réciproquement, la condition du n°. 7 entraine la conver-
gence uniforme de R(Ar, X), car

IR(An, X) — R(An, X) |<| (A2, X) — (47, X)|.

Les conditions des Nos. 7 et 8 sont donc équivalentes.

9.-On voit ainsi clairement ce qui distingue les convergen-
ces faible et forte.

Si An converge faiblement et non fortement, (An, X) con-
verge pour tout X de [X[=1, mais non uniformément; done
il existe des €>0 tels que, si grand que soit ¥ on puisse trou-
ver n>N, p>0, et X de [[X[|=1, de facon que

(A2, X) — (An, X)|<e:

Clest a dire qu’il existe au moins une suite n;— >, une suite
de nombre positifs p; convenables, et une suite X; de points de
[X|l=1 telles que:

l (A“i""Pz, Xl) — (A”i, XJ [> €,
ce qui entraine évidemment
|Anstpi— Anf>e

et rend la convergence forte impossible.

~ De méme la convergence de [An— X|2—[4n}® non uniforme
sur | X|=1 entraine comme précédemment I'existence de suites
n;, p;, x; telles que

[ Anirei— X ] Anple— [ Are— X+ [Anf ]

ou
|R(Arip;, X;) — R(Am, X)|>e,
donc
|(Antp, X)) — (Am X)) >,
donc

[ Anitp,— Anif>e.
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§ 2
10.- Nous appliquerons les considérations du § 1 & l'ex-
tension du théoréme suivant de Landau (8) d’'un usage fréquent

[e2]
dans l'espace hilbertien. Si X @z, converge pour tout point
1

oo
X=21z.e, de lespace hilbertien (c’est & dire pour tout sy-
1

stéme z;, tel que X|xy|? converge), les 4, (ou les conjugués
a),) sont les coordonnées d'un vecteur A de cet espace, c'est a
dire, que X'|a,|? converge. :
Pour démontrer trés simplement ce théoréme, considérons
;

la suite des vecteurs Ar=Xa.e;, de l'espace hilbertien. On
k=1

a (Ar, X) _—_k}.; ayz;, et hypothése faite est que (A7, X) con-

verge pour tout X de [H]. Donc Anr converge faiblement.
Par suite

1.9) les [|An[2=2 |a,|? sont bornées;
k=1
[oe}
2.0) la série X |a;|? est convergente;
1
o0
3.0) A=ZXa.e, est donc un point de [H];
1

4.0) JA—An2=23 |a,|® tend vers zéro avec —
a4-1
Donc An converge fortement vers A; et 'on a
[so] n
(A, X) =X G, ¢, =lim X G, 2, =lim (4, X)
K=1 1 n=00

=00 k==
pour tout X. Il est essentiel de noter que les hypothéses du

théoréme, entrainent la convergence uniforme de (42, X) sur
tout [X|=1, car
=tp
[(Antp, X) — (An, X) |2 =3 |3y ;|2
-1

ex ntp
=(& o2 JX[P<Z jag |2 <e2,
n-1 nt-1

(*) V. Juud. Iatrod. Math. 2e. partie p. 50-51. V. aussi Journal de Math.
t. 22. 1948, p. 73. n? 1
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uniformément sur | X[ =1, dés que n>N(e) quelquesoit p>0,
2 cause de la convergence de X|q,|2. Clest ce qui entraine la
convergence forte de An vers A et la convergence uniforme

(o]
» O -
de = G @y, sur |X|=1 comme conséquence de la convergeace
(e
de .;‘: 4, x;, supposée sur tout |X|=1; lon peut donc énoncer

ainsi le théoréme précédent:
[ee]
Si la serie X @, x, converge pour toul X=X z.e, de [H)
1

(ou simplement de [X|=1, ou d'une sphére quelconque conte-
nant Uorigine), alors elle converge uniformément sur [X{=1,

o]
la série X aye;, converge foriement ef sa somme A est un point

de [H], tel que X,z =(A,X) pour loul X de [H]
1

5 - Avec ce nouvel énoncé, 'extension suivante paraitra tou-
! o

te naturelle. Supposons que 2 Gy x; ne converge pas pour tout
1

[oo]
X ==X z,¢, de [H], mais converge pour tout X d'une variélé
linéaire fermée [VIc[H]. Il est clair que X |a|? n'étant pas

convergente, An=2=q e, n'a aucune limite, faible ou forte,
pour n=w car [Ap|*— . Mais chacun des vecteurs e, se dé-
compose en € C[V] et €’ orthogonal & [V], clest & dire situé
dans la variété complémentaire [H]—[V].
Lorsque X<[V], on a x, = (e, X) = (¢, X). Donc
Za,2= 2 8, (¢h X) = (T 4,5 X)-
1 1 1
On aura Arn=An+ A"®, avec

A 0, o, C[V], et An=3 ay e C[H]=[V]
1 1

Par suite
Z Ek xk: (A’n, X).
1

La variété [V] est un espace hilbertien, (qui peut se réduire
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A un espace unitaire si [V] n’a qu’un nombre fini de dimen-
sions). Dans cet espace [V], (A, X) converge quelquesoit X.
Donc A converge faiblement vers un point A’ de [V] et la
convergence sera forte si (A", X) converge uniformément pour
tous les points de [X| =1 dans [V]. On aura, pour tout X <[V],

(4, X)=lim (4, X) =lim 2 o= 3 &,z
n==C0 1

Si A= 2 aye, on aura, dans [V] et dans [V] seulenient

«© o

2 !—d/k xk: 2 Ek CEk
1 1
les @', étant les coordonnées d'un vecteur (X'|a',|? convergente).
Il faut remarquer que, pour p-/=1 on a en général dans

vl Za L T Zak x,, car les oy sont différents des a,.

k=p =p
n

Ainsi le point Anzfsa,:ek ne converge pas pour n=—om

. n
mais sa projection sur [V], Am=2X g, ¢, converge au moins
1

faiblement vers A’; la convergence sera forte si, et seulement
si, X d,x, converge uniformément pour lous les poinis de

[Xl=1 dans [V].

12.-11 est aisé de donner un exemple de cette convergence
uniforme.

oo}
Prenons [V]=[ey, e, ..., €5, ...]. Clestlelicudes X=Sxy e,
k=1

avec Z'|1,,|2 convergente.
Prenons des a; tels que

jee)
1.9) Xlag._4]? diverge
1

2.0) X4, converge.
11 est visible que la série X @z, se réduit pour tout X V]

oo
& Xy, 1y, et converge uniformément pour tout [X[|=1 de
i

[V] sa somme étant (47, X) od A’———Z1 gy €o,-
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n
[ei A2n=2 ay e, = A2+ converge fortement vers A’
Lorsque [V] na quun nombre fini de dimensions, la con-
vergence faible de A’n vers A’ dans [V], est toujours forte, et
le théoréme du n.© 11 est presque évident. En effet, &y, ... 83, --- &
stant une base ONGC de [V], on aura, posant

An=—=oare +... tone, et X=Ee +.. A Epey
P
(A, X) =X oyr &
k=1

La convergence faible de A™ vers A’ implique lim oyt = ¢,

pour k=1,2,...p, avec A =a e +...+ape, et
. 14
|An— Afp=2 oy — og[?
k=1

. ] 1
qui tend vers zéro avec —.
n

) n
Donc Am converge fortement vers A’ et X Gz, converge
1
o]

uniformément vers o, x; pour tout [X[=1 de [V]. La rai-

1

son en est que |X||=1 dans [V] est un domaine borné, fermé,
4 un nombre fini de dimensions, auquel s’appliquent les lemmes
classiques de Bolzano-Weierstrass et de Borel-Lebesgue.

18.-T1 n'est pas inuiile, dans les circonstances précé-
dentes, d’examiner, en méme temps que la série = ay¢€y, la sé-

n n
rie = qe”,. Reprenons An=3a e, et An=2a; e An 4
1 1

A" — An— X g, e,. Lorsque & |ag|? converge, An converge for-
e Ck k g
oo
tement vers A=2 ape . Amntp — Aln gt A"ntP— A"n étant les

1

projections, sur [V] et [H]—[V] de Antr — An, |Amp— An| <e
pour n>>N(e) et p>0 arbitraire, entraine [A/ntp— A™m|<e et
[Amn+p — Amml<e; donc les séries 2 a, ¢ et X ape’y sont for-
tement convergentes avec = ae; et leurs sommes A’ et A”
sont telles que A'+A”=A.
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Supposons que X'|a,|? ne converge pas, mais X @, z,=
X4y (¢, X) converge dans tout [V]; alors X a.¢) converge
o 1
faiblement vers o et (0, X) =Xz, pour tout Xc[V]. Si
1

2 €, convergeait faiblement, il en serait de méme de
1

Z}akek—_—z:'ake'k —,L‘%'lak.e”k, donc H.l?r: akek”?:é:[ak]? serait
<M fixe, quelquesoit n, donc X|ay|2 serait convergente. Cette
coniradiction montre que X a;,¢”, ne peut converger, méme fai-
blement, lorsque ZZJ ay ey, clonverge faiblement, sans que X'|q|2

converge. ,
On peut méme montrer que la convergence de X a1

dans [V] mais non dans tout [H], ezige que | a "] devien-
ne infini avec n.
Si en effet, dans I'hypothése actuelle, on avait

lim X ay ] <o

il, existerait une suite n; croissant indéfiniment, telle que

7;

[}%’ o€’y <M fixe, dont, par sélection, on pourrait exiraire
%

une suite n; telle que X ae”, convergerait faiblement vers B
in,- k] kA

pour i=o. Par suite Zaye, = qpe)+ I a,e”, converge-
1 1 s 1

rait faiblement pour i=ow; donc | a,e]| serait <M fixe

7 1

quelquesoit i, c'est A dire X|q,|2<M2 quelquesoit i, donc
< |a|? serait convergente, ce qui n’est pas.
En conclusién:

10, 8 Xlay|? converge, les suites I aq,e), et = a, e,
convergent fortement. Réciproquement, si ces suites convergent,
méme faiblement (9), Zlay|? converge, et les 2 suites conver-
gent fortement.

(*) Cest 3 dire si Za,x, converge 3 la fois dang tout [V] et dams
toute la variété complémentaire [H] - [vi.



—- 265 —

20, Si Xla,|? diverge, et si la suite = a¢€’, converge
1

-
mérne faiblement, la suite = aj€"y no contient aucune suite par-

tielle convergeant faiblement ou fortement, parceque 1= ape"g]
devient infini avec n. Dans le cas présent une seule des 2 suites
Ppeut converger.

14. -Donnons maintenant mn exemple pour lequel X a; €’
ne converge que faiblement. :

1.0) La variété [V] sera une variété linéaire, & une infi-
t& (10) de dimensions, de base orthonormale (g4, 8g, . Ep-.-); 1a
complémentaire [H]—[V] aura aussi une infinité de dimensions.
Dans la variété [V] nous définirons une suite de vecteurs A,
(n=1,2,... ») ftelle que A —0,A+ A+ ... +A,—0 sans
gr2’il y ait convergence forte. Ces A, seront une partie des €’
pour lesquels a,=1.

2.0) Nous montrerons que, sous des conditions trés larges,
les A, sont les projections sur V] d’'un systéme orthonormal
(E,), (n=12, ), en général incomplet dans l'espace de Hil-
bert [H] contenant [V].

Nous compldterons convenablerent le systéme (E,) dans
[FL] par un 2&me systome orthonormal (Cy, Gy, ...), en général
infini, dont les projections €'y, (', ... sur [V] achéveront de
dé&finir tous les €.

8.0) Ceci fait, nous ordonnons les E, et les G, sous la
forme (Ey,Cy, E;, Cy, ...) pour avoir une base ONG (g5, €5 ---)
de [H] en posant &3y =E,, e5="0p Considérons alors une
suite ¢, telle que 3 |c,|? converge; 1OUS POSCrons dop—i=
1, agp=2¢p- (p=1.2, ...). Alors

e’zp"i:PVEp:Ap 3 e’zp:PV Cp: C,P

et
2p P P
21 .ake’k:%‘ Ak+“1“ Cr C’k'

(*) Le cas oll [V] a un nombre #ini de dimensions est banal, on ’a vu
plus. haut.
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Il est clair que X|c,|? convergente entraine la convergen-
P ’ .
ce forte de X ¢, (), les G étant orthonormaux, et par suite
1

P P
la convergence forte de & ¢, (7). Au contraire, = A; conver-
1 .1

2p
ge faiblement vers zéro. Par suite X a, e’ convergera faible-
1

[eo)
ment vers X, (), sans converger. fortement; il en est de mé-
2p4+-1 P
me de Za,e) cest & dire de X ape, . L'exemple désiré est
1 1

ainsi obtenu. Etudions la réalization de 1.0 et 2.0.
15. - Nous prendrons
Ap=ape;ta, g8+ ... Fagg, (n=1,2,.. ),

les «; étant des nombres réels. Alors
Aj+ . A, =e sp+e 8, ... 5,8,

avec Sp,==0; ... 4 0p.

Pour que X' A, converge faiblement, il faut que {[.S:' Al
1 1

reste borné. Or ”Zn,' Ap|2=52 452+ ... +5,2. Nous prendrons
donc X s,2 converg;ente et Uon aura oy =s;,0,=5,—s8y,...0 =
Sp—Sp—y. 1l faut en outre que (85,41‘5 Ay) ait une limite pour
n=w, et cela pour chaque entier i Or <8i,2n‘Ak):Sn_.i+¥1
pour n=i dont la limite est O, puisque, X's,? 1étan’c conver-
gente, sp—0. Si donc s, converge, = A converge fai-
blement vers zéro pour n=o. '

La convergence n’est pas forte, car |3 Aill2 ayant pour
1

[e2]
limite X's,2>0, ne converge pas vers zéro.
1

Pour simplifier, nous pouvons supposer que les s, vont
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en décroissant par valeurs positives, de facon que X's,? con-

1
verge [p. ex. S"ZF]' Alors a,>0 et tous les «;<<O pour

oo} [ee]
i>2. Comme s,—0, on aura Za;=0 avec o =— 2.
i 1
Il est visible que A,—~0 sans converger fortement car:
n

n
i 19 __ 2t 9 o3 . o .
a) h Anh" = Uy i . —{—Ctno__slq +2 <5i—3i-1)2<313 *2 3!:—12
2 2

2; les A,/ sont donc uniformément bornés supe-
rieurement;

b) (5 An) =0p_zy pour n=i dont la limite, pour 1 fixe
et n—=w est 0.

¢) donc A,—0 et [A[?>s2=0,® monire que A, ne
peut — 0. Enfin, il est clair que, les «; étant un systéme de
nombres convenables, les Aa; pour A>0 le seront aussi, le
systtme (A,) étant remplacé par le systtme (AA,;) qui pos-
séde les propriétés voulues quelquesoit A>0 fixe. La pré-
sence du paramétre X va nous &tre utile dans la suite.

16.-Dans la variété [V], qui est un espace de Hilbert, on
définit un opérateur borné linéaire A, (transformant [V] en
elle-méme), par les formules Ae, =4, (1).
w0

Soit en effet E:A:: £,¢, un point arbitraire de [V]. Gon-
sidérons nn:i‘ & Ak:.:‘: Ep (g 6q +ooe H 0y ). Nous pourrons
I’écrire ' '

qn:al.%ikak—‘rmg. éikek_l—i-... + o, & %
Considérons par ailleurs 'operateur U, opérant dans [V],

et tel que Us; =0, Ue,=-¢y,... Ugp =8y, - -
Tl est évidemment borné, car

Ug= :‘:‘ £, Uep =2 1,831
1 2

(%) Voir JuLia. La théorie des fonetions et la théorie des opérateurs de
T’espace hilbertien - Journal de Mathématiques, tome 22, 1943).



— 268 —

donne
e =2 52 < 2 gyl = el

Sa borne est 1.
De plus, on voit que

Urep=¢g, , si p<k; et Urg=0 si p=k.

On a alors, évidemment, en posant Er= f’ Ere,=Py,E,

avec [Vo]=[e,, &, ... 8,],
=6 gn_{_ Ge Uzn_}_aS Uz gn + ...+ Oy Un—1 En:

et il est clair qu'on peut prolonger indéfiniment la suite du
2¢me membre car UPEr=0 pour p=n.

On voit que, £ étant donné arbitraire dans [V], n, con-
verge fortement pour n—ow. En effet, on a

Antp ~ NMn ==
0q (EnFP — En) |- o, U(Emr — En) 4 . apy, Untp=d (Enip — En).

€ étant fixe, Er—E& pour n— ; donc, ¢ étant donné ar-
bitraire >0 on peut choisir N(e) tel que [gP—%|<e pour
n>N(e), quelquesoit p>0. D’autre part [[Um(gntp —En)|[ <
[€ntp —Enf| pour tout entier m. Il vient alors:

Iatp— ] = (el - Feng]) e <o Sy

La série || étant convergente, sa somme étant =2a,
il en résulte que m, converge fortement pour n=w. En

o0
vertu d'un théoréme conou (12) sa limite A%=%, A, repré-
1
sente un opérateur linéaire borné A% défini dans tout I'espa-
ce et pour lequel Ae,=A,, (k=1,2,...).

Dans la base (g,) de [V] la matrice doe A peut s’écrire
A=[A;A;...4;...|, chaque lettre A; représentant la colon-

—

(*) Voir le mémoire cité dans la note ().
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pe de rang Fk, dont les termes sont oy, Gp_g,..rr 40,0,
coordonnés de Ay Il est clair que si tous les «; sont mul-
tipliés par A>0, A% sera multiplié par X

Tl n'est pas inutile de remarquer en passant que n=oa;§+
aoUE+ ...+ apUptE+ ... est la limite de n,. Cette derniére
série converge fortement pour tout § de [V]; on le voit en pro-
cédant comme on l'a fait pour n,.

En considérant

A=n—n,

—ay (E—2n) FagU(E—5) 4. +op UPt (B=57) e

{qui est valable, puisque UP (47)=0 pour p= n) on a A<
[ve]

e Zay|=2e oy, dés que |E—E&n] <e, la borne de U étant 1.
1

Donc A—0Q pour n=o; oOn a donc n=limn, c'est & dire
. n==Q0

A'E__—_-ZkAk—:_ocl-{-oczUE—’r—...-{—apUP”1£+... pour tout € de

[V]. La convergence de cette derniére série est d'ailleur uni-

@D
forme sur [E}=1 de [V], car elle est majorée par el 2 ey
1

oo
ot son reste est <& sur |E|=1 dés que Zjoyi<e. Au con-

[ee]
traire = &, A, ne converge pas uniformément sur &} =1, car

1
clle se réduit & A, pour E=gn, et puisque 1 Ap] reste > a0,
Vexpression T —10, élant Apsy pour E=gpyy, 1€ tendra pas
uniformément vers zéro, pour n=®, Sur lgl=1.

17. - Construisons dans lespace hilbertien [H], contenant
[V], un systéme orthonormal (E,) dont la projection sur V]
soit formée des A, Nous associerons a la variété [V] la va-
riété orthogonale complémentaire [H}—[V] & une infinité da
dimensions, de base orthonormale (€', 8'2,...e’n,...), en sorte
quune base ONG de [H] sera obtenue en ordonnant les en
et les ¢/, de la fagon suivante: (21,8180 g o0 B0 T )

Cela étant, nous allons définir un vecteur B, de [H]—[V],
associé A A,, pour n=1,2,...%, de facon que les E ,=A,+Bs,
constituent un systéme orthopormal de [H]. Les A, seront alors
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les projections sur [V] des E, de [H]. II faut et il suffit que
(A + B, Ap+B,) = -

dun=1 pour m=n, et ?,,=0 pour m==n. Les A,, étant,

- E -
orthogonaux aux B,, on devra avoir, pour tout cuple d’entiers
m,n,

<R> Amn+an - 6mn

en posant suivant l'usage A,,=(4,, 4,).

Sous certaine condition imposée aux A, on va voir qu’on
peut déterminer une suite B, de [H]—[V] satisfaisant & ces
relations (R). Envisageons les matrices infinies [A]= |4,
et [B]=|By|. Les relations (R) expriment que leur somme
est 1, [A]+[B]=1.

Si T'on observe que la mairice de P'opérateur A, dans la
base |ep| de [V], s'écrit A=|A;A4,...A,...], la matrice de
Vadjoint A* dans la méme base s'écrira

SEN

(3]

A*=

".f‘.“l'”‘

ou A; signifie la iéme ligne, formée des conjuguées des coor-
données de A, c'est & dire

Oy @i gy eney 64, 0,0, ..,

Les matrices A et A* sont bornées; Ia régle de multi-
plication de ces matrices montre aussitdt que [A]=A*A.

On devra donc avoir A*A+[B]=1 ou [B]=1—4%*4

Par conséquent, si les B, existent, [B] sera une matrice
bornée hermitienne, comms A*A. De plus, si on considére la
matrice B=|B;B,...B,...| et la matrice adjointe
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| ol

o~

.
[

ol

Les régles du calcul formel des matrices montrent que
[B]=B*B. Il en résulte, par un théoréme connu, que B sera
pornée comme B*B lorsque les B, existeront. L’opérateur B,
opérant dans [H]—[V] et dont la matrice, dans la base (&%)
est la matrice B précédente, sera donc un opérateur lindaire
borné.

Or B*B est un hermitien positif, car (¢,B*BE) =
=(B¥,B¥)=|B¥|? pour tout ¢ de [H]—[V]. Il faudra done
que 1—A*A soit un hermitien positif, c’est & dire que la
borne supérieure de A*A soit =1. Or, cette borne est
M gos=(My)2 Il foudra donc My<1 pour que B*B puis—
se exister.

La condition est d’ailleurs suffisante. Gar si My=1, la
borne inférieure de 1—A*A sur [§)=1, laquelle est 1—M 4y
sera =0; donc 1— A*A sera un hermitien positif de borne supé-
rieure < 1. Cela étant, 1—A*A posséde une racine carrée unique,
qui est un hermitien positif borné H =J1—A*4, He=1—-A*A
(théoréme connu). Considérons cette matrice H et considé-
rons-la comme opérant sur la base (e) dans [H]—[V]; elle
y définit un operateur hermitien H, auquel nous adjoindrons
un opérateur linéaire isométrique J quelconque de H]—[V],
Cest & dire tel que J¥J=1 dans tout [H]—[V] En prenant
B=JH, on aura une solution du probléme; en effet B*B
—HJ*JH=H?, car H¥=H. Les matrices de B*B et de
H2 sont donc égales. On a donc B*B =1—A*A qui est la
relation cherchée entre les matrices de B¥B et de A*4. La
matrice B de Vopérateur B définit, dans la base (&) de
[H] — [V], un systéme de vecteurs B, de [H]—[V]. par
B,=B¢,, et ce systtme B, satisfait aux relations (R).

18. - La seule condition nécessaire et suffisante, pour Pexis-
tence des B, est donc M4=1. Or nous avons vu an n.o 16
que A est borné. Si My=1 les A, choisis au n.° 15 per-
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mettent de déterminer des B, satisfaisant & (R). Si My> 1,
nous choisirons A>0 tel que MM, <1, en multiplient par X
tous les @, c'est & dire tous les A,. Le nouvel opérateur * A
sera tol que Myu,=AM <1 et les nouveaux X\ A4, permettront
de déterminer des B,. Il y a une indétermination évidenrte
dus d’une part au champ de variation de X, d’autre part & la
présence de 'opérateur isométrique J, de |[H]—[V], dans l'exx—
pression de l'opérateur B. Nous nous réservons de revenir ulté—
rieurement sur ce probléme pour I'étudier plus en détail.

19.-En définitive, on peut choisir les a, de fagon que les
A, déterminent un opérateur A de borne M <1 auquel cor-—
respond un opérateur B et des vecteurs B,=B¢’, de [H]—
[V] de fagon que les E,=A,-+ B, forment un systéme or—
thonormal de [H], dont la projection sur [V] fournisse les A4 ,,-

En général le systtme (E,) est incomplet dans [H]. Je
donnerai ailleurs la condition nécessaire et suffisante que doil
vérifier A dans [V] pour que le systéme E_ soit complei
dans [H].

En complétant le systéme (E ) par un systétme (C,), et
ordonnant ensemble (F,,C,, E,, C,,...) on aura, comme il
a été indiqué au n.0 14 (3.¢) un systéme (e;) dont la projec—
tion sur [V] comporte les e'pp y=A, et les &'pp=0C),.

En prenaut a,, ;=1 et ayp=¢, avec Z|¢,|? conver—

gente, la suite X ay €', convergera faiblement et non fortement,
1
o]
vers X ¢, (', sans que X¢,|? converge. L’exemple désird
1

est ainsi réalisé.



