SOBRE CIERTAS FORMULAS DE INVERSION
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Duenos Alres

Besolvemos en esta nota un problema propuesto por el Prof.
Rey Pastor (Revista de la Union Matemdtica Argentina, vol. VII,
fase. 1, pig. 6, problcn‘a 3), y otros mas generales. Valga ella
de modesto homenaje al qumn{o maestro, introductor en el pais
de la Matemdtica moderna.

1. Teorema I.-Sea f(z) una funcidn que se sabe ad-
mile la representacion

(1.1) /():Ev‘ + c=atiy, ©>0,

cumpliendo los coeficientes reales ¢, la condicién
[ . P
(1.2) Zle,| <.

Estos pueden entonces calcularse por medio de la férmula

£

-7

(1.3) cvz—;}—fcp(t) cosvidt, v=1,2,...,
;
donde
z-{—ﬂ
(1.4) o(t)=lim 5~ [ '“ et~f( Ydz,  (z arbitrario, > 0).
-

x*‘z’k
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Demostracién. Partiendo de la f6rmula conocida

W

= [e‘zt cosvidi,

0

vilida para >0, obtenemos, reemplazando en (1.1):

o

15) Ho)=ZTe, f et cos vt di]= [ e [ o, cos vi] dt.
y=1 O s y=1

La inversién del orden de sumacién e integracién es licita,
pues se verifica, para cada z fijo >0, en virtud de la hipé-
tesis (1.2),

" /‘:,J - L . 1 -

> [tc,,[je*mlcosvtldt]< = leyl [e‘xldtJ:DTZ |cy] <oo.

y=1 J
0

y=1 y y==1

0

Introduzcamos la funcién

o(t) =2 ¢, cos vt

y=1

Las relaciones (1.5) muestran que la funcién f(2) es ex-
presable mediante una integral de Laplace absolutamente con-
vergente para cada z>0:

@

(L.6) f(2) = (e o(t) dt,

1]

y la generatriz ¢(t) es ademés continua, en virtud de (1.2), co-
mo serie uniformemente convergente de funciones continuas.
Se cumplen, pues, todas las condiciones para la validez de una
conocida férmula de inversién de Hardy (*), la cual nos da,
en el presente caso: '

(*)  Ver HArDY, Messenger of Math. 46 (1917), pp. 175-182, y 47 (1917),
pp. 81-88; y también, del mismo autor, ibidem, 47 (1918), pp. 178-184,
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EERIS
o , 1 " ! ' e
a7 o)== e cosvi=lim 2m',/ { —%‘-} e=f(2) dz.

s—i

‘J"‘}_

Ahora bien, la serie que define (i) es, como ya hemos

dicho, uniformemente convergente, ¥ por lo tanto sus coeli-
cientes pueden calcularse por las férmulas de Eulero- Fourier,
con lo que obtenemos:

oz
1 ~
Co=— ,‘go(i) cosvidi v=1,2,...,
S
)
o] KL 1 1 ot
que es la anunciada férmula de inversidn, y el ieoriaa

demosirado.

Nota. La integral (1.4) que expresa
f(z), no es otra cosa que la suma Lesiro i
que figura en la formula de inversion de Tiemann. Esta
no es aplicable en nuestro caso porque de las hipétesis hechas no
surge que @(f) sea de variacion coiada. Pero puede lograrse
que lo sea imponiendo a los ¢, condicionss mds resirictivas,

w

por ejemplo, que la serie X ve, sea absolutaraenic convergeute.
vl

Obtenemos as{, sin necesidad de nueves razonamienios, o

guiente

Teorema I1. Si, conservando las notaciones del teoremu
I imponemos a los ¢, en ves de la condicion (1.2) la siguienie:

PR ¢, <>,

vem1
los coeficienies ¢, vienen dados por las formulas (1.3}, estando
ahora (t) definida por la integral siquienie:

p-bin
. 17 . e o
(1) = e /e’lf(:) dz. (z arbitrario, > 0.

i
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2. Hemos supuesto hasta ahora que la funcién f(z) es-
taba definida para valores complejos de z; si admitimos en cam-
bio que lo estd s6lo para valores reales de la variable, y quere-
mos efectuar la inversién sin acudir a la prolongacién analitica
de la funcion, ello puede hacerse por el método anterior, con la
salvedad de que en vez de emplear la férmula de Riemann o al-
guna de sus generalizaciones deberemos utilizar alguna otra en
que intervengan sélo valores reales de la variable. Han dado
férmulas de este tipo Phragmen, Widder, Wiener y otros. Acu-
diendo, por ejemplo, a una férmula dada por nosotros (2), ob-
tenemos inmediatamente el siguiente

Teorema III. Sea f(z) una funcién que se sabe ad-
mite la representacidn

(2.1) flz)= .ST e,

v=1

x
RS (z real),

y cumplan los coeficientes reales ¢, la condicion (1.2). Estos
vienen entonces dados, en funcién de f(z) por lus férmulas
(1.8), en las cuales la funcidn ¢(t) tiene el siguiente significado:

(2.2) 9(f) =lim X a, b, (¢) rn,
=1 n=0
donde n(t) es la enésima funcion de Laguerre:

(2.3) (=7 X (1)

F=0 k /i‘l ’

y los a, vienen dados por la férmula

(2.4) a== () f2(3)

ko R/ TR

3. La idea de las demostraciones anteriores ha consistido
en expresar la funcién dada mediante una integral de Laplace.

(*) A. GonNzirEz DoufNeUEzZ, Sur les Intégrales de Laplace, Comptes ren-
dus, vol. 205, (1937), pag. 1037.



— 211 —

En el teorema siguiente realizamos la inversion mediante una
serie de Dirichlet.

_ Teorema IV. Conservando todas la hipdtesis y noto-
ciones del ieorema Il se verifica:

V8

(3.1) Cm :_}3311 e m32 (1 —ryt2 g(r,m),
donde
(3.2) g(ri) =2 (1),

: % F\'k)(i)
(3.8) a,== (7) T
Y
(3.4) F{t)y= ﬂ )costxd:c

v

Demostracién. Se deduce de (2.1), dividiendo ambos miem-
bros por z:

fo) %, L

=2c, .
9
RN

Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por cosiz
e integrando entre 0 e o obtenemos:

fﬂ >costacd:c-—f cos L dx::
1 +V2

el

cos {x T e Oy yp
—flc] +V d.’l::—z ‘fl-v—e 5—-—F<t>.

La inversion del orden de sumacion e integracion es licita,
pues se verifica:



comf'v T3 ,
il — - Nl
2 ;cq[!,mv <2[0V1 l 1:2—2 & |Gy <,
v=1 y=1 y=1

La funcién F(t) (perfectamente determinada por la f(z 3,
es pues expresable mediante una serie de Dirichlet:

(3.5) i—)— costrdr="F(t)= r X

7t e,
2 9=1 ¥

e,

7]

Recordemos ahora el siguiente teorema, dado PoOr 1n0so-
tros en otra ocasién (3):
Sea la serie de Dirichlet reql

]

F(ty=Z ¢ et

y==1

donde la serie formada por los ¢, es absoluiamente conver-
gente. Se verifica enfonces:

cr=Hm 2(7 )12 (1 — )12 g{r. x,).
P31 ’

donde g(rt) esid definida, en fancisn de F(1), por las for-
mulas (3.2) v (3.3).
Aplicando esta férmula a la funcion dofi .
Apucanao esta formula a la funcidn definida por (3.5) se
obtiene inmediatamente la formula (3.1), como querfa demos-
trarse (4).

4. Los teorsmas anteriorves requieren para su demosira-
cién recursos de indole no elemental. Ofrece por ello interés el

(*) Gowzirez DomiNeurz, Sur les Iniégrales de Laplace, Comptes rendus,
vol. 205 (1937), pag. 1037.

(") Los cocficicntes ¢ pueden obtenerse de manera mucho mas simple. En
efecto, la serie del segundo miembro de (3.5}, es una serie de potencias (e la
variablo 2 = e—¢. Por lo tauto, si eseribimos

L(t) = g(2),
rasults inmediatamente
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siguiente teorema, que permite determinar los coeficientes con ex-
trema sencillez.

Teorema V. Sea f(x,1)(5) una funcion real que se
sabe admile la represeniacion

P’ <z
(4"1) f(x t) O—L(i v)o ’ O<t <,

donde los coeficientes ¢, cumplen la condicion

(4.2) = ley| <.

V]

Se wverifica entonces:

(4.,3) en=limx f(z.n),
23>0
n+8
(4.4) S'c_hm [f(o:t)dt 0<d<l.
Y 11y
T—0

Demaostracion. Se verifica

n—1 22 oo 2
=X ¢, ————=+0 N ST s
(4.5) xf(z.n) = ¢, poTwE— +e +nf; ¢ PR —

=El+0n+22.

Veamos como se comportan X; y X, para z—0. Se
verifica evidentemente, para «—0:

n—1
(4.6) |21 <F o] —0;
1 1_}_1;0 — v
23
(4'7) 122[ < 1+$2 2‘1 }c‘V[ —0

(") Para t=0, f(#,t) se convierte en la f(z) que interviene en los teore-
mas anteriores.
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Las relaciones (4.5), (4.6) y (4.7) demuestran la prime-
ra parte del teorema.
Pasemos a demostrar la segunda, o sea, la férmula (4.4).

Multiplicando ambos miembros de (4.1) por FIL , integrando en-

tre m—d yn+d (0<d<1), e invirtiendo el orden de suma-
cion ¢ integracion (lo cual es evidentemente licito en virtud de
la convergencia absoluta), obtenemos:

43 n+3
y L smndi=L[[Ze —_"E__]
(48) nf flwd) di= n/ [‘,‘:1 “ i) v
m—3 MG
n4-3 .
Sl 1 edt 1S L Lo 3
o e R e
m—3
:21+22+23.

Estudiemos ahora el comportamiento de estas fres sumas pa-
ra £—0. Se verifica, para z— 0:

1
. Sl<=In— _—_
(49)  |2ui< 7 ln=m 26]1:2—}-(1—5)2 vl

LI 3 n f . E y=
4100  Z,= X l. i/ift_,zjci/‘“ X .
=i 7 1+2$ v

Y=

=
-
=
e
fond
A
i)
L
<
i
&
po—
<

x -l
T & el —0.
x'ﬁ-(l—é)‘ v=7z+1' v{

1
(4.11) [23§<¥[n~m—,’-26]
~ Las relaciones (48), (4.9), (4.10) y (4.11) prueban la va-
lidez de la asercin (4.4), con lo que nuestro teorema queda
completamente demostrado.



