ALGUNAS CUESTIONES VINCULADAS A UNA
POSIBLE EXTENSION DEL PRINCIPIO DE
CONSERVACION DE DOMINIOS (1)

por

Prpro Carerii v Miscma CoTnaAr

Introduccion: Es sabido que el principio de conservacién de
dominios consiste en que la representacién conforme transforma
punto interior en punto interior. Este principio con la extensién
que le di6 Bloch permite sistematizar y deducir muy simple-
mente los principales resultados que pertenecen al llamado «tipo
Picard».

Al demostrar que en la transformacién conforme un arco de
Jordan de la frontera se corresponde biunivocamente y biconti-
nuamente con otro arco frontera, quedé extendido esie principio
para los puntos interiores del contorno. Esta nueva etapa del men-"
cionado principio permitio, a su vez, la sistematizacién de resultados
referentes al contorno. Se puede decir que este principio domina
casi todala teoria clasica. Mas tarde, por iniciativa de Fatou, Riesz,
Nevanlinna, etc., empezé a intervenir en las cuestiones del con-
torno, cada vez mas, la teoria de funciones reales, y especialmente
la teoria de Lebesgue. Como el complemento fundamental que
hizo Lebesgue a la teorfa clasica consiste en adjuntar a los con-
juntos abiertos y cerrados los conjuntos de medida nula, se
presenté naturalmente esta extension del principio mencionado:
la representacién conforme deja invariante los conjuntos de me-
dida nula de Lebesgue. Esta extension fué demostrada en forma
general por Lusin y Privalow (y en parte anteriormente por
Fatou y Riesz), y asi como ¢l principio de conservacion de
punto interior domina la teoria clasica, ésta su extensién inter-
viene, directa o indirectamente, en las cuestiones de las funciones

(*) Algunas ideas del presente trabajo, ya fueron expuestas por P. Capell
en el Seminario de Matemética que dirige el Doctor A, Durafiona y Vedia en
1a Facultad de Ciencias Fisico-Mateméticas de La Plata.
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analiticas donde se presenta la integral de Lebesgue; tal vez la
importancia de este principio no fué puesta en evidencia del
todo atin.

Ahora, en las teorfas més modernas empieza a intervenir
cada vez més la teoria de Denjoy. El complemento que hizo
Denjoy a la teorfa de Lebesgue consiste principalmente en reem-—
plazar en la nocién del limite el punto interior por punto de den-—
sidad, y la derivacién ordinaria por la derivacién aproxima-
tiva. Nos parece, pues, natural extender el principio de conser—
vacién de dominios, cambiando la nocién de punto interior por
la de punto de densidad, es decir, demosirar que la represen—
taciéon conforme deja invariante el punto de densidad. Las si-
guientes consideraciones nos explican la utilidad que puede tener
esta extensién. En la teorfa de Lebesgue se establece, general-
mente, que una determinada propiedad se verifica en casi todos
los puntos, pero esta propiedad puede fallar para los puntos de
un conjunto excepcional de medida nula. Por eso cuando se trata
de verificar dicha propiedad en un punto individual hay que
introducir métodos complementarios para asegurar que el punto
considerado no pertenece al mencionado conjunto excepcional.
Por ejemplo, si f(f) es integrable Lebesgue y F(f) es la fun-
cién primitiva, la teoria de Lebesgue nos asegura que se verifica
f(t)=F'(t) en casi todo punto ¢; pero en muchas cuestiones in-—
teresa justamente saber si esto se verifica en un punto ¢, deter—
minado. Si f(f) es continua en ¢, (o sea si ¢, es inferior a un
conjunto sobre el cual la oscilacion de f(t) es arbitrariamente
pequefia) podemos afirmar que es f({) =F’(t); méas general, si
ty es punto de densidad de un conjunto sobre el cual la oscilacién
de f(¢) es infinitésima, todavia subsiste la conclusién (con alguna
pequefia hipétesis suplementaria). Generalizando, podemos decir,
hablando en lineas generales, que si £, es un punto de densidad de
un conjunto sobre el cual se verifican determinadas caracteristicas,
entonces es posible decidir si la propiedad en cuestion se verifica
en este punto individual. Es decir, el concepto de punto de densi~
dad nos permite marcar los puntos privilegiados que no entran
en el conjunto excepcional de medida nula, caracteristico de la
teoria lebesguiana. De donde resulta evidente la importancia de sa~
ber si tales puntos quedan invariantes en la representacién con-—
forme.

En el caso en que el punto pertenezca al campo de holo-
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morfismo esta extension es inmediata, pero nos parece dificil
en el caso del contorno (y que es el caso que més interesa). No
hemos podido dsmostrar esta extensidn e ignoramos si fué re-
suelta o iraiada ya por otros aatores, solamente hemos obte-
nido algunos resultados parciales que hablan en favor de una
ontestacion afirmativa. Como nuestras conclusiones no son de-
finilivas, dejamos su publicacién para otra oportunidad, y en el
presente articulo solamente qnoremos indicar cdmo la considera-
cién de algunos aspectos mds simples y elementales de este pro-
blema, conducen naturalmente a aplicaciones interesantes en la
teorin de funciones holomarias.

En efecto, veremos qua ¢i examen del caso de la funcién
lincal conduce a una mayorante general para el maximo moé-
dulo, que viene a ser como un complemento del teorema de las
dos constantes de Nevanlinna, v de la cual se puede deducir con
un mismo procedimiento diversos teoremas de la teoria de fun-
ciones analiticas.

Esia mayorante puede servir también para el estudio de
alzunos problemas en wque inferviene la integral de Denjoy; asi
por ejemplo una de las consecuencias que se deducen de esta
mayorante es la siguienie: Faiou demostrd que toda funcion
armonica dada por la integral de Poisson de una funcién gene-
ratriz u(l) que es integrable Lecbesgue, es continua radialmente
en todo punto individual en que u(t) es igual a la derivada de su
primitiva; podemos gencralizar este teorema reemplazando la
integrabilidad Lebesgue por la de Denjoy y la derivacion or-
dinaria por la derivacién aproximativa.

Queremos, pues, en oste articulo, justificar nuestra creencia
de que la extension del principio de conservacion de dominios
para el punto de densidad, prepararia el camino para ulteriores
estudios de cucstiones de las funciones holomorfas en que inter-
vienen las particularidades de la teorfa de Denjoy.

1. Coeficiente y espesor de densificacion.

§ 1. En lo yue sigue designaremos con D al circulo |2|<1,
con T. su contorno |z|=1, con £ un conjunto medible de me-
dida >-0, y con |E] la medida de E, plana o lineal, segin que
E esté situado en D o sobre L.
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Si & es un dominio o un intervalo, segln se trate de con-
junto plano o lineal, escribiremos

0(E; 8)=IE 3

]
de modo que es

0<Q(E; d)<1.

Se sabe que un punto z se llama punto de densidad de E
si, siendo ® un cuadrado de lados paralelos a los ejes que con-
tiene a z, se verifica

lim Q(E; %) — 1,

[3}—>0

¥ segtin un teorema clisico de Lebesgue casi todos los puntos de
E son de densidad de éL

Ademés, para mayor comodidad,en el caso en que F sea un
conjunto plano, vamos a cambiar en la definicién anterior la con-~
dicién de que d es un cuadrado por la de que 9 es un circulo. Con
estas modificaciones todavia subsiste, como se sabe, el teorema
mencionado de Lebesgue, de modo que ambas definiciones son
equivalentes salvo a lo sumo para puntos de un conjunto de me-
dida nula, y si E es un conjunto lineal las dos definiciones son,
evidentemente, completamente equivalentes.

Finalmente, de acuerdo a la definicién de Denjoy, se dice
que f(z) es aproximativamente continua en el punto g, si para
todo €>0 es a punto de densidad del conjunto de los puntos z
tales que |f(z) —f(a)|<e; esta definicién equivale a esta otra:
a es punto de densidad de un conjunto G tal que f(x) es cond
tinua relativamente a este conjunlo. Anilogamente se define la
derivacién aproximativa en un punto (¥).

§ 2. El caso de un punto de densidad mds simple es el de
punto interior; para tal punto existe un 1> 0 tal que [oj<n im-

(*) Ver por ej. Hossow, The theory of funmctions, ete., V. I, pag. 312,
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plica Q(E; 8)=1; es decir que el punto interior se nos presenta
como el de méaxima densificacién posible.

Nace, pues, naturalmente la idea de la rapidez o velocidad
con la cual se produce la densificacién. Esta rapidez puede ser
medida por el

fim SO 0) g AESD) gy,

pl—o 1B pl—o 9]

siendo E el complementario de E.

Al ntmero Q'(z; E) lo denominaremos coeficiente de den-
sificacion de z respecto de E. Para un punto z interior serd
Q'(z; E)=0, para un punto de densificacién muy lenta serd
Q'(z; E) = oo. Ma4s generalmente, cabe considerar todavia los
coeficientes de densificacidn () que son los lmites

Q (e By =Tim 1~ Q(E: )]/151x =lim Q(E; /514,

8]0

E =compl. E

Diremos que z es un punto de densidad (X) si Q'a1(z; E) es >0
y <o ; diremos que z es un punto de densidad fuerte si es ademés
A>1. De acuerdo a estas definiciones diremos que f(f) es apro-
ximativamente continua (\) en el punto fy, si ¢, es un punto de
densidad (A) de un conjunto sobre el cual f es continua. Anélo-
gamente se definen las funciones aproximativamente continuas
en sentido fuerte, y las funciones aproximativamente derivables
(\) o en sentido fuerte.

Finalmente llamaremos «conjunto igualmente denso a» a los
conjuntos tales que todos sus puntos tienen el mismo coeficiente
de densidad a.

Vamos a dar ahora algunos ejemplos sencillos que prueban
que las definiciones anteriores no son vacias.

8 3. Sea 5, un cuadrado (de lados paralelos a los ejes) de
lado =1, y

got et Fet...=8<1
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una serie de términos positivos tal que
4nR, —a>0,
siendo
R,=¢,+e,q+...

Tracemos los dos ejes de simeiria de 9, que unen los puntos
medios de los lados. A lo largo de cada eje tracemos un reec-
tangulo que tenga como eje de simetria a este eje y euyos vériices
estén sobre los lados del cuadrado cuyos puntos medios wuse
dicho eje. Estos dos rectangulos forman asi una figura K, en
forma de una cruz, y como g, <S<1, podemos conseguir que
el drea de esta cruz sea igual a [K,| =¢&,. Como 8,— K, se com-
pone de 4 cuadrados §;1,...,8,% la medida de cada uno de los
cuales es (1 —¢y)/4> (S—¢;)/4>¢,/4, podemos inscribir en cada
cuadrado ;% una cruz K,/ en igual forma como lo hicimos con
9, y de medida |Ki|=¢,/4. La medida de las 4 cruces cs

4
lo tanto [ XK il=¢,. Anilogamente, como &,— {,— .TH, se
1

compons de 42 cuadrados 3,1, ...,9,%¢, la medida de cada vno
de los cualeses (1—g,—¢,)/42>¢,/42, podemos inscribir en ca-
da uno de estos cuadrados 3, una cruz K,i de medida =, 42. Si-
guiendo asi, después de n operaciones quedardn <4r cuadrados
iguales 8, tales que

V=1 — (5o 1. . . +&q_y) /AR >, /A0

Y podemos inscribir en cada §, una cruz Ki, de madida

4"
| Kyf|=2,/4n,resultando por lo tanto |ZK,i|=¢
il

-

Sea ahora K=XK,i y E=%,—F.
0

Como |K|=¢gj+e,+...=8<1 es [E1>>0; vamos a mos-
trar que todo punto z de densidad de % tiene coeficiente de
densificacién =a. En efecto, como z perienece a E existe una
sucesién de cuadrados 52 2 82D ... que contienen a =z N

cuyo didmeiro tiende a cero con n;—s . Tenemos
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[1— Q(E. 5,7 )]: [, [=[[8,7 | 1B ~ 8.7 ]: |82 |2=| ZK [T | j|p.)7 |2
m>nr
—_ 8n. €n+1 ; Prin ] 1
“[E+4n+1+'“]”E’"r"éZER"/Z?n:‘l”R""’“

es decir que Q'(z, E)=a. Con el mismo procedimiento podemos
conseguir que sea ('(z,E)=a y en general construir diversos
tipos de densificacién uniforme, finita o infinita.

Veamos ahora un ejemplo de conjuntos que tienen en un
punto dado un coeficiente de densidad (\) prefijado. Sea E un
conjunto plano y ¢(r) la medida (lineal) del conjunto formado
por los puntos de E cuyo moédulo es |z|=r. Entonces si 5, es
el circulo |z|<r, tendremos en el origen,

Q(E.5) = [ ro(r) aryar,
Q'(o, E)-—hmf [2mr — cp(r)]dr/~c~ri——11mf r(r)dr/=2rt

siendo ¢(r) la medida lineal del conjunto de los puntos de la
circunferencia |z]=r que peritenecen al complementario de E.
Si hacemos por ejemplo ¥(r)=Kr? tendremos

Q'(E,0)=lm £ rimtri=K/dn? =K,

r—3>0 4

o0 sea que el origen es un punto que tiene por coeficiente de den-
sidad un numero prefijado K.

Més general, tomando (r)=Krm, podemos conseguir que
el origen sea un punto de densidad A=m —2 o punto de den-
sidad fuerte, con A prefijado.

§ 4. El caso particular del punto interior nos sugiere otra
forma de comparar la rapidez de densificacién; en efecto, si E
es un intervalo lineal, los puntos més préximos al centro del
intervalo son, por decir asi, més interiores que aquellos puntos que
estin més cerca a los extremos. Es decir, entre dos puntos inte-
riores uno puede tener mayor «grado de interioridad» o como
diremos nosotros, mayor espesor, respecto al intervalo. El espe-
sor de un punto respecto de un imtervalo es pues la distancia d
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del mismo al complementario del intervalo. Podemos decir que
esta distancia d es el mayor ntmero d para el cual |3[<<d es
compatible con 1—Q(E;38)=0. Resulta pues natural emplear
la siguiente definicién:

Si z es punto de densidad del conjunto E, dado un £>0,
Uamaremos e-espesor de densificacion de z respecto de E, al mé-
ximo ntmero d(e) tal que [8]<<d(e) es compatible con

1—Q(E; 8) <.

La siguiente propiedad nos serd Gtil mas adelante.

Teorema. Sean: E un conjunto linedl, x un punto de densi-
dad del. mismo, m=[*~
intervalo que tenga a © como extremo izquierdo y de longitud
<d(e), siendo d(e)=s-espesor de densificacion de x respecto
de E. Entonces para todo n>>0 existe una subdivisin no-ram-
pante de I, en dos grupos I, ... Iy, Jy, ... Jy, siendo los I, 7,
intervalos o sumas de intervalos que verifican las tres condicio-
nes siguienfes:

12, J; estd a la izquierda de I;.;

2a. |Ji|z (m=2)ILi;

32, Si E es el complemeniario de E relativo a I, es

e] =parte entera de (1—e)/e, I, un

|E~ (J 4. AT <n
Demostm_zfio’n :_Sean I.=(z—y), z; un punto de [. tal que
z,—z=1/2, E;=E— I, siendo [;=(z~2,). Como E; es me-
dible, existe un namero finito de intervalos no-rampantes I, ...,
I,, tales que

[+ + 1) —E1I<T(/2m2 1

{El“<l1+-l'-+lk)l<ﬂ/2~ (2)

Sea finalmente G=I, — X1, de modo que
1

IG~E|<ly~ (B~ 1,—...—L)|<n2+n2=n (3)

Por definicién de d(e) para todo intervalo I = I. que tenga
a ¢ por extremo izquierdo se tiene
I—I~E

1T ~E|/ilI<s, |
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luego con més razén
m|l- Ej= m[l-1 ~ E|<]I|. (4)

Supongamos que los intervalos Ij,...Ip estan numerados
segin sus distancias al punto z, de modo que I, es el miés
préximo a #. Sea I';21; el intervalo que tiene por un extremo
a ¢ y por otro al extremo derecho de I;. En virtud de (4) es

mil, ~ E;|<m|I', - E|<|I';]

y en virtud de (1) es

de donde resulta que

(m—1)[I]|=(m—1)|1, ~E |+ (m—1)[I— E,|
1|

2 LSS
m

om =”’1‘

<(m—1)l—%+ <(m—1)—'%l-+

0 sea que
|\I'y— L|>(m—2)1],

es decir que podemos tomar un infervalo J,cI'y—1, que tenga
por un extremo a z y de medida |J |=(m—2)|I|, obtenién-
dose asi el primer intervalo deseado. Llamando [,’21, al inter-
valo que tiene por un extremo a 2 y por oiro al extremo dere-
cho de I,, tendremos de (4) y (1) que

m| (I + 1)~ E\ <l y mll1+12—E1l<2_2{
lvego

m—1 ., 1 ’
(m =)+ Lj<—— I |+ 5~ <II¥
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y, como

(m— 1)1 =17, +1L],

resulta

(m—D)LI<|ly — (/i + 1]

es decir que podemos tomar un JyCI/— (J;+1,) que sea in-
terior a 1) y tal que |J,|=(m—2) {[y]. Siguiendo de la mis-
ma forma obiendremos

G:J1+J2+. "+J]£

donde J; precede a I, y |J;|=(m—2)|I;|, de modo que se
verifican las condiciones 12. y 22. de la tesis. Recordando que
|G~ E|<n, resulta también la condicion 32., l.q.d.d.

Il. La invariancia de la densidad en la transformacion conforme
para un punio regular.

§ 5. S8i w=4f(z) es holomorfa en D, se sabe que ella trans-
forma todo punto interior en punto interior. Probaremos ahora
que la funcidn holomorfa conserva el punto de densidad, si en
este punto es regular la funcién. En efecto, sea £ un conjunto
plano interior a D, zy=2,+1iy, un punto de densidad de E y
##={(z), E¥*=f(E). Supongamos antes que |f'(z,)|=K>0, de
modo que en un cierto entorno de zy*, de radio p, J(2) es uni-
valente; por lo tanto si &* es un circulo del plano w con ceniro
en z* y radio =rp, r<<1, existe un dominio & del plano z
que contiene a z, y tal que f(3)=2%*%. Tenemos, entonces,

Brntt [ dudo [ 1 () 2dndy
B /[B dudv [/B If'(2)|2dzdy -

M2E~d| M2
=_<.= mzﬁ“‘—;}'}Q(E; 6)9

Q(E*, %) =

siendo M y m el méximo y minimo de | f(z)| en d. En forma

andloga se acota Q(E*,5*) inferiormente, de modo que se
tiene
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19

M

m2

%“’ O(E, )= Q(B*, %) = — Q(E, b). (L),

Si o=/ es la funcién inversa de f, ella es holomorfa y
anivalente en el entorno de z;* considerado, y como |¢’(z¥)[=1/K
se tiene para |z¥—z*|<<rp, en virtud de las propiedades cono-
cidas de funciones univalentes, que

3 s

r
(1—r)2’

luego es 5, S0 Sy, siendo 9,,%, dos circulos de centro zp ¥

radios r;=r/K(1+r)2, ry=r/K(1—r)?, respectivamente. Lue-
go lenemos

!E"‘Z’ﬂ lE"B! - [E~3,] .

3

IA

nirg? 3] T wrg?
pero como o, es un circulo y z, punto de densidad es

[E~3,] =i =
nry? Ty ro?

0 5L~ 1,

tim (1)

o |E~y] . ry
2

vy anilogamente

|E~b,)
2

Rry

lim —1,
luego es lim Q(E, d) =1, que en virtud de (1) da
lim Q(E*,8%) =1,
lo que prueba que zy* es de densidad del conjunto transformado
E*,

Si f(z9)=0y F™)(z,) es la primera derivada no nula, este
caso se reduce facilmente al anterior haciendo

H2) =f(z) + 1 t=F(z)=VF(E) —F(z0): F'(20)7F-0

y tomando en cuenta que i deja a su vez, COMO &S facil verlo,
invariante el punto de densidad, 1. q.d. d.
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Consideremos ahora el caso en que E es un conjunto linegql
situado sobre L y %, un punto de densidad (lineal) de E; gpy_
tonces si f(Z) es analitica sobre I (en un entorno de o) todavia
se aplican las consideraciones anteriores. En efecto, si /(<o) =4 O,
es f(z) univalente en un pequefio entorno de % de modo que iy
intervalo lineal & de Fi se transforma en otro arco de curva bt
de I'* y se tendrd como antes

}’}2’ Q(E, b) < Q(E*, 5% g%Q(E, 5)

y por lo tanto es lim Q(E*,8*) =1, y andlogamente se extiendo
la demostracion para el caso en que f(%,)=0.

En el caso general de una funcién univalente pero no analf—
tica sobre I' (holomorfa en D), parece que todavia se conserva
la propiedad de invariancia del punto de densidad, pero aqui no
nos vamos a ocupar de este problema por no haber obtenido . aviz
resultados definitivos. Solamente observamos que en virtud de
un teorema de Lusm y Riesz, f(z) transforma un conjunto de
medida nula de Il en otro también de medida nula, es decir que
sobre I se verifica la condicién (V) de Lusin, luego en virtud del
teorema de Lebesgue, f(z) conserva casi todos los puntos de den-—
sidad de E<T.; pero esto no permite todavia asegurar que todo
punto individual de densidad se transforma en otro de densidad
también.

§ 6. También es fécil ver como se transforma el coefi—
ciente de densidad en un punto regular. Sea antes E' un conjunto
plano interior a D y z, un punto de densidad de coeficiente de
densidad 4. Si f(z,) /-0, tenemos

1) [h=[loalf@tdady 15 [ i712dedy

B e i ey N s 1 P dwdy

de donde resulta

(2
[6——Ef\5! i?_li _El_< 1-Q(E*, %) < [d—E~5] M2 o]
BIF M BT RN =T RE mE joe
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Por otra parte, con las mismas notaciones del pérrafo an-
terior tendremos

15,12 19—FE - %] |6-E»61<|62—E»62§ 19,12
[0,(% 15,12 [of2 = [9,12 T 5402

A

y puesto que 9y, D, son circulos, es por hipdtesis

o, —E ~ g
Hm -!~-3----—Z-:‘-—-~E?Jn—_—-_ﬁm .‘,63 E ~ 3| —a,
15,17 19,2

resulta, tomando en cuenta que

5,12 —r)s

lim l 1-’»;; —lim _(_1___':)_____ ’

[0, (14r)t

que
132 ’

Tomando en cuenta que

Hm EL-——- 1 .
|o* tf(20) 12

obtenemos de (2):

_ 1-Q(E*, %) a
belim - = e 3
e 5% 7o) 12 ®)

que es la férmula de transformacion del coeficiente de densidad
en el caso en que f'(z,) =0

En el caso gencral, f/(z) =0, el cociente bj/a depende de la
estructura del conjunto E, como se ve por ejemplo en el caso de
f(z) =22 En efecto, supongamos para simplificar, zy=0, y sea
E. el conjunto de los puntos situados sobre la circunferencia
lz|]=r y que pertenecen al complementario de E. Supongamos
antes que E es un conjunto tal que E, se compone de dos arcos
simétricos respecto del origen y de longitud @(r) <=r, de modo
que |E,|=2¢(r). Si E* es el conjunto transformado de E por
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la funcién f(z) =z tendremos ]E’,.*]:2cp( V), luego si & o5
ua circulo de radio R, es

_ “r | B¥,|dr
bt QD) o 0e—Bn) s

PR P T TR T
R
i /0 r2¢(Vr)dr
R—>0 nZR4
y
o QO=B) 120 (r)dr
TSI BE el R
Haciendo, por ejemplo, @(r)=r2, tendremos
2 ORrSdr 2 /.'R r2dr 1
=1} — a=I L _—r ——
b ry 2R ® e kaé n2 R4 2n?
luego

bja— .

En cambio, si £ es un conjunto tal que E, se compone de
un solo arco de longitud o(r) <mr, es [E,[:cp(r) y B [=0;

luego es b=0, mientras que 4= —; luego

b/a:O.

~ De modo que no se puede dar una relacién entre 3 y a'que
surva para todo E. En todo caso, Hamando M(E) el coeficiente
de densidad transformado por la funcién w=2zn, tendremos que

st f(z)=0 y f(n)(zo) es la primera derivada no nula, enton-
ces es

b=) ().

n

Y fn(z,) |2 .



—_—T7 —

Designando como antes con ¢(r) la medida del conjunto E,
de los puntos de la circunferencia |z|=r pertenecientes al com-
plementario de £, (endremos

R no—

[, re(yr)dr
M(E) = lim
n(l / L:i\lililn 2R ’

de modo que X\,(E) depende de la estructura de E(r) y del
Lim ¢ (r)/r.

Finalmente la formula (3) se extiende fécilmente para el
caso de B =T, si f(z) es analitica en un punto G, de E; y,
repitiendo los mismos razonamientos se tendréa

b O 3
T py: (32)

para f'(C,) /Oy

o a
b=\ (B) -

{ f1(Go)

si f1(6o) es la primera derivada que no se anula en €.

& 7. Si z, es un punio de densidad de E con coefliciente de
deusidad ==a, y si b es ol coeliciente del punto transformado
zo¥ respeclo del conjunto I, nace inmediatamente la idea que a
punios proximos a Iy, corresponden puntos transformados mas
o menos proximos a z;%, segin el valor de b; es decir el agru-
pamiento de puntos alrededor de z; es mis o menos répido que
el agrupamiento alrededor de zp*, segln que sea bZ a, y por
lo tanto implicarfa este hecho, intuitivamente, un uniforme distan-
ciamiento o la uniforme continuidad. Asi en el caso del punto
interior, a==0, sabemos que efectivamente foda limitacion de
la expansion del rca transformada implica una igual continui-
dad, como ocurre en los fteoremas de Bloch y de Montel. Para
a-/-0, se ve de la formula (3) que la limitacién del coeficiente
de densidad implica una limitacion de | F(z)| y por lo tanto pue-
den obtenerse criterios de igual continuidad limitando los coefi-
cientes de densidad. Asi, por ejemplo:
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Sea ECD un conjunto iqualmente denso de coeficienie
a5=0, @ y {/(z)} una familia de funciones tales que los coefi-
cientes de densidad de los conjuntos f(E) no toman un valor
fijo b-/=0, w. Entonces si en los demds puntos de D—E, las
derivadas f'(z) no toman dos valores K, K, de mddulo |K,|=
|Ky|=Va/b, la familia es igualmente continua. En efecto, si
f(2)=0 es f(z)7/bja, y si f(2)7/-0 resulta de la férmula (3)
y de la hipétesis que b/-a/[f(z)|? para z perteneciente - a k|
luego f’(z) no toma en E ningtn valor de médulo = a/b y-
en particular no toma los valores X, K,. Luego las f'(z) no
toman 2 valores en D y la tesis resulta de teoremas clasicos
de las familias normales.

Anélogamente de (3a) resulta este otro criterio:

Sea ECT un conjunto igualmenie denso de coeficiente
a0, 2, y {f(z)} una familin de funciones holomorfas en D
y enaliticas sobre T tales que los coeficientes de los conjunios
f(E) no toman un wvalor b0, o. Entonces si en F —E es
If'(z)|<a/b la familia es igual continua en D-+1. En efecto,
de (34) resulta que |f'(z)|7/=a/b para z perteneciente a E, y co-
mo en '—E es |f'|<a/b, es |f'(z)|7/=a/b para todo z pertene-
ciente a I'. Como a0, I'—F no es vacio y contiene por lo
menos un punto z;. Luego si fuera para un z,'de F, |f'(2,) |>a/b,
como |f'| es continua, habria entre un z entre 2, y z, para el
cual se fendria |f'(2)|=a/b, lo que es imposible. Luego es
'(2)[<a/b para z perteneciente a F y con mis razén para z
perteneciente a D, 1.q.d.d.

Si z; es un punto interior y |f(z)|< M, un lema clasico nos
dice que al variar z en un entorno fijo de z,los valores f(z) cubren
un circulo de centro f(z;) y radio fijo. Esto equivale a decir
que podemos establecer una cota inferior para el espesor respecto
del dominio transformado. Analogamente se puede dar una cota
para el e-espesor en el caso de un punto de densidad de un con-
junto cualquiera de D, asi como generalizar el teorema de Bloch
en el mismo sentido, obteniéndose nuevos criterios de 1gual-
continuidad del mismo tipo que los indicados més arriba, pero
utilizando en vez del coeficiente de densidad el e-espesor de den-
sidad. Dejando los detalles para otra oportunidad, examinaremos
ahora solamente cémo se transforma el e-espesor de un punto del
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contorno en el caso de una familia muy particular: la de fun-
ciones homograficas.

II1. Transformacion del espesor de densidad en la sustitucidn
homogrdifica.

§ 8. Vamos ahora a considerar una familia particular de
funciones lineales y examinemos como se transforma el e-espesor
de un punto del contorno, de modo que los conjuntos E de la presente
seccién son situados sobre el contorno F y por lo tanto las me-
didas respectivas son lineales.

Empecemos con el caso particular en que E es un arco AB
de F de longitud [, y sea t;=e:%° un punto interior del mis-
mo, y supongamos que por ejemplo A es el extremo mds proxi-
mo a este punto. La longitud d=t,A expresa entonces el espe-
sor, o grado de interioridad, del punto ¢, respecto el conjunto
E=AB.

Sea g(z,l):(z——l):(l—tx) la funci6n lineal que transforma
el circulo unitario D en sf mismo. de modo que el punto {=re :¥
se corresponde con el origen, y sean AB*, tF=eibo [¥ d* los
transformados de los elementos AB,fy, 1, d, en esta sustitucion.

Sometemos ahora al punto ¢ a la condicién: arg? =arg ;=
9y, es decir que G varfe sobre el radio Of;, v sea {g(z, Q} la fa-
milia de todas las sustituciones homograficas asi obtenidas. Ten-
dremos, por lo tanto, para todo 7, que la minima distancia de
7 ai arco P —AB es =send=d,.

Cuando z=1 varfa sobre el contorno B, [t|=1, es |g'({)|=
(1—[T}2): [t— L%, luego

2n — P*=longitud de (F—AB¥*)=
1-1g)?
P (8 CY ] |dE = dt
ﬁlg._t,g}; e fI‘—AB[Z_'q2l |

1|22
d?

de donde resulta:

on—Il*<

(2m—1) ¢y
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Por otra parte si A’ es un punto de #,B tal que A’f;=A%, es

! 1-pgg. 1 1. 1—icj?
d*:/:Alt—C|2idt[—E[4A’_—g[2n /1;-—.41/1“'-112 Idi']

y en virtud de (I) la dltima integral que figura en el paréntesis,

es menor que 1—;;2:12 (2n—2d); luego, para un T tal que
1-]¢2
7 <1 es
1
d*= —[2n— (2n—2d)]=d,

2

y para un 7 tal que (1—|%|2)/d2=1 se encuenira directamente
d*=d; luego es siempre

d*=d. (I1)

Las férmulas (I) y (II) expresan los conceptos siguientes:

1o. Para T—1, es 2n—1%—0, es decir cuando T—t, el
arco transformado de Fi— AB se reduce a cero.

20. La rapidez con que se produce esta reduccion a cero de
2n—U* depende (es proporcional ol cuadrado) del espesor, o
grado de interioridad, d, del punto .

3°. Los puntos transformados t,* tienen respecto a los
arcos transformados AB* un espesor uniforme, mayor o igual
que el espesor de t, respecto de AB.

§ 9. Veamos si las férmulas (I) y (II) y sus consecuencias
1., 20, 8. se conservan si en vez de un arco AB tomamos
un conjunto ECF cualquiera de medida I, y cambiando la
condicién de ser ¢, punto interior por la de ser punto de densidad
de E. Evidentemente, las formulas (1), (II) no son mas validas
si { no es interior a E, porque entonces ty puede ser de acumula-
cién de puntos de F—E y la distancia de £ a F—F ya no
tiene cota inferior >0 y el nfimero d, no tiene méis sentido en
este caso. Pero podemos salvar la validez de estas férmulas si
cambiamos el concepto de grado de interioridad por el de
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z-espesor de densificacién, es decir si consideramos en vez de d
el e-espesor d(e). En efecto, por definicién de d(e), dado
£~ 0 existe un entorno 5, =9, de £, tal que para todo 0 Cd,
que contiene a fo se verifica 1—Q(E,®)<<e. En virtud del
teorema del § 4 podemos subdividir d,=5%; en dos grupos
Apyoo Iy oo .J;, que verifican las 8 condiciones de aquel leo-
rema. Por la 12. condicién todo punto de J; es més préximo a

, 1o
i, que todo punto de I, y por la 22. condicién es |J;|= ——8—8|I£i,

luego como |g'(f)|=(1—1%}%): [t—TJ? disminuye cuando ¢ se ale-
ja de to, resulta que

fh lg' (1) 1CUIZ]:—;[Iilg’(t)‘I |de]. (1)

En virtud de la 82. condicién es

](Jl-}‘...fk)_z\g’(t)\ dtl<ny; (2)

tenemos entonces

IMOH&@[ = - =
BynE ' NorEalit..Jp) At T J Ot J—E

€

— : 1—8 , _
21t ez [,z

de donde resulta

[ oonansa=9], o) = ®

lo que equivale a 1— Q(E*,d%) <e, o sea que d*(e) = |5* s
pero en virtud de (II) es léo*lgléol-_—d(e), luego obtenemos de-
finitivamente

d(e)* = d(e) (IT a)

que es una generalizacion de la formula (1I).
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Por otra parte es

27r~—l*=fr |g'(t)11dtl=/F ﬁf\ g’ (D)1 1dz).

Al variar t sobre F—E— b, |{—%|? se mantiene mayor
que send(e)=d,(¢), de modo que

138
ﬁg'(q |t = dt(IsV (2n—1)

g3,

Yy, en virtud de (8), es

P 1__ 2
g (O] 1dtI=ef|g’ ()] |dt]+n=<s .—'ﬂ—d%+n§a+n;
So—E % 0 !el{}'—mz

luego obtenemos

on — ¥ < -]z

=00 (2n—1)+¢ (Ia)

que es la generalizacion de (I).

De (Ia) y (IIa) deducimos estos conceptos:

10a. Al tender C—t, es 2n—I* — 0, es decir la medida del
conjunto transformado de B —E se reduce a cero.

20a. La rapidez con la cual se produce esta reduccidn de
27— ¥ g cero, es proporcional ol cuadrado del e-espesor de densi-
dad de t, respecto del conjunio E.

8°a. La familia ¢(2,%) transforma uniformemente el
e-espesor, siendo el e-espesor del punto transformado mayor
que el c-espesor del punto t,.

Nota. Hemos supuesto que % varfa sobre el radio 0t,, pero
los resultados son todavia validos si ¢ varia sobre un arco de cir-
cunferencia ortogopal a I en #,; en tal caso las férmulas Ia, Ila
se. complican ligeramente, pero el sentido que expresan queda el
mismo.

§ 10. Vamos a extender estos resultados a familias més
generales que la familia considerada. Sea F(z; %) una familia
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de funciones (%= parametro), tales que para z=t=¢e% se ve-
rifica

1122

[—C |

[F'((t; D) =1(%) -

siendo f(9) una funcién integrable Lebesgue. Podemos extender
todavia para esta familia las formulas anteriores, sometiendo a
la funcién F(9) a hipdtesis suplementarias: Sea g el intervalo

(9., 9) ¥

P(9) = / RGLE

Es facil ver que si f(3) es acotada entonces es ¢'(%,) =0, porque
&, ees un punto de dispersién de 5o—E. pero si f(¥) no es aco-
tada no podemos asegurarlo més. Por eso vamos a someter a
¢(9) a estas dos condiciones:

¢(®)
a)
95—,
son finitos en .

<M, es decir los ntimeros derivados de ¢(3)

b) (%) es aproximativamente derivable con valor O en
%o, es decir, existe un conjunto E, del cual 9, es punto de den-
sidad, tal que, si &; pertenece a E,, se verifica

im 2GY
8’1—“)8'0 &1—3'0

En virtud de lo observado més arriba, estas condiciones se
verifican si f es acotada (también si es semicontinua en o).

Con estas hipétesis, dado ¢ existe un d,(e) tal que |$;— Fol<
dy(e), para 9 perteneciente a E,, implica ¢(%l)/(&1—%0)<s.
Evidentemente 9y es todavia de densidad del conjunto
E,=E~E, y la funcién ¢ es con més razon derivable res-
pecto de E,. Podemos, pues, suponer que el conjunto E, sobre
ol cual es derivable @ es el mismo que el conjunto E del problema
v que d(e) es el menor de los nameros d(e), dy (&)

Tomando un %; de E tal que |5,|=19; — Sol<d(e), ten-
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dremos integrando por partes:

J, S0 o) s 0w o00) ey

08y 1-ge PB) 88 1—¢)2 g
Iezz‘h—l ;ezf}i——t’,]TOa) B—E) 3, Ard—5g It—-—'Cl.[t——'C[2I |

Cuando ¥ pertenece a E, es por hipétesis |0(%): (9—%)|<e,
luego la dltima integral es menor que

S—%, 1|72
Zeﬁ E (t—“CO[ ) ]t__.l‘cllgldtl<81,

Y para ¥ perteneciente a d —E es [9(9): (% —90)|<M luego la
primera integral es menor que -

o 1z
O(L), dt|
<)/BI_E”_WI ,

y esta Gltima es, por lo visto en el § anterior, =0(1)e. Final-
mente, como ¥; pertenece a E es

(G 1—jzz 99,
jeid—g| " eid 7] —(P(&l)

L0(1) <.

Resulta en definitiva entonces

(®) o L |dt|<e+2Me+e<e
bep | |1—C|2 o 1

Sobre I'—5,—F es, en virtud de Io visto en el § 8,

s GNPISN S (4L -T2
fr_ I_Ef(t) g 14 RRFTAE /f()ldt# e
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y por lo tanto conclulmos que

e 1152 1152

siendo N el méximo de [1|f(#)|1d¢] y M la cota dela condicién a).
Por otra parte, siendo d; fijo, suponiendo f=0, es

1-]¢[2
fmf(t) o |dé|>m > 0.

donde m es independiente de T, luego es

~

1—-[¢)2 1—-2)2 OMe, .
———dt|:

md

que es una generalizacién de la férmula (Ia).

Todos estos resultados se generalizan si cambiamos la fun-
cién (1—|%]2):]|t—%|2 por otra o(%, %) cualquiera, que verifica
las 2 condiciones:

1) ¢(9, ) es positiva;
2) @(8, )= p(9, %) si [8—F[>[F—Fol,

porque estas son las Gnicas propiedades de dicha funcién que he-
1os utilizado en las demostraciones. Finalmente también en (II b)
¢ puede variar sobre un arco ortogonal a F en %, pero las f6r-
mulas se complican.

Nota. En el caso de un punto interior, las formulas (I,
(II) son en el fondo las condiciones para que un ntcleo de la serie
de Fourier sea positivo (*), de modo que las férmulas (Ia),
(Ila) y (Ib) vienen a ser generalizaciones de las propiedades
del ntcleo de Poisson, pero a la cual hemos llegado bajo un
punto de vista distinto: el de espesor de densidad.

(*) Ver p. ejemplo ZYGMUND, Trigonometrical Series, Cap. 3.
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IV. Aplicacién a la limitacién del mdximo mddulo.
§ 11. Consideremos una funcién f(z) holomorfa en D, con-

tinua sobre I, y tal que sobre un arco AB de I' es |f(t)|<< m y
sobre el resto I —AB es |f(1)|<M, siendo m <M. De la fér-

mula de Poisson

b1 _p2 2
27:]‘(7;):[ fn) == d&:/ _,Lf o 1= as
0 e 4B T—a8 P

obtenemos inmediatamente la siguiente Ilimitacién del médulo

@)1

1—[g]2

d2 (ZTC_ l)’ (1>

(&) |=m+M

siendo d la minima distancia de % al arco E— AB. Analoga-
mente para una funcién armoénica u(%) que sobre I' es menor
que m sobre AB y menor que M sobre F'— AB, se tiene:

1172
dz

w(f)=m+M (2 —1), (2)

Las mayorantes (1) y (2) intervienen en diversas cues-
tiones de funciones holomorfas y arménicas, como en el teo-
rema de 3 circulos y sus generalizaciones por Nevanlinna y
Ostrowski, en el estudio de la funcién arménica u(¢) para
C—t sobre AB, en un método de Montel en la representacién
conforme y en las generalizaciones que &l di6 del teorema de
Weierestras (*), etc. La utilidad de las férmulas (1), (2) se debe
a estas tres propiedades que ellas expresan:

1) 8i 2n—1 es muy pequefio, es muy pequefia la influencia
de la cota M sobre |u(Z)|.

2) Cuando ¢ tiende a un punto £, inferior a AR, u(Z) tien-
de a quedar por debajo de m ¢, uniformemente; es decir, dado
€>0 existe un 1>0 independiente de la funcién considerada,
tal que |Z—1¢)|<n implica u(%) < m+-e.

(*) Ver por ej. MoNTEL, Sur la représentation conforme. Journal de Liou-
ville (7), 3-1917,
BreserBACH. Lerbuch der Fumkiionentheorie. T. II, Cap. 3, § 5.
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8) La rapidez con la cual se produce este acercamiento a
m ¢, es proporcional al cuadrado del grado de interioridad d?
del punto i,.

Asi por ejemplo de (1) vemos que si m<e se deduce
|f(¢)|<e para los ¢ muy proximos a f,, luego si f(t) es con-
tinua en £, sobre I} se deduce que f(Z) — f(f,) tiende a cero para
—t, y obtenemos un teorema clasico de Schwarz; maéas afn,
podemos de la rapidez con la cual se produce f(t)—f(t,), dedu--
cir la rapidez con la cual se produce f(4)—f(%o)-

Supongamos ahora que en vez de un arco AB tenemos un
conjunto E cualquiera de medida [/, de modo que sobre E es
If(t)|<m y sobre I'—E es |f(t)|<M, m<M. En este caso si
t, no es interior a E, no subsisten mis las consideraciones anfe-
riores, porque d® no se mantiene mayor a un némero fijo,
si t, es de acumulacién de puntos de P—E, y las propiedades
1) —3) no son més véilidas. Vamos, pues, a modificar las fo6r-
mulas anteriores para que se conserven estas propiedades para el
caso de un conjunto E cualquiera.

Para ello haremos previamente otra deduccién de la férmula
(1), més larga que la anterior, pero que se aplicard también al
caso general. Efectuando la sustitucion homogréafica

=7
L O=w=——y
9(z:%) 7

[a funcién f(z) se transforma en

pw)=F(z) con f(&)=9(0),

de modo que

i s Sl e

Pero, por lo visto en el § 8, la longitud 2m — 0¥ del arco

F — AB* 3=
— es menor que (21—1) 7
B — AB* los valores de ¢ coinciden con las de f sobre AB y

PP — AB, respectivamente, obtenemos

y como sobre AB* y
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171 =!¢(0)1§LB, Iq:{]dtl—l—/r_m o) |dt|=m+M (27 — 1)

1—|g)2
4z

=m +M (2m—1)

que es la formula (1), a la cual hemos llegado por otro camirro.

§ 12. Sea ahora en vez de un arco un conjuntio E de mmne-
dida I y t,=€®° un punto de densidad del mismo. Efec-
tuando como més arriba la sustitucién w=g(z,C), pero con la
condicién de que arg{=argt,, el conjunto F —FE se transforma
en I'—E* cuya medida 2n—1I* es, en virtud de lo visto en el
§9, g%?@‘)z—_zl% (2n—1) + ¢, siendo d(e) el s-espesor de densidad

de i, respecto de E, luego como

2n . f(C) =2mn.9(0) =L-+fr-g-ﬂiﬁdt

obtenemos
1—|Z2
d(e)?

(D =m+M (En—l) 4= (A

que es la generalizacién de la mayorante (1). Anilogamentc
para una funcién armoénica se tiene

afey s m+ 0 1 on gy 1o (B)
- d(e)®

De estas férmulas se deduce:

1) Si 2n—1 es muy pequerio, es muy poca la influencia de
M sobre |f(%)| para los T del radio O,

2) Si T—t, también |f(T)| tiende a quedar por debajo de
m +¢, uniformemente (para los ¢ del radio 0ty).

8) La rapidez con que se produce este acercamienio a
m+¢ depende del e-espesor de densidad de t, respecto de E.

En particular si el punio #, es interior d(e) se transforma
en d y obtenemos las férmulas clésicas del § anterior.

Todavia se puede extender las propiedades 1)—3) si ¢
varia sobre un arco ortogonal a I en {,.
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Supongamos en particular, que para ¢ perteneciente a E es
[f(£) — F(t) |<e, entonces aplicando las férmulas (A) o (B) a
f(z) —f(t) o a u(z)—u(ly), obtenemos inmediatamente:

M(1—Z]2)

1f(©) = f(Eo) |= 28 +— IO (G
u(t) —u(ly) <2+ M —mlcigf (Cy)

Observemos que en las férmulas (A), (B) y (C) no bay
necesidad de suponer la continuidad de f(f) o u(t) sobre L. -

§ 13. Vamos a extender ahora las formulas (C) para el
caso de una funcién f(f) o u(f) no acotada y tan solo sumable
Lebesgue (o Denjoy) sobre F. Para mayor comodidad vamos
a trabajar con la funcién real u(f)=u(?) y sea

&
U = / u(®)d.

Vamos a someter la funcién u(¥) a estas dos hipétesis suple-
mentarias (caracteristicas de la teoria de Denjoy):

NG

9—9,

finitos en ¥,.

b) La U(9) es aproximativamente derivable en 9, es

decir que si ¥, varia sobre E es éf—(_—%% — u{¥,; para $;— I
(9=punto de densidad de E).

[Observemos que las hip6tesis a que hemos sometido aqui
la funcién u(¥) son mis generales que las del § anterior; en
efecto, la u(9) del § anterior verificaba |u($)|<M para ¥ cn
I—E y |u(®)—u(®)|= le(¥)[<e para 9 en E, luego lla-
mando 9, al intervalo (9¢,9) tendremos

1 (°F _UE) _
e[ oo )=

<M, es decir los ntimeros de Dini de U(¥) son
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1 1 =
:—3—_7&—0/; AE[U(%) +8(%)]d&+73f?%/;0~£u<3) d9=

(&)+0(1)M’a E‘

0

6 ~
:u(&o) 13{‘)—

pero como ¥, es de densidad de E es |- B8 —80) =14,
{3 —E|[:($—%y)=¢, y por lo tanto

U(%)
o =u(on) +5a(8),

lo que indica que U” () =u(3,)].
Si estas 2 condiciones son satisfechas, tendremos, utilizando

la integracién por partes de la integral de Denjoy y con las
notaciones del § 10:

1—ig® 1—zj2
o= —_—
f% u() [—2| =) lefh—g|2

2
2 2 ) ds.
+ f3i—E+ 3 nE U( ) [t~ 'Q!2

Para & en E es U(®):(3—9) =u() + (%) de modo que

U®) 1-p5
o)
ft‘ws [t—g] !t~C!2 &

=0 (l)fawyﬁ Ty d%=0(1) u(%)

(con O(1) indicamos una funcién que tiende a 1 para $—9), y

) U(s) 1— ,2:] 1—]Z52
2[31_5 1—2] [t—j2 —Zj2 ¥ = 2Mf t——:f?

y esta ultima es en virtud de lo visto en el § 9 <2Ms; final~
mente

UGy)-(1—1¢?)

leid, gz O(1) u(9y),



— 01 —

luego, sustituyendo en la férmula de Poisson, resulta definiti-
vamente

—izl®

u(t) = ¥ d(e)?

+O0(1) u(%y) +M (D)

donde N es el maximum de [ lu|d¥ y M la cota de la con-
dicion a). Esta formula es una generalizacién de (C;), porque
si u(9) verifica las condiciones de (C;) ella verifica las de (D).

Vamos a indicar ahora un caso importante en que las dos
condiciones a) y b) pueden ser reemplazadas por una sola:

La férmula (D) se verifica si U(¥) es aprozimativamente
derivable cn sentido fuerte.

Demostracién. Sea 5, —0 la sucesién de intervalos para
las cuales es

1—Q(E,%,) _ 15—F] .
. 16 I) . wigw‘u‘l-k I\. < 0 )\> 1:

y tomemos G, tal que |1—G,|=[5,]'T*; entonces para ¢ de
P -5, sera

]-_"I‘Cnl2
Hm e —
Jm e 0

uniformemente en {. Luego

—1Cal®
_[1‘——Bn u(t) T -dt—0

y s6lo nos queda examinar la integral

ﬁ U = ’12 av=

oy ITGl® bl 1l
—L( n) [t~ 'C ‘2 fo,,,.\g szOn—E t—l ls

El primer sumando tiende evidentemente a cero; la integral
f’a ¢ se transforma como en el razonamiento precedente y
n~
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12 l—mnlz k< cU(Y __E'_ 1—1217,[_2_
L_EU(Q lt_cnlsd _S_ngeagn ( ) l_lC[ 5 g {t_zn{?‘ d¢

pero, por lo visto en el § 9, es

luego es
o 1], 2 ey 19n—E|
/~ V0,0 =maxU0) 5 =0,
On—E =un
lgd.d.

Todavia se puede dar otras condiciones anilogas a las del
§ 10 que aseguran la validez de (D), pero no vamos a entrar aqui
en estos detalles, sélo observemos que (D) es vilido si u(9) es
continua aproximativamente, en sentido fuerte, en %, lo cual se
demuestra en forma andloga a la de la wltima demostracién.

§ 14. Las formulas (A), (C) y (D) pueden considerarse
como una mayorante general que permite demostrar con un
mismo procedimiento diversos resultados de las funciones holo-
morfas, en los cuales intervienen conjuntos cualesquiera en vez
de arcos. Veamos algunas de estas aplicaciones de las férmu-
las mencionadas:

Si f(z) es acotada en D+T. y nula sobre un conjunto E de
R de medida >0, aplicando (B) a la funcién u(Z)=Ig|#(%)!,
como sobre B es u(f) =— o resulta de (B) que es u({)= — =
para todoCde D, esdecir que f(¥) es idénticamente nula; esto es
el teorema de identidad enunciado por Fatou y demostrado por
Riesz (y también en forma mis general por Lusin y Privalow).
Si f(t) es acotada y aproximativamente continua en £, resulta
de (C) (aplicando esta férmula a F(2) —1(t)) que F(B)—f(t)
para C—t,, y obtenemos as{ una generalizacion del teorema de
Schwarz, en el cual hemos reemplazado la continuidad ordinaria
por aproximativa.

Fatou, en su célebre tesis demostrs que si u(f) es integrable
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Lebesgue y U(t)= [u(t) dt entonces se verifica u(%)—u(ty) en

—
todo punto en que U’(t)) =u(fy). Podemos generalizar ahora este
resultado, cambiando la derivacién ordinaria de U(t) por la
aproximativa. En efecto, aplicando (D) a la funcién u(%) —u(ty)
obtenemos inmediatamente el

Teorema. Si u(t) es integrable Denjoy, la funcién armd-
nica () definida por la integral de Poisson de u(t) verifico
u(t)—u(t,) para todo punto i, en que la integral indefinida de
i
u(t) es aprozimalivamente derivable y tiene finitos los nu-
meros derivados.

Como caso particular obtenemos el teorema de Fatou y
también el de Schwarz.

Como una integral indefinida de Denjoy es en casi todo
punto aproximativamente derivable y tiene finitos los ntmeros
derivados, resulta en particular que el ditimo teorema se veri-
fica para casi todos los puntos %,

Tomando en cuenta lo dicho en el § anterior tendremos que:

En el teorema anterior las dos condiciones de la hipdtesis
pueden reemplazarse por la sola condicion de que la integral es
aprozimativamente derivable en el sentido fuerte (o que u(t) es
aprozimativamente continua, fuerle) en t,

Anilogamente pueden obtenerse de las mayorantes (A),
(C), (D) los teoremas de Khintchine-Ostrowski sobre las suce-
siones convergentes de funciones analiticas, asi como las férmulas
de Hermite para la integral de Cauchy de que

#(t;) =lim Lu;_f@

siendo

(ey— 2 [ ) _ L [0
ft(Ci)_Ei— ri:‘a_;dt’ (o) = i | i di, |%]=1, 141z

Més atn, de (D) se puede concluir: las férmulas de Her-
mite se verifican en todo punto en que la integral de f(t) es
aproximativamente derivable y tiene finitos los ntmeros deri-
vados (o también si es aproximativamente derivable en sentido
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fuerte), pudiendo ademis f(t) ser integrable tan ‘S(')'IO Denjoy;_
luego en particular las férmulas de Hermr‘te se verifican en casi
todo punto de L. (con f(t) integrable Denjoy). De este teorema
se deduce a su vez inmediatamente el teorema de identidad de
las series de Fourier-Denjoy porque, si los coeficientes de Fou-
rier-Denjoy son nulos, es f;=f;=0 y para casi todo #, resulta

Fty) = %lim £(2)) - F(2) =o0.

En particalar, para las series de Fourier se deducen estas
consecuencias: la serie de Fourier de u(t) es sumable Abel en
todo punto en que la integral indefinida de u(t) es derivable
aproximativamente y liene nimeros derivados finitos (o si es
aproximativamente derivable en sentido fuerte, o si u(t) ecs
aprozimativamente continua). En virtud de lo visto on  los
§8§ 10 y 13, las demostraciones de esios pardgrafos son aplicables
para los ntcleos de Fejer y también para otros mds generales.
Quedan asi generalizados los teoremas de Fejer y de Lebesgue
sobre la sumabilidad (C.r) de la serie de Fourier, reemplazando
las condiciones de continuidad o derivabilidad de estos leoremas
por la continuidad o derivacién aproximativas (fuertes).

Més adn, en virtud de lo dicho en el § 10, todos estos
resultados se extienden a los nicleos ?(£,C) mis generales para
los cuales tenemos este criterio:

Si ¢(,%) es un wicleo tal que: 1) f}cp[dtr::C; 2}

f ¢(4,0)dt=1; 8) ¢(t,7) — ¢(t) crece cuando |t— to| decrece;
4) /I‘—a ?(t,L)dt—0 para % — ¢, entonces

limfu(t) @(8.T) dt=u(t,)

— 1

en todo punto t, en que u(t) es aprozimaiiva continua y

U(®)= [p_,r() de

tiene numeros derivados finitos. Esto viene a ser una generaliza-
cion de las propiedades de los ntcleos de Poisson o Fejer.
Vemos, pues, que diversos resultados de la teorfa de funcio-
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nes pueden obtenerse por el simple estudio del espesor de la fun-

cion lineal, que es la funcién més simple. Todo lo expuesto se
generaliza considerando las sustituciones de Fatou

Z—C]_ Z_Kn

1z 1%

o(z) =

2

que transforman el circulo en si mismo. Finalmente, se obtienen
resultados mas particulares considerando puntos de densidad rela-

tivos a las funciones e cuyas propiedades estin vinculadas
especialmente con las clases de funciones quasi-analiticas, pero no
vamos a entrar aqui en estas consideraciones. :

Los resultados anteriores son todavia validos si D es un
dominio simplemente conexo cualquiera, limitado por arcos ana-
liticos; en efecto, en este caso podemos efectuar una representa-
cién conforme de D sobre el circulo unitario y la funcién ¢ que
efectia esta representacién serd analitica sobre el contorno, luego
en virtud de lo visto en el § 6, ¢ conserva el punto de densidad!
y su grado, y por consiguiente podemos aplicar los teoremas an-
teriores deducidos para el caso en que D es un circulo.

Para poder extender estos teoremas al caso general de un
dominio D limitado por una curva de Jordan T, hace falta pro-
bar la invariancia del punto de densidad en la representacion
conforme. Vemos, pues, la importancia que puede tener la demos-
tracion de dicha propiedad de invariancia, en general.

RESUMEN

Consideramos algunas cuestiones relacionadas al problema;
¢la representacion conforme deja invariante a los puntos de
densidad sobre el contorno?, hipotesis que no hemos podido re-
solver todavia mas que en algunos casos particulares y de la
cual ignoramos si fué tratada ya por otros autores. Siz es
punto de densidad del conjunto E, definimos el e-espesor de
como el méaximo ntmero d(e) tal que para todo intervalo ® que
contiene a x y de longitud <d(e) se verifica |d—E|/[dI<e, ¥
llamamos, ademas, coeficiente (\) de densificacién de z al nimero
Q') =lim |3—E|/ |5} T+, Estudiamos como se transforman es-
{os elementos en la Tepresentacion conforme, para un punto T



— 96 —

en que la funcién es regular, y mostramos como en el caso parti-
cular de la funcién lineal resulta esta aplicacién a la limitacién
del médulo de una funcién holomorfa:

Sean: u(t) una funcién ermdnica en un circulo, E un
conjunto del contorno, de medida [>>0, y t un punio de den-
sidad de E. Si sobre E es u(t)<m y sobre el resto del con-
torno es u(t)<M (m<M), se tiene para todo T perteneciente
a 0t y para todo &>,

a(t) <m+M (2n—1) (1~ [¢[2)/d(e)? ++

stendo d(e) el e-espesor de t.

Esta férmula se generaliza para funciones no acotadas, in-
tegrables Lebesgue o Denjoy, y permite deducir muy sim-
plemente y por un mismo procedimiento diversas propiedades
clésicas de las funciones holomorfas y de las series de Fourier-
Lebesgue o Fourier-Denjoy.



