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Seria posible, aunque poco practico, suprimir el concepto
de derivada para cefiirnos exclusivamente a los ntimeros deriva-
dos. Asi no hablariamos nunca de derivada sino simplemente de
ntmeros  derivados iguales. Tal modificacién importarfa una
extensa revision de lenguaje o de forma, que no de fondo, pues
¢sle permaneceria invariable, mientras la elegancia de expresion
sufrirfa en gran medida por culpa de proceder tan antojadizo.

Sin embargo, acostumbrados al susodicho lenguaje, nota-
riamos, fal vez de modo mis chocante, la pobreza extraordina-
ria de nuestros conocimientos sobre los nimeros derivados, por
lo menos en comparacion con el andlogo sobre los ntimeros de-
rivados coincidentes (derivadas). El resultado seria preguntarnos:
¢Tan importante es la coincidencia de aquéllos que, al perderse,
con ella también se pierden las ulteriores propiedades, o es que
esto se debe a otra causa? Y también gcémo se explica que -es-
tando incluido el concepto de derivada en el de los cuatro nu-
meros derivados no existan para estos dltimos teoremas que
comprendan como caso particular a los de la media? Podriamos
seguir con un sin fin de preguntas a cudl mas interesante.

Los resultados que hemos obtenido permiten afirmar que
las causas de tales diferencias se deben méas a la eventual pre-
sencia de puntos angulosos que a la coincidencia o no coinciden-
cia de los ntimeros derivados; esto es lo secundario y aquello lo
esencial. Tan es asi, que cuando no existen puntos angulosos se
pueden dar teoremas no menos precisos para los cuatro ntime-
ros derivados — considerados como un todo— que para la deri-
vada ordinaria. Claro esti que para un determinado ntmero
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derivado los resultados no serdn exactamente los mismos que pa-
ra la derivada ordinaria, y nada tiene de particular si observa-
mos que en ella tenemos confundidos a la vez los cuatro nime-
ros derivados; en cierto modo, un namero derivado constituye
la cuarta parte de la derivada. Y sin embargo no se crea que es
tanta la diferencia. Por ejemplo, para un ndmero derivado, la
propiedad (D) (") de Darboux se verifica, salvo un conjunto
numerable de valores.

Alrededor de estas cuestiones giran todos los teoremas que
deduciremos a continuacién. Con decir que s6lo nos hemos ocu-
pado de funciones sin angulosidades se comprenderd lo mucho
que queda por estudiar comparado con lo poco que se ha
resuelto. Como este poco presenta cierto interés nos decidimos
a publicarlo dejando para otra ocasién eventuales resultados,
menos elegantes, por cierto, sobre problemas también mis com-
plicados.

Como es sabido, hay teoremas en que no se distingue si
los ntmeros derivados coinciden o no; valen en ambos casos.
Entre ellos destaca de un modo especial el de Dini. Légicamente
en nuestro propésito serd previo dilucidar si dicho teorema ge-
neraliza los teoremas de la media. Por tales entendemos el de
Rolle, y el de Lagrange con sus consecuencias inmediatas, como
por ejemplo la propiedad (D). Si se quiere se puede prescindir
del teorema de Rolle, ya que va incluido en el de Lagrange.

Segtin el teorema de Dini los ntmeros derivados (en un de-
terminado segmento) tienen los mismos extremos inferior y su-
perior que las pendientes de las cuerdas. Es decir, si L y I son
respectivamente los extremos superior e inferior de ZQ%Z:]%@Q
para z; y z, variables en [ab], también lo serdn de caéla .3:10
de los cuatro némeros derivados. Por tanto tenemos

(o) —f () ez, <b
Z§W§L para a§x2§b

Son tan distintos los términos de este teorema de los de
Lagrange que para que una comparacién resulte Gtil serd mejor
transformar uno de ellos. Con ese objeto tomaremos la propie-

(’) Diremos brevemente que una funeidn f(z) goza de Ia propiedad D
cuando en cualquier intervalo a~b ella toma todos los valores eomprendidos en-

tre f(a) y f(®).
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dad (D) come otra mancra de enunciar el teorema del incre-
mento finito, o mejor dicho los dos teoremas como expresiones
distintas de un mismo hecho matemdtico. No es abusivo tal mo-
do de proceder, ya que, segln veremos a continuacion, los dos
teoremas son equivalentes para nuestro objeto. Dejando de lado
la conocida deduccion de la propiedad (D) partiendo del teorema
de Lagrange, la demostracion inversa es mis o menos como si-
gue: si la derivada cumple la propiedad (D), esto es, toma
todos los valores comprendidos entre L y I, entonces también to-
J(0 - f(a)
b a

se tratara de un ntmero derivado la equivalencia se demostraria
de la misma manera. La propiedad (D), por consiguiente, re-
presentard el teorema de Lagrange. Sentado esto, resulta [a-
cil Ia comparaciin.

Segtin los teoremas de la media los ntmeros derivados comn-

mard el valor {refacion 1), St en vez de la derivada

cidentes toman fodos los valores comprendidos entre Loy [,
mieniras que segim el teorema de Dind los ndmeros derivados solo
pueden tomar estos valores.

Salta a la vista que el teorema de Dini no generaliza los
teoremas de la media y por tanto no colncide con ninguna de
las generalizaciones buseadas.

4 tan grande la diferencia entre tomar fodos o algunos
valores, que cabe preguntarse siexistid alguna proposicion in-
termedia. Un ejemplo nes permitira decidir.

Sea fu#) = —x para - 1-7x Oy fla)-cw para 072 1L

La funcion f(x) es derivable en

| toddos los puntos salvo en el ori-

gen, en donde tenc un punto
anguleso. La derivada del la-
do izq ierdo vale siempre —1
y del lado derecho 1; en el
origen solo se puede hablar de
derivadas laterales. En esle caso
evidentemente los extremos va-
len L==1 y l:=—1. Obsérvese
Fig. 1. que en el caso de la funcion

{(x) los ntmeros derivados se li-

mitan a tomar como valores los extremos de su posible varia-
cién. Un teorema mas preciso que ¢l de Dini tendria que resultar
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forzosamente falso si comprendiera la citada funcién. Es na-
tural evitar este tipo de funcién si se quieren afirmaciones més
tajantes. ¢Qué singularirdad caracteriza este tipo de funciones?

La funcién estudiada presenta dos particularidades nota-
bles: estd compuesta de dos funciones lineales y tiene un punto
anguloso. La primera de las dos explica que los ntmeros deri-
vados tomen sélo dos valores; pero, aunque estos dos tramos
rectos dejaran de serlo, al disponer de un punto anguloso siem-
pre podriamos lograr que un ndmero derivado dejara de tomar
todo un intervalo de valores. Esta segunda es, pues, la singulari-
dada que debemos evitar a toda costa.

Estas, y no otras, son las razones que nos han inducido a
empezar por el estudio de las funciones continuas desprovistas
de puntos angulosos.

Evidentemente la definicion clésica de punto anguloso no
nos conviene, pues en caso de no existir tangentes no es aplicable,
esto es, no tiene sentido cuando los niimeros derivados pertene-
cientes a un mismo lado no coinciden. Sin embargo, intuitiva-
mente es ficil concebir puntos angulosos, aun sin tangentes.

La caracteristica grafica més importante de los puntos an-
gulosos no es el cambio brusco de direccién o'de tangentes, sino
el hecho de que haya mis de una recta que toque ala curva
sin atravesarla (en un cierto antorno), caracteristica que puede
presentarse de dos maneras: o bien dejando la curva. del lado del

3 f e e e

Fig. 2.

semiplano inferior, punto anguloso céncavo (fig. 2); o bien
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del lado del semiplano superior, punto anguloso convexo (fig. 3).

De la simple inspeccion de las figuras se infiere que el punto z
serd anguloso concavo cuando f+(x)<f_(x) y convexo cuan-
do f~(z) <f{(x). Prescindiendo de toda consideracién intui-
tiva podriamos definir directamenle los puntos angulosos me-
diante dichas desigualdades.

Una funcién que no tenga puntos angulosos no podrd veri-
ficar en ningtn punto las anteriores desigualdades, por tanto

JH() = () (2)
~(@) 2F (). (3)

Por ser de gran comodidad recordaremos la nomenclatura
de Denjoy sobre los ntimeros derivados. Son ndmeros derivados
asociados aquellos que pertenccen a un mismo lado; y opues-
tos, aquellos que ni pertenccen a un mismo lado ni a un mismo
limite, verbigracia, los dos pares de nameros derivados que {i-
guran en (‘7) y (3). Aifiadiremos por cuenta propia las designa-
ciones de primer par de niimeros derivados opuestos para los
que figuran en la relacién (2), y segundo par para los que
f1guran en la relacion (3). La notacidn que empleamos es la
51gulente' los sxgnos 4+ y — represenian respccuvamente los la-
dos derccho e izquierdo, y los lugares que ocupan indican si
son nimeros derivados superiores o mfenores También recorda-
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remos, aunque sea frivial y precisamente por esto, que en las
representaciones graficas el numero derivado izquierdo superior
figura debajo del ntmero derivado izquierdo inferior, particula-
ridad que puede dar lugar a confusiones.

Sentado esto, no tenemos més que seguir el trillado cami-
no clasico: consideracién del maximo, deduccién del teorema
de Rolle, seguir con el de Lagrange para terminar en la pro-
piedad (D).

Todas las funciones, a partir de este momento, las supon-
dremos continuas y sin angulosidades, aunque no se diga de un
modo explicito.

I-1. Supongamos definida f(z) en [ab] con un méaximo en
Ty Por ser este punto un maximo de la funcién en él tendremos

F—(mg) Z0= f+(,)

ero como el punto z, tampoco es anguloso, segtin (2) sera
P )

f~(®0) =f*(m0)

relaciones solamente compatibles cuando los dos ndmeros deri-
vados del primer par se anulan. En los puntos de méximo, pues,
resultan nulos los ntimeros derivados del primer par. Repitiendo el
razonamiento para la funcién — f(x), tenemos que el maximo
pasa a ser minimo, mientras cada ntmero derivado se convierte
en su asociado; por tanto, el par que se anula esta vez es el se-
gundo. Este artificio lo emplearemos constantemente en lo su-
cesivo. La reunién de las dos anteriores conclusiones nos dard
el siguiente lema:

Lema 1. En los puntos de mdzimo (minimo) de una fun-
cién se anula el primer (sequndo) par de numeros -derivados.

L2. Si f(a)=f(b),en el interior del segmento, caso de no
existir ningdn méximo, existird por lo menos un minimo, y
viceversa. Es decir, si no se anula nunca el primer par de ni-
meros derivados, deberd anularse el segundo, ... etc.; en una
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palabra, debe anularse forzosamente uno de los dos pares o
los dos, lo que significa para cada lado por separado, que entrs
dos ntmeros derivados asociados debe anularse uno por lo menos
en el interior de ab.

Teorema 1. Si f(a) =f(b) en el interior del segmento debe
anularse por lo menos uno de los numeros derivados asociados
de cada lado. Es decir si no se anula un nimero derivado debe
anularse forzosamente su asociado.

En todo el trabajo sobreentenderemos la funcién f(z) de-
finida en [ab].

I. 3. Al afiadir a una funcién f(z) una g(z) derivable, los
cuatro ntmeros derivados de f(z) aumentan en la misma can-~
tidad ¢’(z) y por consiguiente (desigualdades (2) y (3)), si f(%)
no tiene puntos angulosos, tampoco los puede tener la funcién
suma (').

Sea I(z) una funcién lineal que coincide con f(z) en
los puntos a y b. La derivada de I(x) serd constante e igual al

nitmero - . La funcién ¢(z)=f(z) —l(x), segin la

hipétesis, se anula en los extremos del segmento [ab], por tanto
en un punto interior z, (teorema 1), una de las dos o las dos
relaciones

e = ey -1 g

CP’-%(‘”O) - f'-:-(ﬂ?o) — ig%:—a@ =0

es cierta; o lo que es lo mismo, por lo menos uno de los dos

. . e : . -
nimeros derivados f+(z,) y f4(%) es igual a la perfch.ente fle
la cuerda de extremos a y b. Para los ntmeros derivados 1z-
quierdos la marcha de la demostracién es idéntica. Tendremos,
pues, la generalizacién del teorema de Lagrange.

(’) Sin embargo la suma de dos funciomes sin puntos angulosos, pero no
derivables, puede temer punto anguloso, como sucede, por ejemplo, con las dos
1

s 1
funeciones |z]—zsen —, zsen —.
x x
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Teorema 2. Euiste, por lo menos, un punto interior x, en
el cual uno de los dos niimeros derivados derechos (izquierdos),

- f(0)—f(a)
o los dos, son igquales a Ry et

También podriamos afiadir que, si los dos nimeros deri-
vados del primer par, en ;, no verifican la igualdad, la debe-
rdn satisfacer simultdneamente los del sequndo par y viceversa.

I.4. Sea p un valor interior al dominio de variacién de pen-
dientes o de ntmeros derivados, esto es, L=>u>1l. Por defini-
cion de L y [ existen cuerdas de pendientes superiores e inferio-
res respeciivamente a p; tomemos una de cada clase. Al pasar
continuamente (y sin que coincidan nunca los extremos de una
misma cuerda mévil) de una cuerda a la otra tendremos que
encontrar forzosamente una intermedia de pendiente igual a u,
y en el interior de esta cuerda, segtn el teorema anterior, toma-
rén este valor el primer par o el segundo :par de ntimeros deri-
vados. Por tanto, si un némero derivado no toma el valor 1
lo tomar4 su asociado: pero como éste es un valor arbitrario com-
prendido entre L y [, lo mismo podemos decir de todos los
valores comprendidos entre dichos extremos de variacién de
pendiente. La palabra «comprendidos» la empleamos siempre
en el sentido estricto.

Teorema 8. Entre dos nimeros derivados asociados, en un
determinado segmento, toman todos los valores comprendidos
entre los correspondientes extremos de variacidn de pendiente.

Huelga decir que el teorema anterior lo mismo se refiere
a los numeros derivados derechos que a los izquierdos; en los
dos casos es valido. La locucién: «entre dos ntimeros .derivados
asociados toman todos los valores» significa que el valor que
no toma un namero derivado lo debe tomar necesariamente su
asociado.

Dicha generalizacién de la propiedad (D) puede enunciar-
se en la siguiente forma:

Corolario. Sean A y B los valores que toma un numero
dertvado en los extremos de un, segmento. Entonces, en el in-
terior del segmento, entre 6l y su asociado toman todos los

valores comprendidos entre A ¥ B. Lo mismo ocurre con los
otros dos nimeros derivados.
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El corolario anterior se deduce del teorema sin méas que ob-
servar que A y B son valores comprendidos entre L y L

*
* %

Los teoremas 1, 2 y 3 presentan un defecto resencial: la
alternativa que contienen. Nunca afirman nada para un determi-
nado namero derivado; s6lo se refieren a los ntmeros deriva-
dos asociados como algo inseparable formando parte de un todo.

Las generalizaciones que daremos a continuacién no pre-
sentan este defecto gracias a la intervencién de una hipdtesis su-
plementaria.

I1. 1. Sean f+(a)>0y f+(b)<0 (a<b). La relacién (2),
siempre valida, pues no tenemos nunca puntos angulosos, para
z=>b nos dice que f_(b)<0; luego esta condicién y la de la
hipétesis f+(a) >0 implicardn la existencia de dos puntos in-
teriores x, y %5, tales que

f(z1) >f(a)
f(z3) >1(b) -

Sea f(z,), por ejemplo, el mayor de los dos valores f(z;)
y f(%,), entonces podremos escribir

f(#1) >f(a)
f(#1) > f(b)-

Dadas estas dos condiciones existird forzosamente un maximo
para la funcién' f(z) en el cual, segin sabemos (Lema 1), el
primer par de ntumeros derivados se anula. Razonando idéntica-
mente sobre f(—x) en las premisas f+ pasaria a ser f°_, segui-
ria existiendo méximo y la conclusién seria la misma. Con la
consideracién de — f(z) tendriamos la demostracién para los
otros numeros derivados, aunque las desigualdades que figuran
en las premisas cambiarian de sentido.

Antes de enunciar el teorema correspondiente introducire-
mos una locucién con sentido convencional. Diremos que una

V
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funcibn es creciente (decreciente) respecto a un par de puntos,
cuando la funcién es creciente (decreciente) considerada ezclusi-
vamente definida en los dos puntos, verbigracia, (), en el
caso anterior es decreciente con cambio de signo respecto al par
ab. No debe entenderse que la funcién sea creciente en a Yy en b,
ni en ninguno de los puntos interiores, sino simp.lemente que
fH(a)<f*(b) siendo a<<b. De este modo las premisas anterio-
res resultardn de ficil enunciacién.

Lema 2. Si un niimero derivado del primer (sequndo) par
es decreciente (creciente) con cambio de signo respecto al par de
puntos a y b, él y su opuesto se anulan en un punto interior.

IL.2. Sea p(2)=f(x)—uz en donde p es un nimero tal que
f*+(a)>p> f+(b). Por derivacién tenemos

¢H(z) = f(z) —p.

8i hacemos z=a y z=25, teniendo en cuenta las hipétesis,
tendremos

PHa@) =f*+a)—p>0
Y ¢"#(b) =f*+(b) ~ p<0.

Segtin el lema anterior ¢™*(z) se anula en un punto interior
Zo, esto es, fH(z)) =p. En el mismo punto tendremos también
(@) =0 y f_(2)=p. Como k. dentro de las limitaciones
Impuestas por la hipGtesis, es arbitrario, f*x) y f_(z) tomaran
todos los valores comprendidos entre f+(a) y +(b). Como de
costumbre, repitiendo la deduccién para f(—z) y —f(z) legiti-
mariamos los restantes casos.

Teorema 4. Si un numero derivado del primer (segundo)
par es decreciente (creciente) respecto a [ab] en el interior del
segmento, él y su opuesto toman todos los valores comprendi-
dos entre los que toma él mismo en ay b,

El teorema anterior nos da 1a propiedad (D) para los ni-
meros derivados del primer par cuando uno de ellos es decre-
ciente respectos al par de puntos extremos, ¥ la misma pro-
piedad para los del segundo par cuando uno de ellos es cre-
ciente, también respecto al par de puntos extremos,
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Prescindiremos de los correspondientes teoremas de Rolle y
Lagrange para pasar directamente a otro tipo de consideraciones.

I1. 3. Los ntmeros Lyl son, como sabemos, los extremos de
oscilacién de uno cualquiera de los nimeros derivados o tam-

bién de la funcién de dos variables j—(—%)?ix@, la diferencia
L —1I es la llamada oscilacién de estas fu:llcioies en el segmento
[ab]. Si hacemos b—a, los dos primeros nimeros varian mo-
nétonamente acotdndose mutuamente, por tanto tiemen limite.
Designemos por Ld(2),ld(a) y Ld(e) —1d(a) ==+(a) a los li-
mites respectivos de L y I y L—I; con estos tres nlimeros ten-
dremos los Hamados extremos de oscilacién puntual derecha y
la oscilacién puntual derecha de dichas funciones. En teorfa de
funciones se demuestra que Ld(a) y 1d(a) se obtienen directamein-
te como limites superiores e inferiores respectivamente de las
funciones consideradas, prescindiendo de toda consideracion re-
ferente a los extremos; luego si designamos por Af(z) a uno
cualquiera de los numeros derivados de f(z) tendremos

Tim Af(x) =Ld(a)

x—>-+ta

lim Af(z)= 1d(a).

s>

EMQ =Ld(a)

m>ta  Ty—Ty

Koo e

Lim Mﬂ =1d(a).
woge i Tz
Zg—r-ta

Considerando entornos izquierdos obtendriamos Li(a),li(a)
y Li(a)—li(a) =—(a); ntmeros que caracterizan la oscilacién
izquierda de los ntimeros derivados en el punto a. Podriamos
repetir las anteriores igualdades sin més que reemplazar a por
—ay Ld,1d por Li y L.

Por fin tomando entornos completos definiriamos L(a) y
1(a), L(a) —1(a)=oo(a), 6 sea la oscilacién puntual. Es sabido
que L(a) es el mayor de los dos nameros Ld(a) y Li(a), lo
mismo que l(a) es el menor de los dos ntmeros ld(a) y Li(a)-
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Segtin el teorema de Dini lgi@i)——mé L, luego si
&1Ly

hacemos b—a para ;= y tomamos limites, tendremos

14 (0) <f'4(a) < f+(a) < Ld(a); (5)
andlogamente:

lile) /() = f~(a) = Li(a). (6)

Evidentemente si un ntmero derivado es continuo en el
punto ¢ la oscilacién «(a) es nula y las cuatro eles son iguales;
por tante, debido a las anteriores relaciones, también lo seran
los cuatro ndmeros derivados, es decir, cuando un nimero de-
rivado es continuo en un punto, los otros tres también lo son
¥ la funcion tiene derivada en el punto (Lebesgue).

Las desigualdades (5) y (6) pueden hacer creer que las eles
¥ los ntimeros derivados respectivos son una misma cosa, creen-

cia completamente falsa. En efecto, para la funcién zsen %}—

en el punto =0, los ntmeros derivados son en valor abso-
luto iguales a la unidad, mientras las eles grandes son infinitas
positivas y las otras dos infinitas negativas. Es mis, pueden to-
mar las eles estos mismos valores a pesar de existir derivada.

. . 1 .
como por ejemplo sucede con la funcién #2sen -z en el origen.

Establecidos los conceptos y designaciones de extremos de
oscilacién de pendiente, los razonamientos se nos simplificarin
notablemente.

II. 4. Supongamos que en el punto a la pendiente sea discon-
tinua a la derecha, Ld(a)5=1d(a). Sea u arbitrario tal que
Ld(a) > p>1d(a). Por hipétesis un ndmero derivado cualquie-
Ta, en un entorno derecho arbitrario de a, atraviesa infinitas ve-
ces la recta y=p, ora creciendo, ora decreciendo ; por consi-
guiente cualquiera de los ntmeros derivados corta esta recta.
(Teorema 4). Claro estd que esto sucede infinitas veces. Del lado
izquierdo la demostracién es la misma. :

Teorema 5. En un entorno derecho (izquierdo) arbitrario
de un punio cada uno de los cuatro nimeros derivados toma
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infinitas veces cualquier valor comprendido entre los extremos
derechos (izquierdos) de oscilacién de pendiente en el punto.

Si nos referimos a entornos completos la doble afirmacién
anterior la podremos transformar en el siguiente teorema:

Teorema 6. En un entorno arbitrario de un punio cada uno
de los cuatro numeros derivados toma infinitas veces cualquier
valor comprendido entre los extremos de oscilacidn de pendienie
en el punto.

Recordando las relaciones (5) y (6) estos teoremas dan
lugar a sendos corolarios.

Corolario 2. En un entorno derecho (izquierdo) arbitrario
de un punto cada uno de los cuatro nimeros derivados toma
infinitas veces cualquier valor comprendido entre los nimeros
derivados derechos (izquierdos) en el punio.

Corolario 3. En un entorno arbitrario de un punto cada
uno de los cuatro nimeros derivados toma infinilas veces cual-
quier valor comprendido entre los doss numeros derivados de
intervalo en el punto. \

Recordemos que el ntimero derivado superior de intervalo
es el mayor de los dos nameros f+(z) y f—(x), y el otro es
el menor de los dos ntmeros f,(z) y f_().

*
%  k

Los teoremas a partir del 4 nos permiten afirmar que un
namero derivado determinado toma ciertos valores. Es natural
preguntarse: ¢serd muy numeroso el conjunto de valores que
deja de tomar un ntmero derivado, o es que Jos toma todos?
Veremos que no es dificil determinarlo.

III.1. Supongamos que f+(z) no tome el valorp (L>p>I),
entonces su asociado lo tomara en un punto interior z, (Teorema
8). Tendremos pues,

Fo(@o) =p < fH(%o)

ya que por hipétessis f+(x,) no puede ser igual a p. Pero por
el corolario 2 sabemos que cualquier numero derivado toma
todos los valores comprendidos entre p=7F.(2;) ¥y f*(x,). Re-
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sulta asi, que en el entorno derecho (p, f+(z,)) de p no hay
otro valor similar a él; en una palabra, es un punto aislado a
la derecha, lo que significa que el conjunto de valores p es
numerable. Consideraciones anilogas para f(—z) y —f(z) nos
completardn la demostracién para los otros tres ntmeros de-
rivados.

Teorema 7. EI conjunto de valores que deja de tomar, en
determinado segmento, un nimerc derivado es a lo sumo nu-
merable. Cuando se trata de un niimero derivado superior,
estos valores son aislados a la derecha y cuando se trata de un
nimero derivado inferior estos valores son aislados a la izquierda,

Podemos, pues, decir que los ntimeros derivados casi cum-
plen la propiedad (D).

III. 2. La expresién «alosumo» no indica que existan efecti-
vamente estos valores de excepcién. Para demosirar dicha exis-
tencia comenzaremos dando un ejemplo de funcién que pre-
sente un solo valor de excepcion, para seguir después con un
ejemplo mds complicado que presente infinitas.

Tomemos la funcién

1
p(z)=z (1—— lglgi)senlglg%—{—z para O0=Zz=a<1

Sz

Esta funcién tiene z=0 por punto singular aislado; por
consiguiente en el interior de un cierto intervalo (0B) es siem-
pre analitica y por ende derivable.

Los nameros derivados pueden determinarse prescindiendo
de infinitésimos (z—0) de orden superior al primero; luego

zsenlglg %+z tiene los mismos ntmeros derivados que ¢(z).

Ahora bien, la nueva funcién coincide infinitas veces, en un en-
torno arbitrario del origen, con las rectas y=0y y=2z, per-
maneciendo siempre interior a las dos, lo que quiere decir que

los dos nameros derivados derechos son respectivamente 2 y 0.
Por consiguiente

PH0)=2 ¢ (0)=0 ()

Al derivar 9(z) —z obtenemos:
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9 (z)—1= (1— 1 )senlglg—————T i senlglg?~
- Z  lg= lg?lg—
1
- coslglg —
lgi( Iglg—i—) g8

luego, tomando médulos y sacando factor comin de——:-lT llega-
87

+11(1 1_{_1).

remos a

()~ =1 :

+
glg Igt\ lglgl  Igtlgs
Podriamos poner la diferencia 1—-I ; T dentro de palos
g8

verticales, pero no es necesario, pues para una z suficientemente
pequefia la diferencia es positiva. El segundo infinitésimo es

. 1 . .
equivalente a—5-y éste es a su vez de orden superior a ol ya
g5 Iglg—

que Ig lg% tiende mas lentamente a © que Ig—}, por fener su-

perpuesto un logaritmo més. Para una z suficientemente peque-

fia imperara, en el infinitéssimo suma, el signo — del primero;

luego para un determinado o menor o igual a B tendremos
l’(z2) —1]<1l para O<z=oa=<p

que también puede escribirse:

2>9¢'(z) >0 para O<z=e. (8)

Definiendo la funcién ¢(z) simétricamente del lado nega-
tivo, esto es, @(2)=¢(—2z)=¢(|z|), sabemos por simetria que
cada namero derivado pasa a ser el opuesto y toma el mismo
valor con signo cambiado, en consecuencia las relaciones (7) y
(8) dan lugar a

- (0)=—2  ¢=(0)=0 - (9)
—2<9(2)<0 para —o=z<0. (10)
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Por los valores de los ntimeros derivados en el origen vemos
que este punto tampoco es anguloso. Resumiendo: los ntmeros
derivados del primer par atraviesan el eje de las z sin cortarlo,
mientras los otros dos lo cortan.

II1. 3. La funcién

1
|3 sen 3 lé‘;

1
f(z)=|z3sen 3lg | (1 — ——~——T—-—) senlglg

8l sen 3 1gz]

2
+|z3sen31g x| —f—.—g—g-z—, O<z<gy

en vez de presentar un valor de excepcién, como la anterior,
presenta infinitos.

Demostracién. La funcién f(z) puede ser considerada como
suma de dos funciones

Ho) =n(2)+ 5 (12)
siendo la primera funcion de funcién, de modo que
w(z) =o[z()] (13)
en donde z(z) viene definida por la igualdad
z(z) =|«3sen 31g x| (14)

Para que sean validas todas las relaciones que hemos esta-
blecido para ¢ debers ser |z|<e (e<<1), pero esto sucederd
siempre que sea z=<a, ya que entonces segtin (14) serd z<z.
Asi, como primera condicién sera Y=«. Podemos, pues, tomar
sin reparo las relaciones que hemos demostrado para o(2).

2

Prescindiendo del punto =0, como w—z es analitica, f(x) es

analitica en todos los punios en que lo es p(z) o su igual ¢(z);
ahora bien, esta dltima deja de ser analitica solamente ,cuando

z se anula, esto es, en el caso en que —3lgz=nn, de consi-
* . « T
guiente para los infinitos puntos en que z=z,=e~ 3. Por ofra
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parte en el origen la funcién f(z) no es analitica, pero sin em-
bargo es derivable ya que es infinitésima de segundo orden en el
punto, segtin se puede constatar directamente en la igualdad (11).

Sabemos, pues, que la funcidn f(z) en el segmento [0a] es
derivable en todos los puntos si se exceptan los de la sucesion
x, , cuyo punto limite es el origen.

Derivando (12) en los puntos x, y teniendo en cuenta que
p(x) es la superposicion de ¢(z) y de z, tendremos

Filz,) = o™H0) (z,) +2,
f"*‘(:l'u\) = @' (0) () 4+, <15)

f(x,) =0} (2, -+,

La colocacion de los signos 4 y — se comprende con la
siguiente discussién:

10. Segtn veremos después, los dos numeros derivados de-
rechos de z en x, son positivos ¢ iguales a 3,2, mientras los
izquierdos son iguales a los primeros con signo cambiado;

20. Al derivar p(z) o su igual ¢(:) en x,, z se anula;
pero para los otros valores priximos a x,, : siempre es posi-
tiva, ya que es igual a un moédulo; luego al tomar limites en
la expresion que da las derivadas, sicmpre procedemos de :z
posifivas, ecsto es, siempre obtenemos ntmeros derivados dere-
chos para ¢;

30, Al tomar ntmeros derivados izquierdos obtendremos el
producto ¢™+(0).z'~(x,) donde el scgundo Tfactor es negativo;
luego el limite superior que representa ¢l primer faclor es en
realidad un lmite inferior para el producto, y viceversa. Asi
tendremos que en las dos Gllimas desigualdades el signo debe
«colocarsse en distinto lugar en f y en ¢; para las dos primeras,
siendo z(x) positvia deberdin colocarse en un mismo lugar.

Reemplazando valores en (15) tendremos

FH(@,) =6 20+ 2,7/ n
= “

f,—(xn) =—06z,2+ z, -/ Zn

Segtin estos valores, en los puntos z la funcién no tiene de-
rivada, aunque el punto tampoco resulta ser anguloso.
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En los demés puntos :/z, las funciones son derivables;
luego podemos derivar formalmente (12)

@)= (5)7(@)+a  a#z, (17)

Sabemos que z(x) se anula en 2, Y @, permaneciendo po-
sitivaentre estos dos valores, lo que implica que z no 'zea
negaliva en el primer punto y no sea positiva en el segundo. Las
derivadas laterales de z=4-z3sen 3 Ig, son

Z(z)==3822 (sen & lgw+ cos81g ), (18),

luego 24(z,4,) =82, y 2~(2,)=—28%,2 es decir 2 cambia
de signo en el interior de (@1 %a) y esto sélo puede suceder
cuando en un punto interior 2’ se anula, para lo cual es necesa-
rio que el seno y el coseno tomen valores iguales de distinto signo,

lo que ocwrre para -SIg:c:nn—(—f:’.%, 0 sea para el punto

T
T=,=e ~T 7. De la discusién de 2 deducimos que atra-

viesa el eje de las x en los puntos x, y «’,, de modo discontinuw
o _
i
p i

i < i 2

X

- /{: 3)(: £3 "
; i y; |

X0 £ Kn {X;\-a K g
: 2 | "
LY 32 |
| S 'f
t

[

Y creciendo en los primeros y de modo continuo y decreciendo
en los segundos. Teniendo en cuenta esto Y que ¢'(z) es siempre
positiva, la (17) nos dar

fle) <z<z, o, <z<z 19
f'<$)>$>$n xn<x<x'n-—1' ( )

Estas dos desigualdades y la primera relacién de (16) nos
permitirin escribir
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fHz) /2, para 2, <T<3Hhy (20)

Hagamos entrar ahora en accién caracteristicas infi-
nitesimales. Por un lado sabemos que ¢’(z) es acotada (8)
y 2 infinitésima de segundo orden (18); luego f*(z) es la
suma de un infinitésimo de segundo orden mdas z, o sea es
equivalente a . En los punlos z la primera relacion de (16)
nos hace llegar a la misma conclussién

fHx) ~x. (21)
Por otro lado siendo ¢'(z) <2 y z"=— 62 resulta:

fH@) >—120 +

y la relacion (18) lo confirma para los restantes casos 2 =,.
Pero como en un cierto entorno del punto 0 el segundo miembro
serd >~é»a: y por ende el primero; lucgo siendo f+(z) >}2-x
en un cierto entorno solamente pucde ser infinitésima para & =0.
Y se elige de modo que verifique cstas Gltimas condiciones y
esté comprendido dentro de (0a).

Finalmente veremos que f*+(x) en (0y) no puede tomar
infinitos valores de la sucesién Jz,{. En efecto, scan los valores
que toma de subindice n=q, (n'=1, 2, ...) y los puntos en
que los toma x=3p,, entonces tendremos para todo n’

f,"L<{3”’> = 70.,,» (22)

siendo el segundo miembro infinitésimo con n’—o, también lo
es el primero y por tanto lo es también 3. Siendo B infinité-
sima tendremos (21)

Prs 'Vf<Bn’> =%y, ;

n

luego Bar~%, .. Para wi n’ suficientemente grande n’y tendre-
mos

e - '
X B -
an»o < n a’, -~ n,,»a —1
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puesto que &', , no es equivalente a x, .. Si hacemos N, igual
n
a oy y B =z, reemplazando los valores en (22) resulta
o 0

: ’o - 7
fH(zy)=zy, siendo @'y <z<ZN, -y

en contradiccién con (20). El absurdo proviene de la hipétesis
(22), es decir, de suponer que f*(z) toma infinitos valores per-
tenecientes a la sucesion{ z,{; luego a partir de un n en ade-
lante dejara de tomar todos los valores de la sucesién{ z, }, Y es-
tos segtin (19) son valores pertenecientes al intervalo de oscila-
cion de pendiente de la funcion Q.L.Q.D.

III. 4. En el ejemplo anterior f/_(x) también deja de tomar in-
finitos valores de su intervalo de oscilacién. En cambio los nd-
meros derivados del otro par toman todos los valores. La fun-
cibn —f(x) se comportarfa de distinta manera, ya que los nu-
meros derivados que dejarian de tomar infinitos valores serian
los del segundo par.

¢Es posible dar una funcién en que el tnico ntmero deri-
vado que deje de tomar infinitos valores sea (), a diferencia
del ejemplo anterior en que tampoco los toma f—(z)? En efec-
fo, es posible si en vez de tomar ¢ simétrica del lado negativo
la hubiéramos definido por la igualdad 9(z) =22, para (z<C0).
Entonces el tnico nimero derivado que no tomaria el valor 0
serfa ¢™(z). La funcion f(x) construida a partir de la nueva
¢ nos daria la propiedad (D) salvo para el ntmero derivado
f*(z). Las demostraciones son tan engorrosas como en 1os
casos estudiados; pero no presentan ninguna dificultad.

IV.1. En todos los ejemplos dados siempre existe un par de
ntmeros derivados que toman todos los valores: ¢sera siempre
asi? La contestacién nos daré uno de los teoremas més precisos
Yy generales sobre los ndmeros derivados.

Supongamos f*+(z) == para (a=2=b), y los ntmeros A4,
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tales que L>A>p>a>l. Por definicién de L'y ! sabemos que
deben existir en el interior de (ab) puntos z, y zy, tales que

fH(m,) <a<A < f*(zy).

Estos puntos deben estar ordenados de modo que z,<z;.
de lo contrario f*+(z) seria decreciente respecto al par (z,2;) ¥y
tomarfa por consiguiente el valor p comprendido entre f+(z,)
y f*(xy), contra lo que hemos supuesto. Es forzoso admitir
que <y

En el punto z, pueden ocurrir dos cosas: o bien fu(z) = A4;
o bien f.(z,)<<A.

En el primer caso tendremos f'.(z,) < f+(zq) <a<<A<f (%);
luego f.(x) es creciente respecto del par (z,;) y é y su
opuesto tomardn todos los valores comprendidos entre f.(zo) ¥
Fu(z;) y por ende todos los valores comprendidos entre 4 y a.

En el segundo caso siendo f,(x,) <A<f+(z;), f(z) to-
mard a la derecha de z, forzosamente valores mayores que A
(Corol. 2), sea z, un punio de estos (x,<x; <), esto es
Fo(ms) >A. Pero como sabemos que f.(z,)<a, la funcién
f'.(x) también resultard creciente respecto al nuevo par (&,s).
y por tanto &l y su opuesto deberdn tomar todos los valores
comprendidos entre a y A.

En los dos casos siempre llegamos a la conclusién de que
#+(z) y su opuesto toman todos los valores comprendidos entre
A y a, que es lo mismo que decir entre L y I, ya que aquéllos
pueden ser infinitamente préximos a éstos. La simple hipbtesis
() 7/=n exige que los ntumeros derivados del otro par cumplan
la propiedad (D).

Recordando la identidad entre el teorema de Lagrange y
la propiedad (D) podremos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 8. Si un numero derivado deja de tomar un solo
valor comprendido enire los extremos de oscilacién de pendiente,
entonces los numeros derivados del otro par verifican la pro-
piedad (D) vy el teorema de Lagrange.

Teorema 9. Por lo menos un par de numeros derivados
opuestos wverifica el teorema de Lagrange-propiedad (D).

Estos tltimos teoremas vienen a confirmar nuesira tesis ini-
cial de que la coincidencia de ntimeros derivados tiene una im-
portancia muy relativa. En efecto, al suponer coincidentes los
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pémeros derivados el Gltimo teorema nos da para la derivada
ordinaria la propiedad (D), el teorema del incremento finito y

el teorema de Rolle.
Por otro lado, un némero derivado determinado tiene pro-

piedades muy cercanas a la derivada ordinaria, como puede
verse en el teorema 7, y las mismas si sabemos algo de su cre-
cimiento o decrecimiento (Teorema 4).

Damos por terminado el trabajo con estas conclusiones.
Queda abierto el problema para el caso general de que las fun-
ciones estudiadas presenten angulosidades.



