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SUMMARY: After some remarks on a former paper of G. Fubini, the
autor considers three types of ‘‘combinatorial invariants’’ which may be
defined for every group of finite order; they represent a generalization of
the well-known binomial eoefficients which seems to be of some interest.

ResUMEN: Después de algunas consideraciones relativas a una nota anterior
de G. Fubini, se consideran tres tipos de ¢¢invariantes combinatorios’’ que
se pueden definir para cualquier grupo fimito; representan una generali-
zacién de los cocficientes binomiales que parece ser de clerto interés.

$ 1. Observaciones sobre una nota de G. Fubini.

En una nota interesantisima (1), Guido Fubini ha conside-
rado el menor niumero r de subgrupos ciclicos Gy, Ga, Gy, . Gy
(de un grupo finito G) tales que todo elemento del grupo G
esté contenido por lo menos en uno de estos grupos G;. Fubini
demuestra que el namero r —llamado por él el «corden ciclico»
de G—, los grupos G; y sus ordenes estin completamente de-
terminados por el grupo G, y delermina los grupos cuyo orden
ciclico r no es superior a 3. Ademés, en los 88 8 y b de su
nota, Fubini propone una generalizacién de los grupos abelianos
consistente en los grupos tales que esos subgrupos G; (i=1,
2, ..., r) satisfacen la ecuacion: v1Gp=G; para todos los
elementos v de G; en ofras palabras, los r subgrupos G; han de
ser subgrupos normales (0 invariantes) de G. En el § 4 (pig.
53) de su nota, Fubini indica también ejemplos de grupos no
abelianos que cumplen con esia condicién, y en el altimo §
de su nota, él estudia, pues, la cuestién de si es posible afiadir

(*) Guo FUBINI: Algunas propiedades de los grupos @iscontinuos finitos,
Vol. I, N° 2, de estas ¢ Publicaciones’’ (Rosario, 1941).
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ulteriores condiciones que permitan afirmar que el grupo es
abeliano, e indica algunas condiciones suficientes (pero no ne-
cesarias).

Sin embargo, esta «generalizacién de los grupos abelianos»
propuesta por Fubini, conduce a una clase ya conocida y bien
determinada de grupos, como ha observado R. Baer en una
recension de la nota de Fubini(2) (y como también el autor
habfa comunicado al Dr. Fubini en una fecha anterior). En
efecto, fécilmente se puede demostrar que todos los subgrupos
son normales en un grupo en que los subgrupos G,, G, ..., G,
(considerados por Fubini) son normales. Pero los grupos no
abelianos que tienen sélo subgrupos normales, son conocidos ba-
jo el nombre de grupos hamiltonianos y su estructura es la si-
guiente (%): Cada grupo hamiltoniano es un producto directo:
QXDxJ, donde Q es el grupo de cuaterniones (del orden
8) (), D es un grupo abeliano que (fuera de la unidad) contiene
s6lo elementos del orden 2, y J es un igrupo abeliano de orden
impar. (Los «factores» D y J pueden faltar).

Por consiguiente, si se desea obtener una condicién necesa-
ria y suficiente para que sea abeliano un grupo en que los «sub-
grupos de Fubini» Gy, G,, ..., G, son normales, hasta postular
que el grupo no ha de contener ningtn subgrupo ;isomorfo al
grupo de cuaterniones.

Resuelta asf la cuestién planteada por Fubini, volvamos al
caso de un grupo finito G cualquiera para observar aun que
Fubini no aborda la cuestién de si el «<orden ciclico» r y los
érdenes v, Yor «+os Yp de los subgrupos G, Gy, ..., G, consi-
derados por &I, sean tal vez ya suficientes para caracterizar la

‘ (*) Mathematical Reviews, vol. 3 (1942), N¢ 7, pag. 193.

(®*) ReNBOLD BAER: Situation der Untergruppen und Struktur der Gruppe,
Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, Math. Nat.
Klasse 1933 (2), pig. 14.

(*) Grupo de cuaterniones l4mase al grupo de multiplicacién de tres unidades
‘“imaginarias’’ 4, iy 4, segln las reglas siguientes:

W= P = P — 1, Ugfly == fgly = 1y,

foly = — iy = 1y ity = — gy == '53,'
véase p. ej. pag. 495 del libro: Elementos de Andlisis dlgebraico (5% ed.,
Madrid 1939) de Jurio Rey PASTCR, a cuyo 259 aniversario de su labor pe-
dagégica en la Argentina se dedica e} Presente volumen de lag ‘‘Publicaciones’’
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estructura de un grupo G —de manera andloga como los «in-
variantes» de un grupo abeliano caracterizan completamente la
estructura del grupo.

La respuesta que hay que dar a la pregunta que acabamos
de formular, es negativa: los «invariantes» r, ¥y Yo .0 Vs
no son suficientes para describir la estructura de un grupo, pues
puede haber varios grupos con los mismos valores numéricos
de esos invariantes. Lo demuesira el siguiente ejemplo de dos
grupos distintos que tienen los mismos «invariantes» de Fubini:

I) el producto directo de 3 grupos ciclicos del orden 3:

1I) el grupo no abeliano, del mismo orden 27, que es en-
gendrado por dos elementos a y b, ambos del orden 3, y .cuyo
elemento conmutador ¢~b~tab es conmutable con a y b. Se
ve facilmente que todos los elementos de este grupo (con excep-
cién de la unidad) tienen el mismo orden 3; esta afirmacién se
puede comprobar también usando la siguiente representacion del
grupo por permutaciones en 9 cifras:

a=(1,2,3) (4,5,6) (1.8,9);  b=(L47)(285)

El hecho de que los grupos I) y II) tienen los Misnos
<invariantes»:

r=13, y,=3 (i=1, 2 ... 13),

es una consecuencia inmediata del teorema siguiente (para p=3,
n=3).

Teorema 1. Si en un grupo del orden p* (nZ=2, p un nu-
mero primo) todos los elementos (con excepcion de la unidad)
tienen el mismo orden p, el corden ciclico» 7 del grupo es igual a

-_._Byi—:.];: Tplp2l,.,.+ n—1
r=51 l1+p+pit...=P

y cada ndmero Y; (orden del grupo ciclico G;) es igual a p
(i=1,2, ..., r).

Dem. Si © e y son dos elementos del orden p, los grupos
ciclicos {z} ey, engendrados por z e y, 5i 10 son idénticos,

.

tienen solo la unidad en comtn. Por consiguiente, con los pr-1



clementos del orden p de un grupo que cumple con Ins cosdi-
1 Pl os ciclicos dol
ciones del teorema, se pueden formar o1 grupos ciclicos def

orden p, y dos de éstos tienen s6lo la unidad en comiun, de modo
; : Y Pl
que ninguno de estos grupos es «superfluo»; es decir que e b1

JN=Te=...=Y,=p.

§ 2. Los «invariantes combinaiorios» de un grupo: une generali-
zacidn de los numeros combinatorios (coeficientes binomiules ).

Fubini considera en su nota (pag. 53) también ol grupo Jda
permutaciones (°) de sus subgrapos ciclicos Gy, Gy, ...y G, oque
resulta cuando se somelen los elementos de G a todos Jos aulo-
morfismos interiores posibles, es decir, a todos los aulomorlis-
mos de la forma

z —v-izy (siendo v un elemento de G).

De la misma manera se pueden considerar las permutaciones,
no s6lo de los subgrupos G, Gs, ..., G,, sino también o
otros subgrupos (p. ej. de todos los subgrupos ciclicos) y hasta
de conjuntos cualesquiera de elementos — permutaciones (que
en todos los casos se obtienen aplicando los automorfismos infe-
riores del grupo G.

Para los elementos mismos de un grupo se trata de una.con-
sideracion bien conocida que conduce al concepto de las clases
de elementos conjugados; y se sabe que %, el ntmero total do
clases, es ofro importantisimo «invariante» de un grupo {inito
(que desempefia un papel decisivo en la representacion  de los
grupos finitos por mairices). De manera andloga diremos que
dos conjuntos de elementos de un grupo finito G son con jugados,
cuando hay en G un elemento » ta] que el automorfismo produ-
cido por v transforma uno de los conjuntos en el otro: y el
nimero de los conjuntos no conjugados da origen a la delini-
ci6n de ofros «invariantesy de un grupo finito, los que parceen

—

(®) Con postular que este grupo contenga s6lo Ia unidad, FumiN: Hega a su
‘‘generalizacién de grupos abelianos?’’ de g que hablamos en el § 1.
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ser de cierto interés por representar, en el caso de grupos 1o
aBelianos, una generaiizacién de los coeficienies binomiales.

Definicion. Un conjunto formado por & elementos a;, @,
.., a, (todos disiintos entre sf) lldmese conjugado a otro con- “
junio formado por p elementos by, by, ..., b, del mismo grupo
G, si G contiene un elemento v tal que los u elementos «iransior-
mados»

viaw, vlagw, ..., VTR

et

reprosentan una permutacién de los elementos bi, sy ovwy by El
ntimero de los conjuntos no copjugados enire si que se puedan
formar, de p elementos distinfos de un grupo finito G del orden
v, Hamese Ny(p) (para p=1, 2, ..., ).

Ejemplo. Para el grupo siméirico de ires variables tenemos
N,(1)=8, pues la ideniidad, ura {ransposicion cualquiera y un
«ciclo», p. ej. (1, 2, 3), forman los Gnicos elemenios no con-
jugados; N(2)=>5, pues hay los siguientes 5 conjuntos «hi-
narios» no conjugados (8):
identidad + (1,2); identidad +(1,2,3); (1,2) +(1,8);

(1,2)+(1,2,3); (1,2,3) +(1,8,2);

IN;(3) =6, pues tenemos los siguientes 6 conjuntos «ternarios» no
conjugados:
identidad + (1, 2) + (1, 3); ident. 4 (1, 2)+(1,2,8);

» +(L2.3)+(1,3,2); (1,2)+(13)£(28);
(1,2)+ (1.8)+(1,2,3); (L.2)+ (1,2.3) +(1.8,2);
de manera analogase determinan: N;(4)=5; Ny(5)=3; Ny(6)=1.

Teorema 2. Para los «invariantes combinatorios» N,(1),
N;y(2), ..., Ni(y) de un grupo finito G del orden y rigen las
férmulas siguientes:

1) V(1) =k (=namero de clases de elementos conjugados);
Ni(y)=1;

(%) TUsaremos el signo -} en este ejemplo (y en otros que siguen) finicamente
para indicar cnales son los elementos que eomponen un conjunto.
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2) N(w)=Ny(y—p), para p=1, 2, ..., Y'——-I; la igual-
dad rige también para p=0 y p=vy, si definimos todavia
N;(0) =1, lo que conviene también para la formula siguiente;

Y
8) 2N,(k)=0 (méd 2);
k=0

4 )< (7 » 8
9 = (1) =Nw@=(]) . donde € es el orden del grupo

central de G, (0=0,1,2,...,7).

Dem. 1) se deduce inmediatamenie de la definicion.

2) A cada conjunto de p elementos (distintos) a;, as, . .., a,
corresponde un conjunto «complementario», formado por los
Y—p demds elementos del grupo, distintos de los a;; y a dos
conjuntos conjugados (resp. no conjugados) de p elementos co-
rresponden dos conjuntos complementarios conjugados (resp.
no conjugados). Por lo tanto: Ni(p) =N(y—p).

3) Segtn la férmula que acabamos de demostrar, tene-
mos que

é{f\’i(k) = {Vi0) +N,(Y) }H{ V(1) +-No(y — 1)} +

V(@) +N(y—2)} ... =2N,(0) + 2N,(1) + 2Ny(2) + . .,

y este desarrollo terminna, si Y es un niunero impar, con

2N; (L;—l) -de manera que en este caso es
7—1
Y 2
ZNy(k)= 22N, (k) =0 (méd 2);
F=0 k=0

en cambio, si Y es un ntmero par, obtenemos
IV =2 + N 4N ) 2N, (Lo1) )1, ()
k:OL l;l i i s i\'g IA;Z’

de modo que hay que demostrar todavia que XV, (-%) es un na-

mero par (si v es par). Para ver eso basta dividir los conjuntos
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relativos en dos «clases», segin contienen o no la unidad del
grupo, y hacer una consideracién andloga a la hecha en el No.

2, esta vez para p=—;§—. En otras palabras, hay que tener pre-

sente que a los conjuntos formados por —g— elementos y que

contienen la unidad, corresponden igual nimero de conjuntos
complementarios que no la contienen, y viceversa. Por consi-

. Y . , .

guiente, N; (—2—) es igual a la suma de dos numeros iguales en-
tre si, pues cada una de las dos «clases» consideradas contiene
igual namero de conjuntos no conjugados entre si.

4) La desigualdad N;(p) = (;) se deduce del hecho de que

el ntmero de fodos los conjuntos que se pueden formar eligien-
do p elementos entre los v elementos de G, es igual al nimero
combinatorio

!
(i) = e

Por otra parte, si tenemos N;(p) conjuntos, entre los cuales
no hay dos conjugados, podemos someterlos a todos los distintos

automorfismos interiores, cuyo nimero (7) es igual a T Deesta

4
manera obtenemos, formalmente, % N (n) conjuntos, los que en

parte pueden ser iguales entre si; pero, de ninguna manera puede

Y

" ) con-

faltar entre ellos uno cualquiera de todos los posibles (

juntos que existen. Por consiguiente rige la desigualdad:

TN wz(]) o e N z=(})-

En grupos abelianos es L=Y; por lo tanto:

Teorema 3. En grupos abelianos rige la igualdad: N(w)= (D
(8r=0,1,2, .., ).

De esta manera se presentan los «invariantes combinatorios»
Ni(0), Ni(1), ..., Ni(y) de un grupono abeliano como generaliza-
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e, e . _ . Y /Y Y
cibn mteresante de los coeficientes Hinomiales (O) R Kl} s ey Y) ,

a los cuales son iguales en el caso de un grupo abeliano.

Auwn mayor interés ofrecen, tal vez, los nimeros andlogos
N,(0), Ny(1), N (2), ..., N, (), que se pueden definir para ca-
da grupo finito, incluyendo en la consideracién también los
(eventuales) auiomorfismos exteriores que admite el grupo.

Definicién. Dos conjuntos (formados cada uno por p elo-
menios distintos entre sf): @, g, ..., @, ¥ by, by, ..., by,
lldmense del mismo tipo (8), si el grupo G admite un automor-
fismo (interior o exterior) tal que los elementos oy, d'y, ..., ay,
(los que corresponden a los ay, @y, ..., a, en viriud de dicho
automorfismo) representan una permutacién de los elementos
b, by, ..., b,. El ntmero de conjuntos distinios que se pueden
formar de p elementos de G, sin que dos de estos conjuntos
sean del mismo tipo, [lamese Ny(p) (para u=1, 2, ..., Y).

Ejemplos. En el grupo ciclico del orden y=4, engendrado
por un elemento a (con at=1), tenemos No(1)=3, pues a y a8
son dos elementos del mismo tipo; N,(2)=4, pues tenemos los
siguientes conjuntos «binarios»:

l4a, 1+a2 a+ta? a--as;
V4(8) =3, por haber 3 conjuntos de distinto tipo, p. ej].:

1+a4a? 14+at-a3, ata24as;
No(4) =1, pues para cualquier grupo es NV (y) =1.

Para el oiro grupo del orden Yy =4 que existe, es decir para
el producto directo de dos grupos ciclicos del orden 2 («grupo de
Klein»), se encuentra facilmente que N(1)=N,(2) =N,(3) =2.

En analogia a los invariantes Ni(1), conviene definir todavia:
No(0) =1 (para cualquier grupo).

Obsérvese que N,(1) es, por definicién, el namero de ele-
menios de «distinto tipo» que posee un grupo; este nimero ya ha

(") Véase p. ej. el teorema N° 105 en el libro de A. SprisErR: Die Theorie
der Gruppen wvon endlicher Ordnung (22 ed,, Berlin, 1927).

(®) Para eclementos de grupos abelianos, este concepto de ‘‘isotipia’’ es
bien conocido; véase R. Barm: Gruppen mit vom Zentrum wesentlich verschie-
denen Eern und abelscher Faktorgruppe nach dem Kern, Compositio Mathe-
matica, Vol. 4, fase. 1 (1936), pag. 46.



— 207 —

sido considerado por I. Schur, quien demosirs (%) que los Gnicos
grupos finitos que tienen N,(1)=2, son productos directos de
(cualquier ntmiero de) grupos ciclicos de un mismo orden p (=
némero primo). Un problema interesante, pero dificil, parece
ser el de encontrar todos los grupos finitos con N, (1)=3; per-
tenecen a estos grupos, por ejemplo, el grupo ciclico del orden
p, el grupo siméirico en tres variables (y=6), el grupo de cua-
terniones (Y=8), el grupo no abeliano (del orden 27) indicado
en el § 1, y muchos otros grupos més.

Teorema 4. Para los némeros N (0), N (1),N,(2), ..., ! (V)
de un grupo G (del orden Y), cuyo grupo de automorfismos
tiene el orden «, rigen las férmulas siguientes (siempre para
u=0,1,2 ..., 7):

1) No(w) =No(y—w);

Y
2) N, (k)=0 (méd 2);
k=0

5 L(Nshw=Nms (1)

La demostracién es completamente andloga a la de las for-
mulas 2), 3) y 4) del teorema No. 2, de modo que no vale la
pena repetirla.

Cabe observar que, en lugar de una desigualdad, tendremos
la igualdad:

No(w) =Ny(w) (p=0, 1, 2, ..., Y)

para grupos que no admiten automorfismos exteriores, como el
grupo simétrico de 3, 4, 5 o mas de 6 variables — de manera
que p. ej. para el grupo simétrico de tres variables rigen los
mismos valores ya antes calculados como Ny(w):

N(1) =N,(5) =8, No(2) =N (4) =5, Nu(2) =6.

Se sabe, en cambio, que todos los grupos abelianos (con
Y=3) admiten automorfismos exteriores, y Inientras que los

(®) en: Zur Theorie der einfach transitiven Permutationsgruppen, Sitzungs-
berichte der Preussichen Akademie der Wissensehaften, Physikalisch-Mathema-
tische Klasse 1933, XVIII, § 6.
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invariantes V;(u) de los grupos abelianos son completamente de-
terminados por el teorema NOo. 3, el célculo numérico de los
invariantes N,(u) para los mismos grupos no es de ninguna ma-
nera facil, sino que puede conducir a problemas dificiles de la
teoria de los ndmeros.

Ejemplo. Tréatese de un grupo ciclico del orden p (=nime-
ro primo >2) engendrado por un elemento ¢ (de modo que
aP=1). Por supuesto que N,(1)=2. Para determinar N, (2)
hay que considerar todos los conjuntos de la forma a*+a*, con
k==X (méd p), manteniendo siempre sélo uno, cuando hay va-
rios de unn mismo tipo. Si k=0, todos esos conjuntos que re-
sultan para \=1, 2, 8, ..., p—1, son del mismo tipo; consi-
deremos entonces, el caso k=|=0, A=/=0 (méd p). Existe un
nimero k'z|z0 (médp) tal que kk'=1 (médp), y emplean-
do el automorfismo del grupo que reemplaza cada elemento por
su potencia con el exponente %', el conjunto a®--a* seri trans-
formado en a--a*). Bastara, por lo tanto, considerar los p—2
conjuntos de la forma a+a¥ (con v=2, 8, ..., p—1). ¢Cudn-
do son dos de ellos, por ejemplo a+a? y a+a%, del mismo ti-
po? Empleando el automorfismo que reemplaza cada elemento
por su potencia con el exponente o, vemos que los conjuntos
a-+af y a3+ a° son del mismo lipo, de modo que serd necesario
y suficiente tomar o como solucién de la ecuacién de congruen-
cla:

op=1 (méd p),
para obtener dos conjuntos a--ap Y a+a° del mismo tipo. S;
p=p—1, resulta 6=p (méd p), pero si p=2, 3, ..., p—2,re-
sulta dzlzp (méd p), de modo que hay 1 —{—B§§ —= %—1 conjuntos

a*4-ar de distinto tipo, con k;]z 0, )\S!EO (méd p); afadiendo
el caso k=0 (considerado ya antes), tendremos, por fin, que

No(2)=BEL (1o

(*) La desigualdad 3) del teorema N? 4 nog habria dado tan sélo:

p(p—1)

2
T=EN.(2 < 3
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Aun més dificil resultarfa el caleulo de Ny(8), Ny(4), ...
para el grupo considerado, o el clculo de los invariantes N, ()
para grupos més «complicados».

§ 3. Una tercera clase de invarianies combinatorios de un grupo.

Si el concepto de conjuntos conjugados Y, respectivamente,
de conjuntos del mismo tipo, nos ha conducido a los némeros
Ni(p) y No(w), obtendremos otros «invariantes combinatorios»
P(p) de un grupo finito, si introducimos el Siguiente concepto
de la proporcionalidad de dos conjuntos de elementos de un
grupo finito.

Definicion. Dos conjuntos (cada uno formado por p ele-
mentos distintos entre sf): @, dg ..o, @, Y by, bg,...., b, lla-
mense proporcionales, si el grupo G contiene un elemento v tal
que los productos: a;v, agv, ..., @v representan una permuta-
cién de los elementos by, by, ..., b, (). El mamero de con-
juntos distintos que se puedan formar de p elementos de G, sin
que dos de estos conjuntos sean proporcionales entre si, HES
mese P(p) (para p=1, 2, ..., v—1).

Evidentemente es P(1)=1, porque dos elementos de un
grupo son siempre proporcionales, en el sentido de la definicion
que acabamos de introducir. Determinemos ahora, por ejemplo,
el ntmero P(2) para el grupo ciclico del orden Y=4, engen-
drado por un elemento a (con at=1). El conjunto 1+a es
proporcional a los conjuntos ata a?+ad y adtat=1+a%
pero no es proporcional al conjunto 14a2, el que, a su vez, €S
proporcional tan sélo al conjunto a--a3. Por consiguiente es
P(2)=2 (para el grupo considerado) (12).

Antes de establecer relaciones generales para los nimeros
P(p) de un grupo cualquiera, conviene demostrar el siguiente
teorema auxiliar:

(%) Para grupos no abelianos podrfa introducirse también una ‘‘propor-
cionalidad izquierda’’, postulando 1a existencia de un elementow tal que los
productos wa;, Was--. Wap formen sélo una permutacién de by, [ 2 [T Sin
embargo, para cuestiones de carheter combinatorio no se obtendria nada de
nuevo.

' () Conoceremos una £6rmula general para P(2) en el teorema N¢ 10.
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Teorema 5. Para cada conjunto de p elementos di§tintos de
un grupo (1=p=<y—1) se puede encontrar otro conjunto que
es proporcional al primero, pero distinto de él.

Dem. El conjunto dado contenga los elementos a;, a,, aj,

-+ 4. Siendo p<y, hay (por lo menos) un elemento b que
no pertenece al conjunto dado. El conjunto formado por los ele-
mentos:

b, a;2,7%b, aza;71b, ..., a,a,~1b

serd proporcional al conjunto dado (con v=a;~1b), pero distinto
de él, por contener el elemento b que no figura entre ay, gy, ..., a,.

Teorema 6. Para los ntmeros P(1), P(2), ..., P(y—1) de
un grupo finito G del orden y=2 rigen las relaciones de sime-
fria

P(m)=P(y—p)
y las desigualdades

F(D=rw=z ()

(siempre para p=1, 2, ..., v—1).

Dem. Las relaciones de simetria se demuestran de la misma
manera como lo hicimos para la férmula andloga 2) del teorema
Ne. 2. En cuanto a las desigualdades indicadas para P(u), hay
que observar que nada hay por demostrar cuando p=1 o
B=y—1, pues P(y—1)=P(1)=1. Sea entonces p un ntme-
ro de la serie 2, 3, ..., y—2. Hay, por definicién, P(u) con-
juntos de p elementos, entre los cuales no hay dos proporciona-
les. Multiplicando todos estos conjuntos sucesivamente a la de-
recha por todos los ¥ elementos del grupo, obtendremos, formal-
mente, v.P(n) conjuntos— algunos tal vez iguales entre si; pe-
ro, de todos modos, entre ellos serd representado, por lo menos

una vez, cada uno de todos los (g) conjuntos que existen. Por

consiguiente serd *{.P(p)gg) , €s decir —i—(;ﬁ) =P(p).

. 1y
Para demostrar ahora la otra desigualdad : P(p)g—é—( “) ,
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(stendo p siempre un ntmero de la serie 2, 8, ..., Y—2) basta
aplicar el teorema NO. 5; éste ensefia que a lo sumo la mitad

de todos los (:;) conjuntos puede dar conjuntos no proporcio-

pales entre si, porque para cada conjunto hay (por lo menos
un) ofro proporcional.

La misma consideracién da una desigualdad «mejor» para
grupos cuyo orden es un pdmero impar, si en lugar del teorema
No. 5, aplicamos el siguiente teorema auxiliar:

Teorema 7. Si C; es un conjunto formado por p elementos
distintos de un grupo del orden v (con p<y) y si formamos
todos los conjuntos Cs, C, ..., Gy (distintos de C; y distintos
enire si) que son proporcionales a C;, su nimero 2 es un divi-
sor de v. Ademds rige 5=, si = es el menor nimero primo con-
tenido en v.

Dem. Usando la abreviatura «Cp» para el conjunto que se
obtiene al multiplicar los elementos del conjunto G; a la dere-
cha, por el elemento v del grupo G, podemos ver faciimente que
los conjuntos

C, Cov, ..., Gyv

representan una permutacién de Gy, Cy, ..., Cg. Tomando aho-
ra para v sucesivamente todos los elementos del grupo G, obte-
nemos de esta manera un grupo transitivo de permutaciones en
Jas & «variables» C;. © es, por lo tanto, indice de un subgrupo
de G (13), y como tal es un divisor de Y. Pero no puede ser
d=1, pues ya sabemos que =2 (éste es el contenido del teo-
rema N°. 5); por consiguiente, d debe ser un divisor de y dis-
tinto de 1, y el mas pequefio de éstos es 7.

Teorema 8. Si = es el menor nimero primo contenido en
el orden v de un grupo G, rigen, para p=1,2, 8, ..., v—1,
las desigualdades:

i =Pw=2 ()

(®) Véase p. ej. €l teorema N9 95 en ¢l libro ya eilado de Speiser.
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Dem. Basta repetir el raciocinio de la demostracién del
teorema NO. 6, aplicando el teorema N°. 7, en lugar del teore-

ma No, 5.

Teorema 9. Para un grupo ciclico cuyo orden es un ni-
1
mero primo p, es P(p):—p—(ﬁ)(para p=1, 2, ..., p—1).

Dem. Apliquense las desigualdades del teorema N©°. 8, con
Y==p (Y, por consiguiente, también == p).

Teorema 10. Si un grupo del orden yY=3 contiene v, ele-
mentos del orden 2, rige la igualdad:

Pg)=""11"

(Si el grupo no contiene ningtn elemento del orden 2, por ser
Y un ndmero impar, poéngase v, =0).

Dem. Sea C; el conjunto formado por la unidad y un ele-
mento z cualquiera del grupo G:

Cl =1 + T,
el conjunto:

Cl.x_lzl“f—x_l

es proporcional a C; y, evidentemente, es el tnico conjunto- pro-
porcional a C; que contiene la unidad. Ahora bien, si r?=1, sera
Z=z71, y los dos conjuntos C; y C,.2! no son distintos entre
si; en cambio, si 22:/1,serd z5E21y C, 7=Cy .21, es decir que
en este caso entre los «conjuntos binarios» que contienen la
unidad, hay siempre dos proporcionales entre si. Vemos, por lo
tanto, que los v, elementos del orden 2 que contiene el grupo,
conducen a igual nimero de conjuntos no proporcionales enire
si; en cambio, los (Y—1—v,) elementos del grupo cuyo orden

. . , 1 .
es superior a 2, dan origen sblo a -Y—z—z conjuntos no pro-

porcionales entre si (y los que contienen la unidad). Los conjun-
tos que no contienen la unidad no es necesario considerarlos, por-
que para, cada uno de ellos habri siempre uno proporcional que
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contiene la upidad; de modo que

_ Y—1—v —14v
P(2)=vat-—3 2. Y 2+2(14).

De manera aniloga se podria obtener para P(8) la férmula
siguiente:

P(38)= flﬂzs(Y—Z) . 1% ’

donde vg es el ntmero de elementos del orden 3 que contiene
el grupo G del orden Y=4; pero omitimos la demostracion
(bastante larga) de esta formula y la consideracién del préximo
namero P (4), donde ya no rige més una férmula tan sencilla
(debido evidentemente al hecho de que 4 no es ntimero primo).

(**) La férmula que acabamos de demostrar tieme cierto interés en un
problema de topologia combinatoria que trataremos en otra publicacién.



