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1.-Hace pocos afios di a conocer un significado geomé-
trico de las caracteristicas de las ecuaciones en derivadas parciales
de primer orden en una funcion incégnita z=z(x,y) de las dos
variables independientes #,y®. Lo que me cmpujé a buscar
tal significado ha sido el deseo de darme cuenta a priors de
lo que son las caracteristicas, independientemente de toda refe-
rencia a las soluciones de la ecuacién en derivadas parciales. El
significado que encontré estriba en una convenienle representa-
cién geométrica de dichas ecuaciones, que me parece imponerse
por su espontaneidad y sencillez, aunque no me consta que 2
ella se hubiese anteriormente acudido, y casi sale naturalmente
de la representacién, brindando de tal manera una explicacion
de naturaleza geométrica de la importancia que tienen las carac-
teristicas en la teorfa de aquellas ecuaciones en derivadas par-
ciales.

Al iniciar més recientementc las investigaciones cuyos resul-
tados doy a conocer en el presente trabajo, me propuse conse-
guir un objeto andlogo para las ecuaciones en derivadas parciales
de segundo orden del tipo de Monge-Amptre, las cuales — de-
bido a la presencia de dos sistemas de caracteristicas de primer
orden, la que las diferencia de las demds ecuaciones en derivadas
parciales de segundo orden— desempefan un papel particular-
mente notable en la teoria de las caracteristicas. Los resultados
que consegui en este orden de ideas estdn consignados en el n.
5 del presente trabajo: sobre las caracteristicas para las ecuaciones

(*) A. TERRACINI: Sur l'interprétation géométrique des caractéristiques
des équations aus dérivées partielles du premier ordre, Bull. de la Société Ro-
vale des Seiences de Lidge, séance du 25 mai 1939.
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mas generales de segundo orden espero volver en otra oporlu-
nidad.

Sin embargo, al proporcionarme con el objeto aludid9 un
conveniente modelo geométrico hiperespacial de las ecuaciones
de Monge-Ampére, me di cuenta de que ese propio modelo
merecia ser profundizado un poco més en su estructura: lle-
gué de tal manera a formular la descripcién de las figuras :
que doy a conocer en el n. 4.

La nocién prima en la cual estriba el aludido modelo es
la de la imagen hiperespacial de un elemento superficial de se-
gundo orden del espacio ordinario, la cual est4 integrada por
cierto par de haces de rectas (n. 3).

Para las ecuaciones de primer orden

F(z,y,2z,p,q)=0 (1.1)

el punto de partida de mis investigaciones anteriores consisti6 en
concebir un elemento superficial de primer orden E,=Aa:==
= (2,¥,2,p,q) del espacio ordinario S, integrado por un punto
A de coordenadas z, ¥,z y un plano o por el mismo, individua-
lizado por la ecuacién (en coordenadas corrientes X, Y, Z)

Z—2=p(X—a) +q(Y—y). (1.2)

como el haz de rectas de centro A en el plano «; y representar
luego este haz de rectas en una recta ¢ de la cuddrica de Klein
M2 del espacio proyectivo S; de cinco dimensiones. Entonces
la consideracién de la (1.1) equivale a la de la figura inte-
grada por un sistema oo de rectas de la cuidrica de Klein M,?
(figura a la cual en mi trabajo citado lamé sistema IF ).

Pues bien, el punto de partida anélogo para las ecuaciones
en derivadas parciales de segundo orden (®)

F(z,y,2,p,q.1,5,t) =0 (1.8)

(*) Sobreentendemos a continuacién que se tratari de ecuaciones en deriva-
das parciales en una funeién incégnita de dos variables independientes.
Las 2, y, # se interpretan constantemente a continuacién como coordenadas
cartesianas de un punto del espacio ordinario. Seria substancialmente equiva-
lente considerarlas eomo coordenadas proyectivas no homogéneas.



—177—

estd un poco escondido debido a la naturaleza més complicada
que tiene un elemento superficial de segundo orden E, del espacio
ordinario Ss, en comparacién con uno de primer orden, y so-
bre todo a la menor espontaneidad con la cual se ofrece una
figura geométrica, no demasiado complicada, representativa de
un elemento de segundo orden. Una parte de esta figura se pre-
senta por si misma sin dificultad. Si el E, tiene las coordena-
das x,¥,2,p, ¢, 5,1, es decir esta representado (en coordenadas
corrientes X,Y,Z) por

, L1
Z—z=pX—2z)+q¥—y) +;r(X—m)2+

S(X—a)(¥ )+ T —3) (L4

dicha parte es el haz de rectas Ao definido por el Ey (2,7.2, P, 9,
que podemos llamar sostén del E,, junto con las dos rectas del
haz con las que coinciden las tingentes asintdticas en A de las
superficies que contienen el E,, es decir las dos rectas represen-
tadas en coordenadas corrientes X,Y,Z por el par de ecua-
ciones integrado por la (1.2) y

r(X——x)‘~’+2s(X—~x)(Y—y)—l—i(Y—y)?:O. (1.5)

Sin embargo, la figura ahora aludida depende tan sélo de
z,y,z,p,q y de r:s:t, de manera que le falta algo para que sea
apia a representar completamente el E,. El ente ulterior que
hace falta agregar podria p. e. buscarse acudiendo a la curvatura
iotal del E,, pero saldria de esa manera una nocion un tanto
hibrida, integrada por el conjuato de una figura geométrica ¥
un ente numérico, aun cuando se prescinda de la falta de cohe-
rencia que exisiirfa en represestar un concepto de naturaleza
puramente proyectiva, cual es el de un elemento superficial de
segundo orden, de manera por lo menos parcialmente métrica. Il
primer inconveniente podria salvarse acudiendo a una figura
més compleja entre las que en la geometria diferencial clésica
se presentan para describir de manera completa un elemento
superficial de segundo orden, p. e el conjunto de las dos tan-
gentes de curvatura y de los correspondientes radios principales
de curvatura: no se salvaria empero asi el segundo inconvenien-
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te, y ademds se introduciria una figura que distaria de ser muy
sencilla. Por estas razones preferi adoptar oira ropresentacién
geomélrico-proyectiva de los Ey, a la cual ya tuve la oportuni-
dad de aludir incidentalmente en otro trabajo reciente ¥, la quo
me parecié reunir las ventajas que mecesitaba para mi objeto,
incluida la de dar de un E, un modelo hiperespacial vinculado
con la cuddrica M2 de Klein, en el mismo orden de ideas al
cual ya aludi para los elementos de primer orden, y antes bien
de complementar de forma coherente la imagen hiperespacial
del E, sostén del E,: llegué de tal forma a! par de haces
que brinda (n. 3) la imagen hiperespacial de un E, (z,7v,z,
P>9.75, 1),

En el n. 2 me detengo sobre algunos detailes relativos a la
representacidn hiperespacial de los E; (z,%.z,p,q).

2.-De acuerdo con lo aludido en e! n. 1, identifico un ele-
mento superficial £, de primer orden de={(x,y,2,p,q) de S,
con el haz de rectas de centro 4 en el planc «, y adopio como
imagen del mismo la recta ¢ de la cuddrica de Klein de S5 en
la que se representa ese haz. Para traducir ial concepto en for-
mulas ¥, podemos observar que una recta genérica r del haz
Ao puede considerarse como determinada por el punto A=z
(#.¥.2) ¥y un punto impropio genérico del plano (1.2), es de-
cir un punto de coordenadas homogéneas (I,m, p+gm, 0},
siendo m un pardmetro arbitrario, de modo pues que las coor-
denadas radiales homogénecas py, (i,k=1,2,8,4; 17/:k) de lo
recta r son los determinantes exiraidos de la matriz:

z y z 1
1 m ptgm 0.

Las o1 rectas del espacio ordinario que pertenecen al haz
Ao tienen por lo tanto las coordenadas

Pia=mx—y, P13:(P+({m>3’—z’ Pu=—1, .
(2.1}
Pos=(p+gqm) y—mz, py=—m, py,—=— (p-+gm).

(*) A. TErRACINI: Tangentes a la curva de contacto de una superficie dada
y de una superficie reglada con dos directrices rectilineas, Revista de la Unibn
Matemética Argentina, vol. IX, 1943; véase el n. 4.

(*) Para el presente no 2 comparese mi trabajo citado en la referencia (2).
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Interpretamos las propias p; como coordenadas de los
puntos del espacio de cinco dimensiones S; imigenes de las
rectas del espacio ordinario, y més precisamente como pun-
tos de la cuadrica M,2 de Klein:

P12 Pss+ Pis Pag -+ P1a Pos =0. (2.2)

Entonces el haz A« tiene como imagen la recta g=AP de la
o

M2 que une los puntos A, B cuyas coordenadas son respectiva-
menle:

i
|

—Y¥, Piz=pT—2 pu=-1,
Pas=py, Pesa=0, pau=—p; (2.8)

P1z=%, Pp1z=q% P1u=0,
Pas=qy —2, pau=—1, pu=—g. (2.4)

Las mismas se logran de las formulas (2.1) poniendo respec-
tivamente m =0 y m= o.

De tal manera una recta g de la cuddrica (2.2) de Klein tie-
ne dos representaciones analiticas distintas:

a) mediante las 5 cantidades x.y.2, p,q que son las coor-
denadas del elemento superficial de primer orden E;=Aa cuya
imagen en S es la recta g: las mismas x,y,2, p,¢ pueden tam-
bién considerarse como coordenadas de la propia recta ¢;

b) mediante las £formulas (2.8), (2.4) que dan a conocer
directamente en S; las 6 coordenadas pj de cada uno de los
punios A y B, los que individualizan la recta g.

Las coordenadas de un punto de la recta g son dadas por
las (2. 1) en cuanto se fije un valor para el pardmetro m: es
obvic que m desempefia sobre la puntual g el papel de coor-
denada proyectiva.

A continuacién conviene tener presente lo siguiente. La
recta ¢ de la M,? tiene con respecto a esta misma cuddrica un
espacio polar de 3 dimensiones g's (espacio tangente a la M2 a
lo largo de g, es decir comin a los hiperplanos tangentes a
la M,2 en los puntos de g). Pues bien, la condicién necesaria
y suficiente para que una recta g* de la cuddrica de Klein infi-
nitamente vecina a g, y correspondiente —de acuerdo con a)-—
a las coordenadas x4-dx, y+dy, z-+dz, p+4dp, q--dq, per-
tenezca al espacio g5, tangente a M2 a lo largo de g, es:
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dz =pdz + qdy. (2.5)

En efecto, al imponer que los puntos A* y B* cuyas coor-
denadas se obtienen de las (2.3), (2.4) reemplazando las
coordenadas z,y,2z,p,q de g por aquellas de g* sean respecti-
vamente conjugados a los puntos B y A con respecto a la cui-
drica (2.2), se logran dos férmulas que coinciden ambas con
(2.5).

8.-Pasamos ahora a ocuparnos de la representacién geo-
métrica en el espacio Sy de los E, superficiales (z,y,z,p,q,7,5,1)
de S;: sobreentendemos a continuacién que se trata de Ey no pa-
rabglicos. De acuerdo con lo aludido en el n. 1, una parte de
la representacién estd brindada por la recta g de S; imagen
del E, sostén del E,: la recta g se logra del modo indicado
en el n. 2.

Una parte ulterior de la figura representativa es el par de
puntos de g, a los que llamaré F*/ F(®), imigenes de las tan-
gentes asintéticas (1.5) del E; considerado. Cuando el E, sos-
tén se representa analiticamente de la manera ) aclarada en el
n. anterior, hay que completar dicha representacién de forma
que se tengan en cuenta también F(, F®) lo que se hace en
cuanto se indiquen los valores de la coordenada proyectiva m
sobre la puntual g que individualizan tales puntos. Es claro que
csos valores de m son las dos raices m;, m, de la ecuacién cua-
dréaiica

r4-2sm--itm2=0 (3.1)

es decir

My — —StVsi—rl (3.2)
— .

My

Luego, los punios F®V, F® son los puntos de g de coor-
denadas (2.1), en cuanto m se reemplace por uno u olro de los
valores (3.2). Para fijar las ideas, podemos p.e. suponer de
escribir los signos + y — respectivamente en correspondencia con
fos puntos F¥ y F(2),

Queda ahora por completar la representacion hiperespacial
del E,. La idea que indiqué en mi trabajo citado en (¥ es la si-
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gUit?nte. Consideremos una superficie S (analitica) del espacio
ordinario S, la que contenga regularmente el E, considerado:
ella puede representarse en el espacio Sy como una congruencia
(g) de rectas, imagenes de los haces de rectas tangentes a la S:
en particular cada recta tangente en A tiene como imagen un
punto de ¢, y las dos tangentes asint6icas en A tiepen como
imagenes los puntos F@W F(®_ Entonces, como es bien sabido,
los dos puntos F@, F® son los dos focos de la recta ¢ con res-
pecto a la congruencia (g): al variar g dentro de la congruencia
(g), cada uno de ellos describe generalmente una superficie
focal, respectivamente (FW) y (F®) — eventualmente reducida
a una curva focal— cuyo plano tangente en el punto F@ o
respectivamente F (2 1o indicaremos con Fo(t), $5, estando enten-
dido que, si p. e. (F®) se reduce a una linea, 9,V indique
el plano que une su recta tangente en F1 con la correspondiente
recta g. En cada caso, los dos planos $,@, 9% no solo pasan por
la recta g, sino que estan contenidos dentro del espacio ¢'s polar
de g con respecto a la M2, y ademés son mutuamente polares
con respecto a la M2 es decir, conjugados arménicos con
respecto a los dos planos de M2, que pasan por g.

Pues bien, como p. e. lo observé en mi trabajo citado en o,
al variar la superficie S que contiene el E, considerado, no solo
sc mantienen fijos, como es obvio, la recta g y sus punios FO y
F(®, sino también losdos planos 950y 9,®, de modo que el
E, (1.4) lleva a considerar en S, —de manera perfectamente de-
terminada — una figura de conjunto g FOF® 9,0 9,® integrada
por una recta g de la cuadrica de Klein, junto con dos pun-
tos F(U,F® de la misma recta, y dos planos &5t/ $4(2) que pasan
por g, estan en el espacio polar g3, ¥y son conjugados armé-
nicos con respecto a los dos planos de la cuédrica que pasan
por g.

En mi trabajo citado me ha resultado suficiente estudiar
E, de S; colocados de manera particular con respecto a la
terna de referencia. Necesitamos ahora en cambio las ecuaciones
en Sy de los planos 31,9, cuando en S, el E, esté situado
genéricamente con respecto a esa terna. Al buscar tales ecuaciones,
se confirmard lo dicho més arriba acerca de la figura
g F(L Fe@ &2(1) &2(2).

Con este objeto, parto del E, (1.4) Y considero la ecuacién
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de una superficie S que lo contenga, cuya ecuacién en proximi-
dad de A sea

Z=9(X,Y),
donde el valor de ¢ y de sus derivadas parciales primeras y se-

gundas para X=x, Y=y coincidan con los calculados en ba-
se a (1.4): pondremos ademés

o3 03 08 08
(530 = Gsow) 70 (o aws) = (Gye) ==

— i
A4

En relacién con los E, de S determinados por los puntos de
la superficie préximos a A, tenemos que considerar los correspon-
dientes puntos FW: las propias (2.1), con el reemplazo de m
por el valor m, brindado por (3.2), son las ecuaciones para-
métricas de la superficie (F(V), en cuanto se apliquen ahora a
dichos E,. Luego el plano 9, es el plano del punto F(¥
y de los puntos cuyas coordenadas son respectivamente las deri-
vadas parciales con respecto a X o con respecto a Y de los
segundos miembros de esas ecuaciones paraméiricas calculadas
en el punto A: p. e. el primero de los dos puntos ahora con-
siderados tiene las coordenadas

om om
Pra=m, -+ xsx—l, Pis = (qai— Frsmy) x4gmy, pyu=0,

om om om
P = (a3 Tt smy)y —pmi—2 gk, pu=—rt,
- ()mi r sm
Pss= q():l: 1

Cabe observar que en estas coordenadas las derivadas terceras

. s , om
de ¢ figuran tdnicamente a través &e-%—l-, en cuanto de la

ecuacién (3.1) se deducen las

omy _ odBmtym®  Omy  B42ymyfem,?
gz 2sHmy) 9y 2(stimy)

Luego elpunto G cuyas coordenadas se obtienen de las
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ahora indicadas al restar las coordenadas homoénimas del puato
%’%1— ya no depende de las e, B, 7, & Por
otra parte, debido a que sabemos a priori que el plano S REY
tiene que contener la recta g=F1 [®=AB, ese plano puede con-
siderarse como individualizado por los puntos A,B junto con el
primero de los puntos derivados ahora aludidos, o —lo que da
Jo mismo— por los tres puntos A,B,G: de esta manera ya s
hace evidente la independencia del plano 9,1 de la eleccién de
una u otra superficie S entre las que contienen el E, considerado.

Resulta ademés de lo dicho que el plano 94 estd repre-
sentado por el anularse de la matriz

B multiplicadas por

P12 Pz - Pu Pas P Pss
=y pr—2 -1 py 0 —p

z qr 0 qy—=z —1 —q
my (rsmy)ztgmg 0 (rsmy)y—pmy 0 —T—smy

y luego por el sistema

q(p1a—YP1s + TP2s) — P15 T 2P1a— TPas ™ 0
— p(p1a— YP1a+ TP2s) — Pe3 +2pos— ¥P3 =0 (&)
PPia+9qPos— Past (s+ imy)(pra— YP1a T xPsy) =0

Las tres ecuaciones que integran el sistema (Z) se designa-
ran a continuacién, en el orden, como ecuaciones (21), (22),
(Z,). Las (&), (Z,) dependen unicamente del E, considera-
do: se reconoce de inmediato que ellas representan los S, tan-
gentes a la M,2 de Klein respectivamente en el punto By en
el punto A.

De lo dicho tambhién se desprende que el conocimiento de
la figura g F®W F@ 9,0 9,® en Sy individualiza a su vez un E,
de S;; la g leva al F; sostén del E,, el par de puntos F¥ (W, F
da a conocer r, s, ¢ a menos de un factor comimn, y la ecua-
cibn (F;) permile determinar el valor de este factor.

Observando que

s+ tmi== s2—ri,
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donde el signo + 0 — corresponde respectivamente a =1, i:?,
también puede decirse que los planos $,V), $,(2) resultan respecti-
vamente como intersecciones del espacio ¢’; tangente a la 3,2
a lo largo de g —representado por el sistema (X;) (&,)— con
uno u otro de los dos hiperplanos

PPis+qPgy— Pag = 2 —1t(P1a— ¥P1a +2Pay) =0. (8. 3)
Cada una de las ecuaciones
P12 — YD1+ TP2s =0, (3 4)

PP1s+9Pos — ps =10, (3.5)

junto con (), (Z,) representa respectivamente el plano =,
o =" del primero o del sequndo sistema, situado sobre la cui-
drica de Klein y pasante por la recta g: Ilamamos primero y
segundo sistema de planos de la cuadrica a los descriptos por
las imigenes de las radiaciones de rectas o respectivamente ds
los planos reglados del espacio ordinario ().

En definitiva la imagen hiperespacial de un E; no para-
bélico de S, viene a ser un par de puntos distintos F(1), F@
de la cuidrica M2 de Klein pertenecientes a una recta g de la
misma, junto con dos planos %,/V,$,(2), igualmente distintos, pa-
santes por g y situados en su ¢’; polar, conjugados arménicos con
respecto a los dos planos de M,2 que pasan por g: cada uno
de los planos tiene que ser considerado con referencia a uno de-
terminado de los puntos FW,F(®), Dicho de otra manera, laima-
gen hiperespacial de un E, no parabdlico de S; es un par de
haces de rectas cuyos centros (distintos) son dos puntos F,
F® de una recta g de la cuddrica de Klein, y cuyos planos son
dos planos $,(, $® por g, situados dentro del espacio tangente
9's; ¥ mutuamente polares.

F y F® se llamaran brevemente los dos puntos de la ima-
gen, 3,y 9, los dos planos, FW 9y F® 9,2 los dos haces,

la recta g y el espacio ¢; la recta sostén y el espacio sostén de
la imagen.

(") Los (3.3), (3.4), (3.5) confirman que los dos planos §,.8,® son con-
Jjugados arménicos con respesto a =, 3. '
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La involucién en el haz de planos g¢’; que tiene como
dobles los dos planos =" y =" de M,2 pasantes por g se indicara
a continuacién con j, y se llamard la involucion cardenal de la
imagen.

Por fin, al hablar a continuacién de imdgenes, sin ninguna
determinacién ulterior, sobreentendemos que se trata de iméage-
nes de E, no parabélicos, en el sentido que acabamos de aclarar.

Observacién. - Aunque no tiene mayor interés para los
desarrollos sucesivos, cabe ohservar que, si en la imagen hiperes-
pacial de un E, se intercambian los dos planos, dejando invaria-
dos los puntos, el E, originario se transforma en el que tiene cou
él, en A, un contacto armdnico: en efecto los valores de my, m.,
tienen que quedar invariados, mienfras que en (Z;) el coeli-
ciente s--im, tiene que cambiar de signo, de modo que 7,8,¢
cambian de signo al pasar del primer E, al segundo y z,¥,2,p. ¢
quedan invariados.

4.-Dada una ecuacién en derivadas parciales de segundo
orden (1.3), ella define (en cierto campo de variahilidad, como
lo sobreentendemos a continuacién) una doble infinidad de I,
para cada E; que se prefije como sostén. Luego, debido a los
resultados del n°. anterior, para cada recta g de la cuadrica de
Klein que se prefije como recta sostén de la imagen, queda de-
finida una doble infinidad de imégenes, las que tienen en comin
recta y espacio sostén, ademds de la involucion cardenal.

Esas o2 imégencs lienen obviamente sus planos conjugados
en la involucién j, de modo que los pares de planos de las %2
imégenes consideradas integraun tan sélo una simple infinidad.
En cambio, los pares de puntos de dichas imAgenes constituyen
una doble infinidad, excepto en el caso en que la ecuacion (1.3)
es homogénea, en el cual adn los pares de puntos de esas imé-
genes integran tan sblo una simple infinidad.

Esta observacién, en particular, se aplica a las ecuaciones
de Monge-Ampére:

Hr 4-2Ks + Lt + M+ N(rt—s?) =0 (4.1)
(donde H,K,L,M,N indican funciones de z,,2,p,q). Los pa-

res de puntos de las imégenes que tienen una recta genérica
como recta sostén integran una doble infinidad, a menos que
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sea M=N=0, o bien H=K=L=M=0; es decir, a menos
que la ecuacién sea lineal homogénea en las derivadas segundas, o
bien se reduzca a la clésica ecuacién ré—s2=0, la cual ultima
sin embargo est4 fuera de nuestras consideraciones, debido a que
define tnicamente E, parabélicos.

Prescindiendo de estas observaciones casi evidentes, nos pro-
ponemos estudiar en este n°. la configuracién de las 2 imége-
nes definidas por la ecuacion de Monge-Ampére (4.1) al pre-
fijar la recta sostén ¢: se comprende a priori que, debido a la
particular estructura que ofrecen las ecuaciones de Monge-Ampé-
re con respecto a las més generales ecuaciones de segundo orden,
esa configuracién deberd presentar circunstancias particularmente
sencillas.

Llamo u,v los valores de my, my que corresponden a los
puntos F(U, F(?) de una de esas oo? imagenes, U,V los corres-

pondientes valores de ]/ s?—rt y ~1/ s?—rtf, de modo que, se-
gun lo dicho en el n. 3, los planos $,¥,8, de la imagen son,
de acuerdo con (8.3), las intersecciones del espacio ¢’; sosién
con los hiperplanos del haz

PP1s+9P2s— Psa + MPio— YPra + 2psy) =0 (4.2)

que corresponden respectivamente a A=U, A=V; U y V sou
por consiguiente coordenadas proyectivas de los planos $,(*/,
952 en el haz de eje g dentro de ¢’s. ‘

De las expresiones de u,v dadas por los (3.2) y de las de
U,V se despeja

2uv
I =

- u—+u
U, s=-20y 4= _2
u—u u—v u—v

U;

por consiguiente, al reemplazar en la (4.1), resulta que lias
u,v,U,V estin vinculadas por las dos condiciones

U+V=0, (4.3)

M(u—v) 4+ 2U(L—K(u+v) Huv) = NU2(u — v)=0, (4.4)

la segunda de las cuales puede obviamente considerarse como cl
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resultado del reemplazo del valor de V brindado por la pri-
mera en la ecuacidén cuadrilineal entre u, v, U,V:

M(u—v) -+20(L — K(u+v) + Huv) + NUV(u—v) =0.  (45)

De lo dicho ya se desprende que los dos puntos y los dos
lanos de una imagen variable, en el sistema o? que repre-
centa el de los E, definido por una ecuacién de Monge-Ampére
(4.1) con un dado E, sostén, son las 2 cuaternas de una co-
rrespondencia cuadrilineal cuyos planos son conjugados en la
involucién cardenal j.
. En general, en un espacio de tres dimensiones ¢, dada una
‘correspondencia cuadrilineal entre dos puntuales de sostén g,
descriptas por dos puntos P, F@, y dos haces de planos de
eje g, descriptos por dos planos §,,9,2, y dada ademds una
proyectividad J entre estos dos Gltimos haces, la correspondencia
«interseccion» de las dos, es decir subordinada dentro de la cua-
drilinearidad por la proyectividad J (correspondencia que define
las o2 cuaternas de la cuadrilinearidad cuyos planos se corres-
ponden en J) puede considerarse como una correspondencia biuni-
voca T dentro de la totalidad o2 de haces de rectas que contie-
nen la g, totalidad que designamos con la notacién (g,¢’s)- La
correspondencia I asocia a cada haz FU 90 de la totalidad (g, ¢'s)
el haz F®9,® de la misma: su biunivocidad se desprende del
hecho que el haz F® §,) individualiza el plano /% como corres-
pondiente en J del plano gV, y luego la correspondencia cua-
drilineal da a conocer también el centro del haz Fi9,2). Huelga
observar que, al decir que I' es una correspondencia entre los
mencionados haces de rectas, nos referimos a esos haces como
individuos asociados por la correspondencia, y no como con-
juntos de rectas. La correspondencia T entre los haces de rectas
del sistema (g,g’s) se lamard a continuacion correspondencia
elemental, debido a su génesis pariicularmente sencilla que la di-
ferencia de las ofras correspondencias birracionales del sistema
(g9.4’s) en si mismo. Mas precisamente cabe hablar de una co-
rrespondencia elemental que tiene la J como proyectividad car-
denal.
Al comparar la particular correspondencia elemental d?-
finida por las (4. 3), (4.5) con la méas general correspondencia
elemental dentro del sistema (g, g’s), se nota de inmediato que
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en este caso no sblo es involutoria la proyectividad cardenal J
(la que se reduce a la involucién j), sino que también es invo-
lutoria la propia correspondencia I' entre los haces de la totalidad
considerada, debido a la circunstancia que en la imagen de un
E, los dos haces F(§,(1, F(2)$,(2) desempefian un papel simétrico.
Por lo dem4s es claro que el sistema integrado por las (4. 3), (4.5)
se transforma en si mismo por el intercambio simultineo de
con vy deUconV.

Para caracierizar de manera completa los sistemas 2 de
imégenes que estamos considerando, cabe por lo tanto pregun-
tarse si una correspondencia elemental involutoria entre los ha-
ces de rectas del sistema (g,¢’;) que tenga como cardenal la.
mvolucién j representada por la (4.3) siempre puede represen-
tarse por una ecuacién del tipo (4.5). Pues bien, si una ecuacién
cuadrilineal entre u,v, U,V, en la cual se haya reemplazado ¥
por —U, de acuerdo con la (4.3) tiene que transformarse en
si cuando se intercambian u y v, U y —U, es claro que al con-
siderar su primer miembro como polinomio cuadritico en U
con coeficientes funciones de u, v, existen \inicamente dos posi-
bilidades, a saber:

1) que el término independiente y el coeficiente de /2 sean
ambos alternados, y el coeficiente de U simétrico en u,v;

2) que el término independiente y el coeficiente de U2 scan
ambos simétricos, y el coeficiente de U alternado en u,v.

En los dos casos, la correspondencia elemental resulta res—
pectivamente representada por ecuaciones del tipo

do(u—v) + (a4 by (a +v) + c,uv)U — dy(u—v)U2 =9, (4. 6)

4 +bo(u+v) + couv + dy (u—v)U —
— (ag+by(u+v) + couv)U2=0, (4. 7Y

donde las a;, b;, ¢;, d; (i=0,1,2) indican constantes.

En el caso 1) la ecuacién asi lograda difiere de la (4.4):
Gnicamente en las notaciones.

Un cardcter geométrico que diferencia las dos corresponden-
cias elementales representadas respectivamente por (4.6) y (4.7)
es el siguiente: en la correspondencia (4.6) cada haz del sis—
tema (g,g’;) cuyo plano sea un plano doble de J es unido; en
cambio en la (4.7) esto no ocurre, a menos que la correspon~
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dencia se reduzca al tipo degenerado U(u—v) =0, en el cual
cada haz genérico (en el sentido de que su plano no sea un plano
doble de . j) tiene como correspondiente un haz con el mismo
centro (mientras que si el plano del haz es doble en j, el centro
del haz correspondiente resulta indeterminado).

Podemos distinguir entre si las correspondencias elementa-
les de los tipos 1) y 2) llaméndolas respectivamente de primera
y de sequnda especie.

Fn resumen, para una ecuacion de Monge-Ampére las o2
imdgenes de los ? E, que cumplen con ella, y tienen como
sostén una dada recta g de la cuddrica de Klein M2, son pares
de haces de rectas del sistema (g,g's), tales que los dos haces
de un mismo par se corresponden en und correspondencia ele-
mental involutoria de primera especie, cuya involucién cardenal
j es la que tiene como dobles los dos planos de M2 que pasan
por g. .

Puede agregarse que la propiedad caracteriza las ecuacio-
nes de Monge-Ampére entre las demés ecuaciones en derivadas
parciales de segundo orden.

Fijar una ecuacién de Monge-Ampére da lo mismo como
considerar en el espacio de 5 dimensiones S; una figura de con-
junto lograda al prefijar para cada recta g de la cuédrica M
(en cierto campo de variabilidad), dentro del correspondiente
sistema (g,9¢’3), una correspondencia elemental involutoria de
primera especia cuya involucion cardenal sea la que tiene como
dobles los dos planos de M2 que pasan por g.

Llamaremos a continuacion figura A la figura que acaba-
mos de describir; y, para un haz de rectas arbitrario en el sis-
tema (g,g's), llamaremos haz conjugado a su homoélogo en la
correspondencia elemental involutoria de primera especie subor-
dinada por la figura A en ese sistema.

Observacion. - Aunque la naturaleza de las correspondencias
que hemos llamado clementales involutorias de primera especie
resulta ya completamente aclarada por lo que precede, agrego
a continuacién una caracterizacion de las mismas que tiene un
cardcter més concreto.

Conviene con este objeto representar los =? haces de rec-
tas de un sistema (g,¢’s) en los ®? puntos de una cuédrica @
de un espacio tridimensional Es, lo que se hace (sin excepciones)
al individualizar cada uno de dichos haces mediante su centro y
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su plano, y representar luego los o? pares integrados por un
punto de g y un plano del haz de eje g dentro de ¢’;, a la
manera de Segre, en los puntos de una cuiddrica Q de E,. Si
en E; usamos coordenadas proyectivas homogéneas de punto
&0, 81, €, &3, € indicamos con u, U respectivamente las coordenadas
proyectivas del centro y del plano de uno de los haces de rectas
considerados, dentro de las figuras de primera categoria a las
cuales pertenecen, la representacién puede realizarse mediante las

0t 611618 =1:u:U:ul

JYs

(de modo que Q tienc ccuacién £ &5 —&; £,=0). De las dos fa-
milias de rectas generatrices de Q una (primera) representa los
puntos de g, y la segunda los planos por ¢: una involucién j
en el haz de planos por g dentro de ¢’y (que seguiremos represeri-
tando mediante (4.3)) tiene como imagen una involucién j dentro
de la segunda familia de generatrices de Q: sean o¥, ¢® sus
generatrices dobles (las que coinciden con las aristas B, B, B, 25
del tetraedro de referencia de las coordenadas proyectivas £:)-

Pues bien, al referirnos a esta representacién, las correspori-
dencias elementales involutorias de primera especie del sistema
(8:8's) en st mismo vienen a ser las involuciones cortadas sobre
la cuddrica Q por las rectas de una congruencia lineal G arbi-
traria contenida en el complejo lineal de rectas A que contiene
las rectas tangentes a Q en los puntos de las generatrices c(t7,
¢®, Hay que excluir unicamente aquellas particulares congruen-
cias lineales ' que se encuentran en las condiciones ahora indi-
cadas teniendo como direcirices dos generatrices de Q pertene~
cientes a la segunda familia (y por lo tanto necesariamente co-
rrespondientes en la involucién j).

Para comprobar lo dicho, partimos de la observacion que,
llamando =y, (1,5=0,1,2,8), las coordenadas radiales homogé&-
neas de recta en FE; el complejo lincal A tiene la ecuacidon
o~ 73, =0. Una congruencia lineal C contenida en A, y de-
finida como interseccién de A con un complejo lineal de ecua-
cién

Zepmp=0, (I,k=0,1,2,3; i<k) (4.8)

determina por seccién sobre la cuidrica Q la involucién en la
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cual se corresponden los puntos (uw,U) y (v, V)@ cuando sus
coordenadas curvilineas esién vinculadas por la (4.3) y la

601 (=) - U2e0z - (o3 =+ €12) (u - 0)+ 2015 uv]— £55 U (u—v) =0.

La comparacidon con la (4.5) cnsefia por lo tanto que se
traja de la imagen de una correspondencia elemental involutoria
de primera especie, y viceversa, porque si partimos de la (4.5),
pueden reconstruirse, a menos de un inesencial factor comtn, los
coelicientes de la ccuacidn (4.8), con la tnica ndeterminacion
que de los coeficientes cpg, €15 queda tan sélo individualizada la
suma, o que por lo demds no tiene inconveniente porque el
complejo lineal (4.8) cs arbitrario dentro del haz que lo une
al complejo A

Cabe observar (independientemente de la consideracién de las
ecuaciones de Monge-Ampire) que la cuddrica Q lleva a re-
presentar los @3 [, que tienen, como sostén un dado E, median-
te los w3 pares de puntos de Q correspondientes a los 3 pares
de haces del sistema (g, ¢’s) gue integran las imdgenes de los
w3 f,; los dos puntos de cada par estdn situados sobre dos
gencratrices de la segunda familia conjugadas en la involucién
j. Lo mismo da decir que esos w3 F, se representan en Ej
en las =5 recias que unen los puntos de cada par: estas rectas
constituyen el rmismo complejo lineal A considerado rads arriba,
de modo que en definiiiva fenemos una representacion de los %2
E, de dado B, sostén en las reclas del complejo lineal A. Este
puede Hamarse el complejo lineal asociado al E sostén (o 2 la
recta g de FH,? imagen del E, sosién). Por lo tanto una ecua-
cién en derivadas parciales de sequndo orden define para cada By
una congruencia de rectas perteneciente al complejo lineal aso-
ciado (y a su ve: quada individudlizada por tal conjunto de con-
gruencias). El teorema anterior expresa que las ecuaciones de
Bonge-Ampére corresponden al caso algebraicamente mds sen-
cillo, os decir al caso en gue la mencionada congruencia es lineal.
Esto explica, desde el punto de vista adoptado, la situacion pri-

(%) Al restar micmbro a miembro las dos ecuaciones que expresan que la rec-
ta que une estos dos puntos pertcnece a la congruencia Jipeal C, se logra
(u-2) (U F) = 0. De anularse para u, U genéricos ¢l primer factor, resul-
taria Gnieamente el easo de exeepeion sefialado mas arriba: por esto puede de-

ducirge que subsiste la (4.3).
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vilegiada que corresponde a las ecuaciones de Monge-Ampére en-
tre las demés ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.

5.-Podemos ahora comprobar el teorema siguiente, el que
resuelve por completo la cuestién planteada al principio del pre-
sente trabajo.

Dada una ecuacidn de Monge-Ampére, es decir la corres-
pondiente figura A, ordenemos las rectas de la cuddrica de Klein
M2 en superficies regladas R, no degeneradas en planos, de ma-
nera tal que para cada punfo genérico P de cada generatriz ¢e-
nérica g de una reglada R el haz de las rectas tangente a R
en P tenga un haz conjugado el que esté igualmente integrado por
rectas tangentes a R. Las regladas R asi definidas son las imdge-
nes de las caracteristicas de la dada ecuacion de Monge-Ampére.

En el teorema enunciado hemos puesto la condicién que las
superficies regladas R no deben degenerar en planos. Con este
respecto cabe observar que, si tomamos una superficie reglada I
cuyas generatrices g estén en un plano = (del primer o segundo
sistema) de la cuddrica M, de Klein, y P es un punto gené-
rico de una generatriz g, el haz Px= —de acuerdo con lo obser-
vado en el n. 4 sobre las correspondencias elementales involuto-
rias de primera especie— coincide con su propio conjugado,
de modo pues que esa R cumpliria con la condicién geométri-
ca mediante la cual definimos las caracteristicas.

Para demostrar el teorema, observemos enseguida lo si-
guiente: si R es una superficie reglada en las condiciones reque-
ridas, debido a la propia definicién, los planos tangentes a R
en los puntos de una generatriz genérica ¢ tienen que estar en
el espacio ¢’y polar de g, de forma que g’; coincide con el S,
tangente a R a lo largo de ¢, o sea el espacio que une g con la
generairiz «infinitamente vecinas. Luego, si indicamos con d
el simbolo de diferenciacién relativo al desplazamiento de wuna
generairiz dentro de una superficie reglada R, y representamos
analiticamente estas generatrices de la manera a) del n. 2, te-
nemos como primera condicién necesaria la

dz=pdz + qdy, (6.1)

de acuerdo con la tultima parte del mismo n. 2.
Si adoptamos las (2.1) como coordenadas de un punto ge-
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nérico P de la generatriz g de la reglada R, el plano = tangente
ala R en P es el plano que une la g con el punto:

pie=mde—dy, pis=(dp+mdq)z-+g(mdz—dy), p;,=0,

5.2
pea=(dp+mdq)y-+p(dy—mdz), pss=0, ps=—(dp-+mdg). )

Al reemplazar los valores (5. 2) en la ecuacién (4.2) resulia
que el plano = esta cortado sobre g'; por el hiperplano (4.2)
para el cual

A= : (5.3)

Por lo tanto, si la ecuacion de Monge-Ampére a la cual nos
referimos es la (4.1), el haz Qx del sistema (g,9’s) conjugado
al haz Px se logra de las (4.3), (4.4) al reemplazar u, U por m
y el valor (5.3), de modo pues que X s el plano cortado sobre
g’s por el hiperplano (4.2) correspondiente al valor

. dp-+mdq

M mda—dy (5-4)

de X\, y Q es el punto (2.1) en el cual m estd reemplazado por

o (dy—mdz)p-+Nm(dp+mdq)®
~ (dy—mdz)b-+N(dp+mdg)®

(5.5)

donde he indicado con ©,v las formas diferenciales lineales

¢ =2(Km—L)(dp -+ mdg) — Mm(dy —mdz),
b =2(Hm—K)(dp +mdg) — M(dy —mdz).

La definicién de las regladas R se traduce ahora en la con-
dicién siguiente: tiene que subsistir, idénticamente con respecto
a m, la (5.3) en la cual se reemplacen m y \ respectivamente
por los valores n y p dados por las (5.5) y (5.4); es dec
tiene que ser idéniicamente con respecto a m:

[2m dqdz + dp dz — dq dy][(dy —mdz) O+ Nm(dp +mdq)®]+
t [r(dpds — dg dy) — 2dp dy][(dy —mde) b + N(dp+mdg)*}=0-
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Debido a que ¢, ¥ son polinomios cuadréticos en m, el.pri—
mer miembro es un polinomio de cuario grado en esta misma
variable. Al imponer que sea idénticamente nulo resulte}n. Cinco
condiciones: llamamos (T}) a la que se logra al escribir que
se anula el coeficiente de mh (h=0,1,.. L 4).

Pues bien, al desarrollar los calculos resulta lo siguiente. 5i
definimos tres formas diferenciales cuadraticas Jy, s, J3 por

Ji=—L(dpdz —dqdy) + 2K dpdy - Mdy? — Ndpe,
Jy=H(dpdx—dqdy) 4 2K dg da + Mdz® — Ndge,
Js=Mdzdy+ Ldgdz+Hdpdy+ Ndpdg,

las condiciones (7)) pueden escribirse de la forma siguiente:

dpdyJ, =0, : (To)
(dpde—dqdy) J,+2dpdyJ,=0, (T}
(dpdz—dgdy) J,=0, , (T2)
(dpde—dqdy) J,—2dqdz J, =0, (T)
dqdzJ,=0. ‘ (Ty)

Una discusién casi inmediata permite reducir este sistema de
condiciones a las

Ji=0, J,=0, J;=0 (5.6)

a menos que sea dr=dy=0, o bien dp=dq=0. Pues bien, las
dz=dy=0y dp=dq=0 tienen que ser descartadas debido a
que llevarian a superficies regladas degeneradas en planos de la
cuddrica de Klein del primero ¢ respectivamente segundo sis-
tema; de modo que en definitiva las superficies regladas consi-
deradas en el teorema quedan caracterizadas por el sistema (5. 6).

A este punto podria darse por acabada la demostracién, de-

bido a que el sistema (5.86) es equivalente al conjunto de con-
diciones resumidas en el anularse de la matriz
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Hdy+Ndq 2Kdy—Ndp L Mdy |
dz dy 0 —dp !
0 dz 1 —dg |

y este conjunto es apto a definir las caracteristicas (".

Sin embargo preferimos seguir transformando las (5. 6)
hasta llegar a la forma originaria de las ecuaciones diferenciales
de las caracteristicas como se encuentra en las Lecons sur Uinté-
gration des équations aux dérivées partielles de second ordre de
Goursat (8). Dichas ecuaciones son las siguientes, a las cuales
en cada caso queda sobreentendido que hay que agregar la (5,1):

Ndp 3-Lds L ddy =0 |Nd Zdr L h.dy =0
para N 4: 0 p’i T 1 p+ T Y s (I)
Ndg +\.de -+ Hdy = 0. |Ndq 4- hyde 4+ Hdy = 0.
para N=0, |dy—yp.d2 =0 f?y——mdxzo an
H==0 Hap 4 Hy.dq + Mz = 0 Hdp + Hy, dg  Mdr =0
para N = H =|ds =0, dy = 0, (D)
=L=0 2Kdp + Mdy =0 2Kdq + Mdz = 0.

Si N=0, H=0, L/-0, se lienen ecuaciones analogas a las
(II) mediante el intercambio de % con y y los demés que se
deducen del mismo. En las (I), (II) Xy, X, ¥ respectivamente Uy,
B, (%) son las raices de las ecuaciones cuadréticas en \, O res-
pectivamente j:

(*) Véase p. e. CoURANT-HILBERT: Methoden der mathematischen Physik II,
(1937), p. 344 (donde empero el signo de Mdy estd equivocado, a raiz de un
evidente error de imprenta).

(%) ed. 1896, t. I, cap. II, n? 22 y siguientes.

(°) En la obra citada de Goursat nuestras ., ., e indican en eambio otra
vez con Ay, hy. Ademds las (II) aparecen en Goursat en la forma un poco
distinta

!

dy——-:‘),l dz =0, dy—mda: =0 (II’)
Hydp+Ldg+ My ds =0 | Hysdp 4 Ldg4 My, do=0 '

Las dos formas son generalmente equivalentes, pero la adoptada en el tex-
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A2+ 2 K\ + HL — MN =0, (5.7)
Hy? —2 Kp 4 L=0. (5.8)

Para efectuar la transformacion de las (5.6) en los siste-
mas (I), (II), (III) interpreio dz, dy, dp, dg como’ coordena-
das proyectivas homogéneas de punto en un espacio auxiliario
de 3 dimensiones ©3. En @3 las tres ecuaciones J, =0, Jo=0,
J3=0 representan respectivamente fres cuidricas ®y, ©y, 0y (10),
de discriminantes L4, H4, (MN-—LH)2 Se trata de encontrar
la base del sistema lineal individualizado por las tres cuidricas,
con la advertencia que en el caso en que una o ambas las rec-
tas ey, ¢, representadas respectivamente por dz=dy=0, dp=
=dg=0 pertenezcan a tal base hay que excluirlas por las razo-
nes expuestas anteriormente. Llamaré B la base residua. En la
basqueda de B resulta Gtil acudir a la identidad, de comproba~
ci6n inmediata:

dqdzJ, —dpdyJ, + (dpdx —dgdy) J,=0. (5.9)

En lo siguiente podemos suponer que no sea N=H=L=0
0i M=H=L=0, debido a que en ambos estos casos se reconoce
de inmediato la equivalencia del sistema (5.6) con (III) o (D).
Por consiguiente, si N=0 (o si M =0) una de las dos fun-
cioness H, L puede suponerse no idénticamente nula: fijaremos
las ideas suponiendo en tal caso H-/=0. Cabe observar que, en
las hipétesis hechas, una por lo menos de las dos cuadricas
©,, @5 no estd degenerada, de modo que, con respecto a tal cui-
drica que llamaré 0, tiene sentido hablar de sus dos familias de
generairices (reales o no).

Las cuédricas w,, o, necesariamente distintas entre si, in-
dividualizan un haz ¢, de cuya base forman parte las dos rectas
T, Ty, representadas respectivamente por los dos sistemas

to tiene la ventaja de que no da lugar a casos de excepcién (los que en cam-
bio para las (II’) se Dresentan en el caso L = 0, en cuanto una por lo me-
nos de lag ecuaciones escritas en ol renglén inferior vieme a ser idéntica).

(**) Hay excepciones finicamente si una de las tres ecuaciones (5.6) se re-
duce a una identidad; esto ocurre tan sélo cuando la ecuacién de Monge-Am-
pére se reduce a 7 =0, 0 § — 0, 0 t =0; en estos casos el resultado se com-
prueba inmediatamente de manerz directa.
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de=Hdy+Ndq=0; dg=Hdp+Mdz=0;

cada uno de los cuales estd integrado por dos ecuaciones distin-
tas entre si y en nuestras hipétesis no idénticas. Si H+/-0, las
rectas ry, Iy son distintas entre si y alabeadas, y pertenecen por
consiguiente a una misma familia de generatrices de {); si H=0,
las dos rectas coinciden entre si y (debido a que w, se reduce
a un par de planos por ry=r,) a lo largo de  ry=ry las cui-
dricas no especializadas del haz ¢ son tangentes entre si. Por
consiguiente, en todos los casos, la base del haz ¢ queda coro-
pletada por un par de generatrices s;, s, distintas o no entre si,
pertenecientes a la familia opuesta de .

Las rectas ry, 75 pueden eventualmente pertenecer también a
la cudrica o, lo cual ocurre para r; cuando N==0y para ry
cuando M=0: sin embargo en estos casos ry=e; 0 respectiva-
mente r, =e¢,, de modo que ry, 7y nunca pueden ser componentes
de aquella parte de la base del sistema lineal (5.6) que llama-
mos f.

En cambio cada una de las dos rectas s;,s, perienece ne-
cesariamente a ®,, como se desprende de la identidad (5.9): la
conclusién no subsistiria tnicamente si a lo largo de esta recta
resultase dz=0, o dg=0, lo que puede excluirse debido a que
p- e. el plano dz=0 corta ®,, @, fuera de la recta ry, en dos
rectas que resultan distintas entre si. Ademas ninguna de las dos
rectas sy, s, puede reducirse a una de las ey, e, (porque si p. e.
e, pertenece a ,, resulta N=0, y entonces e;=Ty).

Concluimos por lo tanto que en las hipétesis hechas la base
B estd integrada por el par de rectas s, .Sy Para encontrar en
0, se representacién analitica, hay que tratar de Hevar por 1y
un plano

I, dz+1, (Hdy +Ndq)=0, (5.10)
tal que tenga comun con ®,, ®; Und misma recta, ademés de la
r,. Resulta de inmediato que eslo equivale a decir que el sistema
integrado por la (5.10) y las

1, dg+1, (Hdp+2Kdg+ M dz)-=0, (5.11)

1, dp—1, (M dy+ Ldq)=0, (5.12)
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se reduzca a menos de tres ecuaciones independientes, o también
que [, : 1, cumpla con

242K 1, + (HL—HMN) ,2=0. (5.13)
Por combinacién lineal de ias (5.10), (5.11), (5.12) se
iogra la
leNdp+1, Ldz— (I, +2K ) dy=0, (5.14)
la que para Vz/-0 es disiinta de (5. 10).
Luego, si N=~0, cada una de las dos rectas s;, s, pueda
representarse por el sistema (5.10), (5.14), siendo % =X una
; 2

de las dos' raices de (5.13), es decir de (5.7); el sisterna
logrado se transforma en el sistema (I).

Si en cambio N=0, puede suponerse H=-0, y se pasa a
las (II) representando cada una de las rectas $1, Sy por el sistema
(6.10) (5.11), y poniendo %:—Hp con lo cual la (5.13) se

2
transforma justamente en la (5.8).



