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La ecuacién de Cramaur representa el ejemplo més sencillo
de una amplia clase de ecuaciones diferenciales de primer orden
cuya integral general se obtiene muy facilmente cambiando la
derivada y’=p en una constante c.

Las propiedades de las ecuaciones de esta indole dependen
principalmente de la forma en que figura en la ecuacién la fun-
cion desconocida y. En vista de esto es mucho més coémodo,
tratando de las ecuaciones algebraicas con respecto a y, ordenar-
las segin las potencias de dicha variable y considerar en ade-
lante las ecuaciones de diferentes grados en y. La dependencia
del argumento z y de la derivada p puede ser indistintamente,
de cardcter algebraico o trascendente.

La dificultad principal del problema sobre la forma general
de las ecuaciones andlogas a las de CrarmauT consiste en una am-
bigiiedad que aparece como resultado de inversién de las fun-
ciones. A fin de evitar la influencia indeseable de la multiplici-
dad de funciones, convendremos en conservar en todos los casos
las mismas expresiones para las funciones multiformes, previa-
mente elegidas de una manera determinada. Con tal restriccion
podremos deducir, por ejemplo, de una igualdad

f(8) =1 (%) (1)
otra igualdad
E]_ = Ez.

suponiendo que f(£) es una funcion de £ y de otras variables
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que tienen los mismos valores en ambos miembros de la rela-
cibn (1).

Para que la restriccion acerca de las funciones inversas
multiformes no afecte la generalidad de los resultados, podrian
introducirse convenientemente variables auxiliares, representando
las funciones directas e inversas en una forma paramétrica.

§ 1. Sea

futn

1[y~fi (#5)]=0 (2

]:
una ecuacién diferencial de grado m y

Ty — £ (z,)1=0 (3)

j=t
su integral general que por hipétesis se deduce de la ecuacion,
suslituyendo en ella la derivada y por la constante arbitraria .

Los simbolos f; representan funciones uniformes o expresiones
determinadas de las multiformes.

En el caso mis general se puede suponer que

Y—fi(z.¢)=0
es la integral de la ecuacién
y—fau (2,y)=0,
que
y~Fa (@,¢)=0
es la integral de la ecuacién
Y=o (2.7) =0,

etc. ...
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A esta correlacion biunivoca entre las integrales y las ecua-
ciones, le corresponde una sustifucién

1,2 ....,m

Cbl’ CLZ’ R Cf’m,

en donde los numeros de la segunda fila son los mismos que
en la primera, colocados en un cierto orden.

Por el Algebra se sabe que cada sustitucion puede descom-
ponerse en ciclos cerrados. Gonforme a este resultado y cam-
biando convenientemente la enumeracién, vemos que la integral
general (3) y la ecuacién general (2) se descomponen en ciclos
cuyas componentes tienen respectivamente las formas

y=fi (@), y=fa(@.c), - ¥=la(2:0)

y=fo(zy), y=Ff(=¥) - y=h(Y)

siendo nxm.

Las componentes estdn situadas de tal manera que derivando
la primera relacion

y=rfi(z.¢)
y eliminando la constante ¢, se llega a la ecuacién
y=fu(=¥)
Cambiando en eclla ¥ en ¢, se obtiene la segunda relacion

y=1s (2.)

Una nueva derivacién y eliminacion de la constante conduce
a la ecuacién

y=1; (=)
Otro cambio de y' en ¢ nos da la tercera relacién

y="fs (@)
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Yy asi sucesivamente.
Reemplazando ¥’ por ¢ en la dltima ecuacién

y=fi(z.y)

volveremos a la primera relacién

y=1.(zc).
De lo expuesto se deduce que las ecuaciones diferenciales,

andlogas a las de Clairaut, algebraicas con respecto a y, y sus
integrales generales tienen forma de un ciclo

=1 (r=1fa) - (1) (4)

o bien se descomponen en varios factores de la misma especte.
Por consiguiente el problema general se reduce a la deter-

minacién de las funciones f, que dan origen a los ciclos de ler.
grado, de 2°. grado, etc. .
§ 2. Sea
y=ri(zc) (5)

la primera integral de un ciclo de grado n.
Derivéndola con respecto a z se obtienc

p=y=20 (0. (6)

Consideremos primero un caso especial més sencillo en que

el segundo miembro de la Gltima relacién depende solo de c,
es decir,

p=G(o).
La funcién f, tendra la forma

y=fi(z, ¢)=G(e) -z H(c). (7)
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Eliminando la constante ¢ resulta

y =f.(z, p) =ap+H[G(p)],

on donde el simbolo G~! representa una operacién inversa a la
operacion  G.

Sustituyendo en la ecuacién obtenida la derivada p por
una constante ¢ llegamos a la segunda integral del ciclo

y=falz, ) =ca+ H[G(0)]

Otra derivacidn nos da

JE!

/

=y =2 {(z,¢)=C.
p=Y on (. ¢)

La eliminacién de ¢ conduce a la ecuacién

y=f;(z, p)=2zp+H[G(p)}

y asi sucesivamente.
Por dltimo, tendremos

y=falw,0) =ea+ HIG()],
y=fa(@. ¢) =z + HGH()]

Comparando el resultado obtenido con la expresién (7) ve-
mos que

G(c)=e¢,

y por consiguiente todos los factores del ciclo (4) se hacen
iguales a

y—[ex +H(c)],

siendo H(c) una funcién arbitraria.
La ecuacion diferencial correspondiente pertenece al tipo de
CramrauT y tendrd la forma

[y—ay —H(y)I'=0.
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§ 3. Pasemos ahora al estudio del caso en que el segundo
miembro de la relacién (6) depende de z.
Despejando esta variable vamos a tener

z=9(p,c),

en donde ¢ representa una expresién determinada de la funcién
. 0
inversa a aé(:c, ¢) con respecto a z.

x

Introduciendo la expresién para z en la férmula (5) resulta

y=r(z.c)=flo(p. ¢); c]=¢(p, c).

De este modo la integral (5) queda representada en una for-
ma paraméirica mediante las relaciones

z=9(p,c), y=v(p,c), (7).

desempefiando p el papel del paréametro variable.

Si se resolviese la primera de las ecuaciones (T) con res-
pecto a p, se obtendria la expresién (6). Introduciendo ésta en
la segunda ecuacién del sisterna (T), volveriamos a la férmu-
la (5).

Despejando ¢ en la primera ecuacién del sistema (7) y
sustituyendo el resultado en la segunda ecuacién del mismo sis-
tema, obtendriamos

¥Y=fs(=. p),

lo que es la ecuacién diferencial correspondiente a la integral (5)
en virtud de la férmula (6).

Valiéndonos de la misma férmula (6) podemos establecer
una relaci6n entre las funciones ? Y ¥. En efecto, diferenciando el
sistema (7) resulta

Jy b
dz="% (5. o\ dp, dy"®
z OP(P c)dp, dy 0P(p, ¢)dp
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y ‘como
,_ Oy
pP=r= ox ’
entonces
ol ¢
P=%p (p,c) : Eﬁpw)
o bien
d9 op
op (p.c) ~P3, (psc)-

§ 4. Vamos a considerar ahora al pardmetro variable p
y a la constante arbitraria ¢ como nuevas variables independientes.

~ Conforme a lo expuesto, el sistema

z=o(p.c), y=¥(p.¢) (8)

de variables auxiliares p,c es equivalente al sistema

y="fi(z ) y=Ffa(z, p) 9

de ‘variables primitivas Y.
Las funciones ¢ y ¥ del sistema nuevo verifican a la con-
dicién

b de \
o PP 5 (P ) (10)
La funcién f; del sistema antiguo satisface a la igualdad

p=%§ (z, ).

Las férmulas (8) permiten ballar =,y conociendo p,¢.
Para el paso inverso serviran las formulas (9). Despejando ¢
en la primera de ellas y p en la segunda encontraremos p, .
conociendo @, y.- ' '
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La segunda integral del ciclo (4) y su respectiva ecuacién
diferencial, también pueden ser transformadas de una manera
andloga a la expuesta. En efecto, derivando la segunda integral

y=r:(z,¢)
e igualando a p el resultado, se obtiene
p= g{; (2, ¢).
Despejando « resulta

z=94(p, ©)-

La sustitucién de la expresién hallada en la integral nos
dara

y=1(z,¢c) =fa[P:(p. ¢); ¢]= ¥:(p, ¢).

El sistema

z=9s(p,c), y=¥i(p.c) (11)
en que
0%, 99y
o (p.c)=p ap (p. ) (12)

serd equivalente al sistema
y="fu(®. ), y=fs(zp) (13)
en que
ofs
P=5z (z,0).

Las relaciones (11) determinan , y en funcién de p,c.
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Despejando ¢, p en las ecuaciones (13) expresariamos estas va-
riables en funcién de z,y.

Continuando el proceso de transformacién podemos imaginar
todas las componentes del ciclo (4) reducidos a la nueva forma.

§ 5. En este parrafo ocupémonos mas detenidamente de los
ciclos de 20. grado que se cierran con la segunda componente,
siendo

fs(z, p) =f1(=. p)-

A fin de establecer las relaciones entre las funciones ¢, y
®1, ¥y supongamos que las variables @,y en las féormulas (11)
¥ (18) tienen los mismos valores que en las formulas (8) y (9)-

Las variables auxiliares p,¢ en los sistemas (11) y (13), ¥
en la ecuacion (12), tendréin, naturalmente, valores diferentes de
los que tenian en los sistemas (8) y (9), y en la ecuacién (10).
Designemos por p;,¢; respectivamente los valores de las varia-
bles p, ¢ en la segunda componente, conservando las letras p,¢
en la primera.

De tal manera vamos a tener para la 12. componente

{x=cp<p,0) ) {y=f1(w:6)
y=1b(p.¢) y=f:(2,p)

b do

3o =p - 14
3p (p.c) P 3 (p: ) (14)
y para la 22. componente

{ z = ¢y(p1 €1) { y=fs(%: ¢1)
y =%1(p1 1) y =f1(®: p1)

o 09
5;;1“ (pr€1) = P15—pjl (p1s€1)- (15)

Comparando las expresiones para Yy comprendidas en las
segundas columnas, llegamos a las igualdades
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film p1) =fi(=, ), fa(w,cy) =fa(=, p)

Teniendo en cuenta la restriccién a que hemos sometido
las funciones inversas tratando de la relacidn (1) en el prefacio,
resulta

PL=¢C Cy=Pp.

La comparacién de las expresiones que estin en las pri-
meras columnas nos da

{ ?1(p1, ¢y) = ¢1(c. p)=9(p, ¢)
b1(pss &) =b1(c. p) =v(p, ¢).

Ahora la igualdad (15) se convierte en
2 (1) =002 (5 o). (16)

Las relaciones (14) y (16) forman un sistema de ecua-
ciones diferenciales en derivadas parciales que nos permitird de-
terminar ficilmente la forma de las funciones Py .

§ 6. Para resolver el sistema obtenido en el parrafo ante-
rior se deriva la ecuacién (14) con respecto a e, ¥ la ecuacién
(16) con respecto p. Comparando luego, los resultados se tendri

dpoc (P.e)=p c_)};)_g (p.0)=¢ dpde (p:<),
de donde
8%
<p c)'()pdc <p’c)—-0'

Dejando a un lado la hipéiesis p=c¢ de que nos hemos ocu-
pado ya en el parrafo 2, llegamos a la relacién
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a9

2

P
—(p,¢)=0
opoe (p. ¢

cuya integracién nos da
z=q(p,c)=M(p)+N(c),
siendo M(p) y N(c) funciones arbitrarias.

Reemplazando este resultado en las férmulas (14) y (16)
vamos a fener

()ll? . ) C)lb _ ?
ap PO=RH@): o (o) =el ()
o integrando

y=(p, )= pM(p)dp+ [¢N'(¢)de.

Es evidente que a las expresiones obtenidas para & e Y
podrian agregarse constanies arbitrarias.

Si en el sistema

(2=M(p) +N(e)

1 y=[pM(p)dp+ [eN(c)de (17)

se elimina p, se llega a la primera integral

y="Fi(z c).

Eliminando ¢, obtenemos la ecuacion diferencial correspon-
diente ’

y=7(p)-

Permutando en estos resuliados p y© ¢ encontramos la
segunda integral y su respectiva ecuacién diferencial.
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La forma general de la ecuacién diferencial de 2°. grado
en y, cuya integral se deduce cambiando y’ en ¢, sera

[y —fu(z. y)]- [y —fo(2. ¥)]=0.

§ 7. Haremos algunos ejercicios que nos aclararan la teoria
expuesta. Sean, por ejemplo,

M =ip=i2, N=—_ic1,
siendo i=}—1.
El sistema (17) toma la forma
z=i(p12 — ¢ k)

y=—%fp—1/2dp—f— ~—;—fc‘1/2 de=—i (pi/2 — c1/2),

Despejando ¢/ en la primera ecuacién resulta

pl/ 2

elf? = ]
1t+izpl

Sustituyendo en la segunda

1/2
——i(pt2—_P S

Anélogamente, eliminando p

e o2

1—izgpl/2

1/2
C_ —cl/2 ) e .
Itigez 1—ixyc

y=—i(
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La ecuacion diferencial buscada sera

ay’
(r—g5597) 7= i) =
o bien

4

2z 2
Y Lyt z?y"?
1—}-xy 1§—x~

y2—
Finalmente

x2. y2Jzy(zy—2) .y + i =
Escribiendo aqui ¢ en vez de y' se llega a la integ;'al general

c2a? +cxy(zy—2) +y?=0.
Consideremos otro ejemplo. Sean
M 1 , N=arcsenc.
p

Las formulas (17) nos dan

1
L= -— -} arcsenc

p
dp cde N
DT e e TSI T ma— — 2.
y f f} e = ~Ilnp—yl—¢

De la primera relacion se deduce que
1
c=sen{z——) -
(==
Sustituyendo en la segunda

y=—Inp—cos (:z:—-%;) .
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La eliminacién de' p nos da

«

1.
T—arcsen ¢

p—_—

y=In(z —arcsen ¢) — J1— c2.

La ecuacién diferencial tendri la forma

[y+1ny’+cos (m—%—,—)] [y+ }/l—r;};;—ln ( —arcsen y') ]= 0.

Para obtener su integral general basta poner ¢ en vez de y’.

A fin de evitar valores imaginarios y ambigiiedad de signos
deben cumplirse las desigualdades

1A

1
—lgex+1 y *c“-f‘

Q],...;

KIS
——=<z
5=

T
-~ 2
§ 8. Si los simbolos M y N en las férmulas (17) se ha-

cen iguales, es decir, representan la misma operacién, el sistema
se convierte en

2= M(p) +M(c)

y=[pM(p)dp+ feh(e) de. 8

y los resultados de eliminacién de p y de ¢ tendran la misma
forma -

y=f(®.c) e y=f(=p).

Ambos factores de que se compone en el caso considerado
el ciclo (4) se hacen iguales, convirtiéndose éste en el cuadrado
de una sola componente de ler. grado.

Por un procedimiento anélogo al expuesto en el péarrafo 5
se puede demostrar que la identidad de los simbolos M y N,
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suficiente para que los resultados de la eliminacién tengan la

misma forma, es también necesaria, una vez que las funciones
jnversas estan uniformadas. De suerte que la ecuacién hallada

y=1(y)
es una ecuacidon general de ler. grado con la integral de la

misma Fforma, salvo el caso excepcional considerado en el pé-
rrafo 2.

En conclusién hagamos constar que, como antes, en los
segundos miembros de las formulas (18) pueden afiadirse cons-
tantes arbifrarias.

Tomemos un ejemplo, haciendo
M = ap,

en donde, a, es una constante.
Por las formulas (18) encontramos

a
o=a(pte), y=3 ()

La primera nos da

Recmplazando esta expresidn en la segunda resulta

a 2

y=§{ﬁ+(§—w)ﬂ=wﬂ—xp+%;

De manera que

22
y=o—ay +ay?

a

es la ecuacién diferencial pedida e
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z2
y=§a—cx +-ac?

su integral general.

He aqui ofro ejemplo:

Poniendo M =aln p, en donde «, es constante, y recordando
que a los segundos miembros de las férmulas (18) podrian
agregarse constantes arbitrarias, tendremos

T=0a (lnp+lnc+ln -%), y=u(p-+c),

siendo @, otra consiante.

De la primera férmula se deduce

~
. 2
c=-—e%
@ p

Sustituyendo en la segunda se obtiene

x

-3

y= ap—{—ae‘

==

Finalmente se llega a la siguiente ecuacién diferencial

z

ae *
; s
Y

y=oy'+

cuya integral general se deduce cambiando y’ en c.

§ 9. Dejando a un lado el problema mas dificil sobre la
forma general de las ecuaciones de 3er. grado que serd tema
de otro articulo, indiquemos un procedimiento particular que
nos permitird formar ecuaciones de cualquier grado con respecto
a y.
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Supongamos que la variable y es una funcién lineal de la
constante arbitraria ¢

y =7z ¢)=g(z) . c+h(e), (19)

siendo g(z) y h(z) funciones analiticas.
Derivando vamos a tener

y=g(x).c+k(z).

Despejando ¢ y sustituyendo el resultado en (19) se llega
a la ecuacion diferencial

y=tulor ) = Sy b = 5 )

)

cuya integral gemeral es (19).

La integral siguicnte tendrd la forma

y=ful ) = ;}% o+ [h(m) — L) @)

g(e)
Para abreviar las formulas designemos por el simbolo 8(g)
la operacion diferencial ﬁ;@_)_
g'(z)

La integral obtenida se convierte en
y="Fo(z,€) =gy(®) . ¢+ [h(®) —g:(2) - (@)}
siendo

g:(z) =¥(9) = ;—% :

Derivando esta integral, eliminando ¢ y cambia.ndo otra
vez y' en ¢, llegamos a la tercera integral, y asi sucesivamente.

Continuando el proceso vamos a fener la siguiente serie de
integrales
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fi(e,e)=g.c+h

fo(m.c)=gs.c+ (h—gilt) (20)
fs(z.¢)=gs.c+[h—gs(h —g:h")]

Fu(m0) =gy .o+ { h—gs [(F + i) — ga(h — g:b")]

..........................................
..............................

en donde
_ _9
g:=23(g) 7
9/9 99’
0=6 ) = — = ’ 4
92 =3 [2(g)] — 7w = | (21)
R 99(9*—99"
—5 ls[(q)]l = T
gs { [(9)]} (gg')’(g’2fgg")—99'(9'2_99”)

_ 9(9"—99'9")
94—9%9"*—99%9"+9%q'g"

........................................................................

Para que el ciclo (4) de integrales se cierre después de la
enésima componente es necesario y suficiente que

fara(2: €) = fi(z. c),

lo que nos conduce, ante todo, a la siguiente ecuacién diferencial
con respecto a la funcién g(z)

Gn=55...5 (g) =g. (22)

n

§ 10. Consideremos en primer lugar el caso particular en
que n=2,

Con auxilio de la segunda relacién del grupo (21) la ecua-
cién (22) toma la forma
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o simplificando
g*~99"=9" (23)

Adoptando {=g'(z) por variable independiente, tendremos
las siguientes férmulas de paso

dg d2q
tom 2 g, r__
9= 4z =3

€2

13
— (24
7 (24)
El simbolo ¢’ que figura en el segundo miembro de la

segunda férmula representa la derivada de la funcién ¢ relativa
al argumento i.

De esta manera la ecuacién diferencial (23) se reduce a dos
ecuaciones sucesivas de primer orden cuya integracién nos da

T

[+4
g=ae"—aq,

siendo a y o constantes arbitrarias distintas de 0.
Para g, tendremos

Comparando las expresiones (20) para filze) ¥ fs(m.0)
que en el caso considerado son iguales y recordando que g»=¢
llegamos a la ecuacién para h

h—h—g (K —gih").

Simplificando resulta

1Y =‘glh”’
. g
y como g; es igual a ra entonces

h” _ ;q—t_ .
h g
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La sustitucién de g por su expresién anteriormente hallada
y las integraciones sucesivas nos dan

x

h=—abe—“— + bz +8,

en donde b y B son constantes de integracién.
Ahora podemos calcular sin dificultad la expresion

x

h—aglh’=a2%e_;—l— (bx + B) — 2ba.

Introduciendo todos estos resultados en la primera y en la
segunda férmula del grupo (20) tendremos

fu(@ €)= (aea—0) . c—abew + (ba +B),
z z

fl@ )=~ (e *—a).ctar Lo w1 (bt g) 20,

De conformidad con los calculos efectuados, la ecuacién
general de 2°. grado con respecto a y e y’ sera

&

z
- b
[y (s “—a).y—a22e” € — (b4 B) 4 2ba].

z z

Jy— (ae?—d) y’+abe?~ (bx+B)]=0.

La integral respectiva se obtiene cambiando y’ en .

En conclusién, hagamos constar que la ecuacién hallada po-
drfa también deducirse de las férmulas generales (17) haciendo
en ellas

M:h’l (p—b), N=~ln (c~b),

Y agregando a los segundos miembros constantes convenientemente
elegidas. De esta manera se tendrian
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z=o[ln> +In (p—b) ~In (c—b)}
y:(B—ba)-{—a(p-c)-}—ba:.

§ 11. Pasemos al estudio del caso: n=3.
En tal ocasion la ecuacién diferencial (22) se convierte en

g =08(g) =9
o con auxilio de la tercera relacion del grupo (21)

- _ 9lg-g99")
g'*—q29"2—g9%9"+9%9'q

o vg'
Simplificando resulta

gt— 929" — 999" +9°9'9" =9* — 999"

A fin de disminuir el orden tomemos, como antes, t=g(x)
por argurnento. Afiadiendo a las formulas de paso (24) la ex-
presion para la tercera derivada

w d3q t ’ !
g =—d§=§’5(g —~1g")

y efectuando el cambio de variable en la ecuacién obtenida.
vamos a tener

£2q2 Bg  12g% , t2q
9 L9, P (g igy—r——]
g° 9 g g

tH—

o simplificando

(1 —f).ggr—t(1—1).g%=1.9°¢";

en donde las derivadas son relativas a t.
Otro cambio de variable con auxilio de las relaciones
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at at dt

P— ~
z 1 z » o _,]j"“{_ e 2

4
g=¢ s =€ » g
permite disminuir una vez mdis el orden, llegando a la ecuacion

diferencial de AszL

z= (=) a0

que no pertenece a los tipos que se reducen a cuadraturas, ni
admite integrales particulares algebraicas.

Por mayor razén no podemos fener esperanza de llegar a
las ecuaciones integrables en los casos de ser n>3.

§ 12. A pesar del resultado negativo del parrafo anterior.
se pueden formar ecuaciones diferenciales andlogas a las de Crar-
rauTy de cualquier grado en y valiéndose de la integral particular

g=z—Fk,

siendo k constante, integral que verifica a la ecuacién (22) para
todos los valores enteros positivos de n.
En efecto, en tal ocasién encontramos

gi=92=~-- =gn=x-—k

Y por consiguiente

fi@. ¢)=g.c+h=c. (z—k)+h,
fol@ ) =gi-c+(h—gh)=c. (s—k) +[h— (z—F) . K]

Introduciendo nuevas variables bajo las condiciones

z—k=en, h=(z—Fk)v, (25)
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tendrernos

dh dv
e T QY e @

do du
De suerte que

dv

h—(a;—-—k) .h'=h—(z—k) (—ld%r——(x —k). ¥
: 7]

y las relaciones (21) reciben la forma

1@ 0) = (=) (c9), ol )= (@—H) (c+7)
4o (@0 0) = (a— F) (407, s Fasa(@ ) = (=) (e+0),

en donde las derivadas v/, v”, ..., v(") se toman con respecto a u.

Suponiendo que el ciclo (4) consta de n factores, vamos
a tener

fapa(z, €) =fi(2. ),
es decir,
(z—k) (c+ v)=(z—k) (c+ o),
lo que nos conduco a la siguiente ecuacion diferencial para v
oM =v.

Su integral general es

ue ug #e -l
v=keet+le -+ Tpe  +...+ k,_.e .

siendo kg, kg, ... Koy constanies de integracién y

o . on
£=sCOS - -1 Sen—
n n

raiz primitiva de la unidad de enésimo grado.
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Volviendo a las variables antiguas mediante las relaciones
(25) encontramos

5

h=ky+(z—k) . [ley(x —E) " +ho(o—k) +

an-l
50y

+ot b (o —F) ]

Una vez hallada la funcién h, sin dificultad calculamos la
primera y la segunda integrales

y=F(z.c)=ky+ (z—k) [+ k(=) Fhy(x—Fk) ~° +
_En-l_.
otk (2 =k

y=fe(z &) =ko+ (x—k) . [c+Te(a—1)  +he2(m— k) 4+
_En-li

SRS S C I e

Observando que la segunda integral se deduce de la pri-
mera multiplicando los coeficientes ki ke oo, kn, por las
potencias sucesivas ¢, &2, ..., en~1 podemos escribir las expre-
siones para las demés integrales por analogfa, sin ningan calculo.

Multiplicando los resultados, llegamos a la integral general
y cambiando luego, ¢ en ¥, a la ecuacién buscada que tendra

la forma
feng —t —g?
O i (y—ky)—(z—Fk). [y +Eei(@—k) +Ekeu(z—k) " +
=0
ool s (DI — ) ..en-l] =0,

siendo arbitrarios los coeficientes

b, keoy Eyy kegy ooy B, Ky
Conforme a lo expuesto en el parrafo 1 un producto de
varios ciclos del tipo indicado, también conduce a una ecuacién
diferencial andloga a las de Cramaur.
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§ 13. Consideremos algunos casos particulares. Si n=3, las
ecuaciones componentes seran

(y—ho)— (@ —k) .y = (o —8) Ty (o =1) by (o) "]

(y—lie) = (@ =) .5 = (k) . [rss(o— k) 4 st =) ]
(y—lkg) — (@ —F) . ¥ = (5— 1) . [Rys2(m— ) "+ kgt (= B) "]

en donde

a-——--]é— —‘—lV3) 2= —(— -——zv3)

t~o| —

Reconcentrando todos los términos en los primeros miem-
bros y multiplicando, luego, los resultados, se llega a una ecua-
cion de 8er. grado.

Si, a fin de obtener la ecuacién con coeficientes reales y
de una forma més sencilla, se hacen, por ejemplo,

se obtiene la siguiente ecuacién ctbica
_ o
(y—zy’)3—382z3. (y—=y) =2tz cos (E}/ZS In x) .

En el caso de que sea n=4 las componentes seran

ko) —(z—k =
b=ho) <(:c——)lc) [ (m—k)“‘i—{—kg(x-—k)-{—ks (x—k)H]

(y—ko)—(z—Fk).¥'=

(z— ) [

k, a:— =
= )) [y (= ) - Feg(m—Fe) — By (& — F)¥]

ko z—k = .
b=k <(m-—>k) [k i(z—k)™ l—kg(x—k)+k3i(a:—k)+’].

i(m— k)i —ley(o — k) — kg (3= R)¥]
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Poniendo

1
b=ky=k,=0 y 7:1::/:3::‘),

-

resulta la ecuacion bicuadrada mas sencilla

(y—=my' )t —a2(y— zy' )% - ixi [sen (21In )]t =0.



