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Resumen

En este trabajo presentamos un procedimiento secuencial de decision en el cual se obtiene una ordenacién
colectiva de alternativas a partir de las preferencias individuales, teniendo en cuenta las aportaciones al
consenso de cada uno de los miembros del grupo. En un primer paso, se determinan las distancias entre
las preferencias individuales y la preferencia colectiva correspondiente a la regla de Borda. A partir de
estas distancias, se obtiene una medida del grado de consenso existente en cada subconjunto de votantes y
asignamos un peso a cada uno de ellos, correspondiente a su contribucién marginal al consenso, de forma que
aquellos votantes que contribuyan negativamente al consenso son eliminados del grupo. A continuacién se
reitera el proceso hasta conseguir que todos los miembros del grupo contribuyan positivamente al consenso.
Llegado este momento, se ponderan las opiniones de los votantes por los pesos correspondientes y se genera
una ordenacién colectiva de alternativas a través de una regla de Borda ponderada. Una vez introducido
el procedimiento, se analizan algunas de sus propiedades.
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Abstract

In this paper we introduce a sequential decision procedure that provides a collective ranking of alternatives
from a set of individual preferences. This decision procedure takes into account the contributions to the
consensus of each member of the group. In the first stage we consider the collective preference provided
by the Borda rule and the distances between individual and collective preferences. Taking into account
these distances, we measure the agreement in each subset of voters, and a weight is assigned to each
voter: his/her marginal contribution to the agreement. Those individuals which negatively contribute to
the consensus are expelled of the group. Then we re-initiate the decision procedure until all the individuals
positively contribute to the consensus. Subsequently, we apply a weighted Borda rule where the opinions
of each voter are multiplied by his/her weight which generates the final collective preference. We analyze
some features of this decision procedure.

Key Words: Collective decision making, Consensus, Borda rule.

1. Introduccion

Cuando un grupo de votantes muestra sus preferencias sobre un conjunto de alternativas,
resulta interesante conocer el grado de acuerdo existente entre los miembros del grupo
y en cada uno de los subgrupos que puedan formar. En este trabajo consideramos que
los votantes ordenan las alternativas mediante predrdenes completos y que la preferencia
colectiva viene dada mediante la regla de Borda [3], la cual genera un nuevo preorden
completo que representa las preferencias de los agentes.



Existen poderosos argumentos a favor de la regla de Borda (algunos de ellos pueden en-
contrarse en Dummett [8, 9], Saari [16] y Young [19]), asi como algunas caracterizaciones
axiomaticas de la misma (véanse Gardenfors [12], Young [18] y Fine y Fine [11]). Aqui nos
interesa resaltar que la regla de Borda realiza un papel similar al que tiene la media
aritmética cuando se trata de obtener un valor representativo de un conjunto de nimeros
reales. De hecho, la posiciéon que obtiene una alternativa dentro del preorden completo ge-
nerado por la regla de Borda corresponde a la media aritmética de las posiciones asignadas
por los votantes a dicha alternativa en sus preferencias individuales.

Inicialmente, la regla de Borda [3] consideraba la hipdtesis de que las preferencias indi-
viduales eran érdenes lineales. Sin embargo, existen extensiones de la regla de Borda a
preérdenes completos (véanse Black [2], Gérdenfors [12] y Young [18], entre otros). No-
sotros consideraremos una generalizaciéon de la regla de Borda utilizada por Smith [17],
Black [2] y Cook y Seiford [7], en la cual las alternativas indiferentes obtienen la puntua-
cién promedio (en nuestro enfoque, la posicién promedio) de las que conseguirian las de
su clase de equivalencia si se linealizara el preorden completo inicial.

Con objeto de tener un marco para establecer el grado de acuerdo existente en cada grupo
de votantes, hemos introducido un concepto general de medida de consenso, el cual guarda
relacién con el dado por Bosch [4]. Dentro de este marco, hemos realizado una propuesta
concreta de medida de consenso que tiene en cuenta la distancia entre las preferencias
individuales y la preferencia colectiva generada por la regla de Borda. La distancia utilizada
esta basada en la distancia euclidea entre aquellos vectores que representan las posiciones
de las alternativas en los correspondientes preérdenes completos.

A partir de las distancias entre las preferencias individuales y la preferencia colectiva
obtenida mediante la regla de Borda, hemos asignado un peso a cada votante en funcién
de su contribucién marginal al consenso y hemos introducido una regla de Borda ponderada
que multiplica la posicién original de las alternativas por el correspondiente peso asociado a
cada votante. Este nuevo sistema de votacion penaliza a aquellos votantes cuyas opiniones
difieren considerablemente de la opinién media. Con ello, priorizamos la opinién de los
votantes en funcién de su contribucién al consenso (véase Cook, Kress y Seiford [5]).

Conviene senialar que el término consenso tiene diferentes significados en la literatura.
Uno de ellos hace referencia a un procedimiento iterativo de decisién colectiva en el que
los votantes han de modificar sus preferencias con el objetivo de llegar al maximo acuerdo
posible. Habitualmente, existe la figura de un moderador que orienta a los votantes sobre
como cambiar sus preferencias para intentar conseguir el mejor acuerdo posible (véanse,
por ejemplo, Zadrozny [20] y Eklund, Rusinowska y de Swart [10]).

Nuestra propuesta consiste en proporcionar un procedimiento secuencial de decisién colec-
tiva que prime en cada momento a aquellos votantes cuyas opiniones estén mas cercanas a
la opinién colectiva generada por la regla de Borda. En primer lugar, los votantes muestran
sus preferencias (preérdenes completos) y se determina la preferencia colectiva a través de
la regla de Borda. A continuacién se calcula la contribucién marginal al consenso de cada
votante y se eliminan las opiniones de aquellos votantes cuya contribucién al consenso



sea negativa. Se reinicia el proceso de forma iterativa hasta disponer de un subconjunto
de votantes en el que todos contribuyan positivamente al consenso. Una vez conseguido
tal subconjunto, se utilizan los correspondientes indices de de contribucién marginal al
consenso para ponderar las opiniones individuales. La regla de Borda ponderada propor-
ciona la ordenacién final de las alternativas. Hay que destacar que los votantes expresan
su opinién una unica vez, por lo que no pueden modificarla una vez iniciado el proceso.

La organizacion del trabajo es la siguiente. En la Seccién 2 introducimos la notacién y las
principales nociones que utilizaremos a lo largo del trabajo. En la Seccién 3 presentamos
un concepto general de medida del consenso, asi como una medida particular basada en la
regla de Borda y la distancia euclidea. También introducimos la contribucién marginal al
consenso de cada votante y una nueva regla de Borda ponderada, en la cual las opiniones
individuales quedan afectadas por sus contribuciones marginales al consenso. La Seccién 4
contiene el procedimiento recursivo de decisién colectiva, algunos ejemplos y las futuras
lineas de investigacion.

2. Preliminares

Sea V = {v1,...,un} (m > 3) un conjunto de votantes que muestran sus preferencias
sobre un conjunto de alternativas X = {x1,...,2,} (n > 3). Con P(V) se denotard el
conjunto potencia de V' (es decir, I € P(V) & I C V), con L(X) el conjunto de
6rdenes lineales sobre X (relaciones binarias sobre X que son reflexivas, antisimétricas y
transitivas), y con W (X) el conjunto de preérdenes completos sobre X (relaciones binarias
sobre X que son completas y transitivas). Un perfil de preferencias individuales es un vector
R = (Ri,...,Ry).Dado R € W(X), el inverso de R es el preorden completo R~! definido
por z; R~! xj < xj Rx;, para cualesquiera z;,2; € X. Con |I| denotaremos el cardinal
de 1.

2.1. Codificacion

A continuacién introducimos un sistema de codificaciéon de 6rdenes lineales y predrdenes
completos mediante vectores que representan las posiciones relativas de las alternativas.
Procedimientos similares a los aqui expuestos han sido utilizados en la generalizacién de
reglas de puntuacién (scoring rules) de su concepcién original sobre érdenes lineales al
caso de predrdenes completos (véanse Smith [17], Black [2] y Cook y Seiford [7], entre
otros).

2.1.1. Ordenes lineales

Dado un perfil de érdenes lineales (Ry,...,R;) € L(X)™, consideramos la aplicacién
0; : X — {1,...,n} que muestra la posicién que ocupa cada alternativa en la opini6én del



votante v;, es decir, o;(z;) es la posicién de la alternativa x; en R;. Por tanto, el vector
(0i(x1),...,0i(zn)) € {1,...,n}" determina el orden lineal subyacente. En consecuencia,
existe una equivalencia entre L(X) y las permutaciones en {1,...,n}. Asi, para n = 4,
el vector (3,1,4,2) denota que x; ocupa la tercera posicién, xo la primera, z3 la cuarta y
x4 la segunda.

2.1.2. Predérdenes completos

Para el caso de predérdenes completos no existe un unico procedimiento de codificacion.
Nosotros proponemos uno que corresponde a linealizar el preorden completo y repar-
tir las posiciones dentro de un mismo estrato (clase de equivalencia) mediante la media
aritmética. Consideremos el siguiente ejemplo, donde se ordenan 7 alternativas mediante el
siguiente preorden completo (a la derecha se consigna un orden lineal asociado al preorden
completo):

Z2

x3

Zs

i — Tz

oo N
L6 4

Z2 I3 Ts

x7

T
Tomando la media aritmética de las posiciones que ocupan las alternativas de la misma
clase de equivalencia en el orden lineal asociado, obtenemos la siguiente codificacién:

1+2+3
0i(22) = 0i(x3) = 0i(w5) = ———— =2 o0i(x1) =4
5+6
0i(z4) = 05(w7) = % =55; 0i(zg) =T.

De esta forma, el preorden completo queda codificado mediante el vector
(4,2, 2,5,5,2,7,55).

Basandonos en esta idea, podemos introducir una aplicacién que nos permita codificar
preérdenes completos. Sea (R, ..., R,;) € W(X)™ un perfil de preérdenes completos. La
aplicacién

0;: X —{1,15,2,25,...,n—0,5,n}
asigna la posicién relativa de cada alternativa para el votante v;, es decir, o0;(z;) representa
la posicién relativa de la alternativa x; en R;. Teniendo en cuenta

n
j=1

n(n+1)
2 b)

definimos

Ny =L (t1,... ty) €{1,15,2,25,...,n— 0,5, n}"

= n(n+1)
Y=
‘ 2
J=1



Andlogamente, dado un vector (t1,...,t,) € N,, éste define de manera univoca un preor-
den completo R de la siguiente forma: z; Rz < t; < t;. Por ejemplo, para n = 4,
el vector (4, 1, 2,5, 2,5) indica que x; ocupa la ultima posicién, zo la primera y z3 y x4
posiciones intermedias con empate entre ellas.

2.2. Preferencia colectiva

Dado un perfil de preérdenes completos (Ry, ..., Ry) € W(X)™, consideramos la aplica-
cién o* : X — Q definida por
o1(x5) + -+ + om(x;)

0" (z;) = - ;

que asigna la posicién media que ocupa cada alternativa. Conviene destacar que el preorden
completo R* definido por
zj Rz & o' (xj) < o*(zk)

corresponde a la regla de Borda.

2.3. Distancias

Consideremos la distancia euclidea d : R™ x R® — R, definida por

A partir de ella, introducimos una distancia en el conjunto de preérdenes completos.

Definicién 2.1 La aplicacién d: W(X) x W(X) — R definida por

d(Rl,Rg) = d((Ol(xl),...,Ol(xn)),(Og(xl),...,Og(xn)))

n

(o1(z)) — 0a(x;))?,
1

J

para cualesquiera Rp, Ry € W(X), se denomina distancia euclidea entre preérdenes com-
pletos.

Ejemplo 2.2 Para ilustrar lo anterior, consideremos los siguientes preérdenes completos

sobre X = {xj,...,x7} correspondientes a tres votantes:
Ry Ry R
T2 I3 Ts 4l L4 T2
1 T7 i 3
T4 Ty T xIs
Zg r3 x5 Te Ty Te 7



Estos preérdenes completos quedan codificados de la siguiente maneras:

Ry = (01(z1), 01(22), 01(23), 01(24), 01(25), 01(w6), 01 (7)) = (4, 2, 2, 5,5, 2, 7, 5,5),
Ry = (02(21), 02(w2), 02(x3), 02(24), 02(x5), 02(w6), 02(x7)) = (1,5, 4, 6, 1,5, 6, 6, 3),
Rg = (03(.%’1),03(.%’2),03(.%’3),03(.%’4),03(.%’5),03(.%’6),03(.%'7)) = (2,5, 1, 2,5, 6, 4, 6, 6).

Entonces, la distancia euclidea entre ellos es:

d(R1, Ry) = d((4,2,2,5,5,2,7,5,5), (1,5,4,6,1,5,6,6,3)) = /65,5 = 8.,093,
d(Ry, R3) = d((4,2,2,5,5,2,7,5,5),(2,5,1,2,5,6,4,6,6)) = /9 =3,

J(R% R3) = d((1¢57 4,6,1,5,6,6, 3)7 (2757 1,2,5,6,4,6, 6)) = /05,0 =7.,449.
Hemos de destacar que la distancia méxima entre preérdenes completos sobre X se co-
rresponde con la distancia entre un orden lineal y su inverso. Por tanto,

d((1,2,3,4,5,6,7),(7,6,5,4,3,2,1)) = /112 = 10,583.

Mediante la regla de Borda, obtenemos la preferencia colectiva R*:

(O*(Cvl),O*($2),O*($3),O*($4),O*(.CU5),O*(CC6),O*(CC7)) =

(2,666, 2,333, 3,5, 4,333, 4, 6,333, 4,333).

Estos valores se corresponden con el orden lineal s, x1, x3, x5, T4, 7, Tg, €l cual queda
codificado por R* = (2,1,3,5,4,7,6).

Si procedemos a calcular las distancias entre los tres predrdenes completos iniciales y la
preferencia colectiva obtenida:

d(Ry, R*) = d((4,2,2,5,5,2,7,5,5),(2,1,3,5,4,7,6)) = /10,5 = 3,240,

d(Ra, R*) = d((1,5,4,6,1,5,6,6,3),(2,1,3,5,4,7,6)) = /44,5 = 6,670 ,

d(Rs, R*) = d((2,5,1,2,5,6,4,6,6),(2,1,3,5,4,7,6)) = /2,5 = 1,581 .

Por tanto, d(R3, R*) < d(Ry, R*) < d(R2, R*), es decir, la opinién del tercer votante es la
mas préxima a la preferencia colectiva.

Observacién 2.3 Hemos de sefialar que la utilizacién de diferentes métricas con el fin
de agregar preferencias individuales ha sido analizada por diferentes autores (véanse, por
ejemplo, Cook, Kress y Seiford [5] y Meskanen y Nurmi [15]). En 1959, Kemeny [13]
introdujo una distancia entre predérdenes completos y proporcioné una caracterizacion
axiomatica para dicha distancia. Ademads, Kemeny definié la preferencia colectiva como
aquélla que minimiza la suma de los cuadrados de las distancias con las preferencias indi-
viduales. La regla de Kemeny determina cudl es el orden que requiere el menor ntimero de



cambio de pares en las preferencias individuales para obtener dicho orden. En 1978, Cook
y Seiford [6] comprobaron que la métrica I! aplicada sobre el conjunto de érdenes lineales
es la tunica que satisface ciertos axiomas, y demostraron que el problema de encontrar
un orden lineal que minimize la distancia con las preferencias individuales (6rdenes linea-
les también) podia ser considerado como un problema de programacion lineal. En 1982,
Armstrong, Cook y Seiford [1] extendieron los resultados anteriores al caso de preérdenes
completos. Cook y Seiford [7] propusieron el método de la varianza minima en el caso de
que las preferencias individuales vengan dadas por preérdenes completos (para érdenes li-
neales su método coincide con la regla de Borda). Conviene senalar que los procedimientos
mencionados, basados en distancias, conllevan un elevado esfuerzo computacional.

3. Regla de Borda ponderada

En esta secciéon introducimos una regla de Borda modificada que resulta de ponderar
las opiniones de los votantes mediante indices que miden la contribucién al consenso de
cada uno de ellos. La opinién de aquellos votantes cuyas preferencias se encuentren mas
préximas a la media (obtenidas mediante la regla de Borda) tendréan un mayor peso que la
de aquéllos que estén mas alejados de la preferencia colectiva. Cabe sospechar que, desde
un punto de vista conductista, esto implicara que los votantes moderardan sus preferencias
para no resultar penalizados.

3.1. Medidas de consenso

Cuando un grupo de votantes muestra sus preferencias sobre un conjunto de alternativas
es claro que el maximo consenso se consigue cuando todas las opiniones son coincidentes.
Puesto que no es frecuente que exista unanimidad entre los votantes, resultaria interesante
disponer de alguna medida que indicara el grado de acuerdo existente en cada grupo
de votantes respecto de cada perfil de preferencias individuales. Dado que existen muy
diversas formas de llevar a cabo esta tarea, presentamos una nocién general de medida de
consenso, basada en el cumplimiento de varios axiomas, en el supuesto de que los votantes
muestren sus preferencias mediante preérdenes completos y que las posiciones que ocupe
cada una de las alternativas en las preferencias individuales sea relevante.

Con el fin de introducir la nocién de medida de consenso, serd necesaria la siguiente nota-
cion. Dados un perfl R = (Ry,...,Ry,) € W(X)™, una permutacién
7 {l,...,m} — {l,...,m} y 0 # I CV, denotaremos Ry = (Rr(1,..., Rrz1)) e
In = {vgu) | vi € I}, es decir, v; € Iy siy sélo si vy, € I. Dada una permutacién
o:{l,....,n} — {1,...,n}, denotaremos con R’ = (R{,...,R,) el perfil que resul-
ta de renombrar en R las alternativas de acuerdo con o, es decir, z; Ry x; siy sélo si
) para cualesquiera 7,j € {1,...,n} y k€ {l,...,m}.

To() R To(;

A continuacién introducimos una nocién de medida de consenso que guarda relacién con
la dada por Bosch [4].



Definicion 3.1 Una medida de consenso es una aplicacién
M W(X)" x P(V) — [0,1]

que satisface las siguientes condiciones:

1. Unanimidad. Para cualquier R € W(X)™ se verifica

M(R,V)=1 & Ri=-=R,.

2. Anonimato. Para cualesquiera permutacion =« : {1,...,m} — {1,...,m},
ReW((X)" y 0 #£1CV se verifica

M(R,I) = M(Ry, I).

3. Neutralidad. Para cualesquiera permutacion o : {1,...,n} — {1,...,n},
ReW((X)" y 0 #£1CV se verifica

M(R,I) = M(R’,I).
4. Reciprocidad. Para cualesquiera R € W(X)™ y 0 # I CV se verifica

M(R,I) = M(RL,1).

Los axiomas recién introducidos tienen un claro significado. Asi, el de unanimidad quiere
decir que el maximo consenso, 1, sélo se consigue cuando todas las preferencias individuales
coinciden. El anonimato refleja el hecho de que el consenso no depende de qué votantes
muestran sus preferencias sino de estas mismas. La neutralidad refleja un tratamiento
equitativo para las alternativas, de forma que el consenso no dependa del nombre de éstas.
Finalmente, el axioma de reciprocidad muestra que el consenso existente entre un grupo
de votantes es el mismo que el correspondiente al que hay cuando este grupo invierte sus
preferencias entre las alternativas.

Conviene destacar que Bosch [4] considera tnicamente perfiles de érdenes lineales y no
exige la condicién de reciprocidad en su definiciéon de medida de consenso. De hecho, la
reciprocidad sélo tiene sentido cuando son relevantes todas las posiciones de las alternativas
en cada una de las preferencias individuales. Por ejemplo, si las preferencias individuales se
agregan mediante la regla de pluralidad (vencen aquellas alternativas que obtienen mayor
nimero de primeras posiciones), entonces la unica informacién que interesa conocer para
determinar el consenso es la alternativa que ocupa la primera posicién en cada votante.

De acuerdo con Bosch [4], méximo consenso y minimo consenso (maximo disenso) no son
conceptos simétricos. Por este motivo no se determina cudndo la medida de consenso es
nula.

A continuacién proponemos una medida de consenso para perfiles de predrdenes completos,
bajo el supuesto de que todas las posiciones que ocupan las alternativas en cada preferencia



individual son relevantes. Estd basada en la regla de Borda, la cual genera la preferencia
colectiva (que también es un preorden completo) y la distancia euclidea entre preérdenes
completos (Definicién 2.1), gracias a la cual se compararén las preferencias individuales
con la colectiva.

Definicion 3.2 La medida de consenso de Borda es la aplicacién
Mp: W(X)" x P(V) — [0,1]

definida por
> d(Ri, RY)
v, €I

1] An ’
0, if =40,

siendo R* la preferencia colectiva obtenida mediante la regla de Borda y

Mp(R,I)={ 1- if 1#0,

A, = max{d(R;,R;) | R;,R; € W(X)}.

Conviene senalar que A, = d(R, R™!), para cada R € L(X). El Cuadro 1 muestra algunos
de los valores que toma A,,.

Cuadro 1: Algunos valores de A,

A,
V2 =1,414
V8 = 2,828

V20 = 4,472

V40 = 6,324

V70 = 8,366
V112 = 10,583
V168 = 12,961
V240 = 15,491
10 /330 = 18,165

© 00 O Ut W N3

Observacion 3.3 La utilizacién de la métrica euclidea en la Definicién 3.2 estd directa-
mente relacionada con el hecho de haber elegido la regla de Borda como método inicial
de agregacién de preferencias individuales. Tal como ha sido advertido anteriormente, la
regla de Borda proporciona un preoden completo que ordena las alternativas a través
de la media aritmética de las posiciones que ocupan las alternativas en las preferencias
individuales. Dado que la media aritmética minimiza la suma de las distancias a los valo-
res individuales respecto de la métrica euclidea, parece logico utilizar dicha métrica para
calcular las distancias entre las preferencias individuales y la colectiva.



Proposicion 3.4 Mp es una medida de consenso.

DEMOSTRACION: Una comprobacién rutinaria permite asegurar que Mp toma sus valo-
res en el intervalo [0, 1] y verifica los axiomas de unanimidad, anonimato, neutralidad y
reciprocidad. [ |

3.2. Contribucién marginal al consenso

A continuacién introducimos un indice que mide la contribucién marginal al consenso de
cada votante respecto de un perfil de preérdenes completos dado. Este indice se obtiene
al sumar las diferencias entre el consenso que hay entre cada grupo de votantes al que
pertenezca el votante en cuestién y el consenso que hay si tal votante deja de pertenecer
al grupo. Nétese que dicho indice es valido para cualquier medida de consenso.

Definiciéon 3.5 Dada una medida de consenso M, la contribucion marginal al consenso
del votante v; respecto de un perfil R € W(X)™ se define como:

wi= Y (MBI = M(R T\ {u1})).

IcvV

Obviamente, si v; ¢ I, entonces M(R,I)— M(R,I\{v;}) =0.Si w; > 0, diremos que el
votante v; contribuye positivamente al consenso; por el contrario, si w; < 0, diremos que
el votante v; contribuye negativamente al consenso.

A partir de ahora consideraremos siempre la media de consenso de Borda Mpg.

3.3. Reglas de Borda ponderadas

A continuacién introducimos una nueva clase de reglas de Borda ponderadas, a través
de la cual se determinard una preferencia colectiva que tiene en cuenta la contribucion
marginal al consenso de cada uno de los votantes.

Definicién 3.6 La regla de Borda ponderada asociada a w = (wy,...,wy,) € R™, RY,
se define como

zj R 2, & 0Y(xj) < o0"(xk),

donde () ()
w wy - 01(X5) + -+ W - O (T
0% (z;) = — =

Resulta inmediato comprobar que R" es siempre un preorden completo.
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Ejemplo 3.7 Consideremos el perfil sobre X = {z1,...,2z7} incluido en el Ejemplo 2.2:

Ry Ry Rs
T2 I3 Ts I T4 T2

€1 xrr o x3
T4 Ty X9 T5

Z6 r3 IT5 T T4 Te X7

Recordemos que aplicando la regla de Borda, obtenemos el orden lineal R*:
T2, T1, T3y T5, T4y T7, T6-

Las contribuciones marginales al consenso de cada uno de los votantes, vienen represen-
tadas por el vector w = (wy, w2, ws) = (0,805, —0,167, 1,275). Hemos de destacar que los
votantes primero y tercero tienen una contribucién marginal al consenso positiva, mientras
que la contribucion del segundo votante es negativa, lo cual proporcionara un efecto nega-
tivo sobre su eleccién al multiplicar las posiciones de las alternativas por —0,167. Ademas,
la opinién del tercer votante cuenta 1,275/0,805 = 1,583 veces més que la del primero.

A partir de la Definicién 3.6, la regla de Borda ponderada asociada a w nos proporciona
el orden lineal RY: xo, x3, x5, 1, T7, T4, Tg. S1 bien xo se mantiene como vencedora, se
producen ciertos cambios, como por ejemplo que z1 pasa de la segunda posicién a ocupar
la cuarta y z3 de la tercera a la segunda.

Dado que los valores negativos de w; pueden alterar de forma artificial el ordenamiento de
R™, tomaremos como vector de ponderaciéon w’ = (w},...,w},), donde w}, = max{w;,0}.

Ejemplo 3.8 Consideremos los ejemplos 2.2 y 3.7. En este caso, la regla de Borda ponde-
rada asociada a w’ = (w},w), wy) = (0,805, 0, 1,275), R™', nos proporciona el preorden
Z2, T3, T1, T5, T4 — T7, Te, donde x4 — x7 significa que las alternativas x4 y 7 empatan.
En este caso no se ha considerado la opinién del segundo votante y se han mantenido las
preferencias expresadas al inicio por el primer y el tercer votante. El preorden obtenido
en este caso es diferente al obtenido para R™.

3.4. Procedimiento secuencial

A partir de las ideas anteriores, proponemos un procedimiento secuencial en el cual se
determina un preorden completo final sobre el conjunto de alternativas a partir de las
opiniones facilitadas por los votantes. Este procedimiento consta de los siguientes pasos:

1. Dado un conjunto de votantes V = {v1,..., v} que muestran sus preferencias sobre
un conjunto de alternativas X = {x1,...,z,} mediante preérdenes completos, se
codifican sus opiniones a través de vectores que indican las posiciones relativas de
cada alternativa (2.1).
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2. Se agregan las posiciones que ocupan las alternativas en los predérdenes completos
individuales a través de la media aritmética para obtener el preorden completo co-
lectivo (2.2). Esto equivale a utilizar la regla de Borda extendida utilizada, entre
otros, por Smith [17].

3. Se calculan las distancias entre los vectores que representan las preferencias indivi-
duales y la colectiva. A partir de estas distancias se calcula la contribucién marginal
al consenso de cada uno de los votantes (Definicién 3.5): wq, ..., wp,.

a) Si w; > 0 para cualquier ¢ € {1,...,m}, entonces se ponderan las posiciones
que ocupan las alternativas por los indices w; correspondientes a los votantes y
se determina el preorden completo que representa la preferencia colectiva final
mediante la regla de Borda ponderada (Definicién 3.6).

b) En caso contrario, se eliminan aquellos votantes cuya contribucién marginal al
consenso sea negativa, reiniciando el procedimiento de decision para el resto de
votantes V' = {v; € V | w; > 0}.

Conviene destacar que la convergencia de este procedimiento esta garantizada, puesto que
en cada fase del proceso secuencial disminuye o se estabiliza el conjunto de votantes cuyas
opiniones son tenidas en cuenta.

3.5. Un ejemplo ilustrativo

Consideremos que el conjunto de votantes V = {v1, va, v3,v4,v5} ha ordenando el conjunto
de alternativas X = {x1,..., 27} mediante los 6rdenes lineales mostrados en el Cuadro 2.

Cuadro 2: Ordenes individuales

Ri Ry R3 Ry Rs

1 T2 T T Ty
T4 T Ze Ze Ze
T2 X7 X7 X5 T5
xs T4 X4 T4 z3
T7 T3 Z2 xs3 T4
Tg Tg X5 X7 €2
x5 x5 x3 Z2 x1

La relacién de preferencia colectiva generada por la regla de Borda puede obtenerse calcu-
lando la media aritmética de las posiciones que ocupan las alternativas en las preferencias
individuales, que viene representada por el vector:

(0*(1:1),0*(3:2),0*(3:3),0*(3:4),0*(3:5),0*(3:6),0*(3:7)) =(2,4,44,5, 3,8, 5,2, 3,6, 3,6).
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Estos valores se corresponden con el preorden completo:
X1, g — X7, L4, L2, L3, T5. (]‘)

A partir de de las opiniones individuales mostradas en el Cuadro 2 y el orden que representa

la preferencia colectiva (1), las contribuciones marginales al consenso son:
w! = (w],wl, wi, wi,wi) = (0,363, 0,363, 3,157, 0,175, —1,234). (2)

Puesto que la contribucién marginal al consenso del quinto votante es negativa, en el
siguiente paso su opinién no serd considerada. Tomando las columnas del Cuadro 2 co-
rrespondientes al nuevo conjunto de votantes V' = {1, va,v3,v4}, obtenemos el vector:

(07 (z1), 0"(x2), 0" (w3), 0" (w4), 0" (w5), 0" (w6), 0" (7)) =

(1,25, 4, 5,25, 3,5, 5,75, 4, 4,25).
Estos valores se corresponden con el preorden completo:
T1, T4, T2 — T6, T, T3, Ts. (3)

A partir de las preferencias de V' y la preferencia colectiva (3), la contribucién marginal
al consenso de los votantes considerados es ahora:

w? = (w}, w3, w3, wi) = (1,115, 0,453, 0,865, —0,119). (4)

De nuevo aparece un votante cuya contribuciéon marginal al consenso es negativa, por lo
9

que se procede a su eliminacion. Reiniciamos el proceso de decisién considerando el nuevo

conjunto de votantes V" = {v1,vs,v3}, para los cuales se obtiene el vector:

(0" (z1), 0"(x2), 0" (w3), 0" (24), 0" (w5), 0" (w6), 0" (7)) =

(1,333, 3, 5,333, 3,333, 6,666, 4,666, 3,666).
La regla de Borda nos proporciona el orden lineal:
Z1, T2, T4, T7, Te, L3, T5- (5)

Ahora consideramos las preferencias individuales de V" y la preferencia colectiva (5). En
este caso, las contribuciones marginales al consenso son:

w3 = (w}, w3, wd) = (0,826, 0,933, 0,298). (6)

Puesto que todas ellas son positivas, utilizamos la Definicién 3.6 para obtener la relacion
de preferencia colectiva generada por la regla de Borda ponderada asociada a w3, la cual
finaliza el proceso de decisiéon mediante el siguiente orden lineal:

Ty, T2, T4, 7, T3, T6, L5- (7>

Conviene destacar la significativa diferencia existente entre las preferencias colectivas ob-
tenidas en cada uno de los pasos del proceso de decisién: (1), (3), (5) y (7).
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Inicialmente, (1) senala el orden suministrado por la regla de Borda clasica (todas las
opiniones de los votantes tienen el mismo peso). Tomando este preorden completo como
referente de la opinién colectiva de todos los votantes, en (2) observamos que el quinto
votante contribuye negativamente el consenso. Después de su eliminacién, obtenemos el
nuevo orden (3) asi como los nuevos pesos en (4), los cuales son bien distintos a los
obtenidos en (2). La razén reside en que la opinién de vs distorsionaba sustancialmente
los calculos.

En la siguiente iteracién, hemos eliminado al votante v4 debido a su contribuciéon negativa
al consenso en el nuevo grupo de votantes V' = {vy,va,v3,v4}, se ha obtenido el nuevo
orden colectivo (5) y los nuevos pesos (6). Puesto que todos ellos son positivos, es el
momento de aplicar nuestra regla de Borda ponderada (Definicién 3.6), y asi obtenemos (7)
como resultado final.

Es importante destacar que la contribucién marginal al consenso varia en cada iteracién,
en funcién del nuevo orden colectivo obtenido por la regla de Borda. Por ejemplo, vs posee
la mayor contribucién marginal en (2), w%, = 3,157; sin embargo, este votante tiene su
menor contribucién marginal al consenso en (6), w3 = 0,298.

4. Conclusiones y futuras lineas de investigacion

En este trabajo hemos introducido una medida de consenso que permite conocer el grado de
acuerdo existente en cada grupo de votantes respecto de la preferencia colectiva obtenida
a través de la regla de Borda. A partir de esta medida hemos considerado la contribucién
marginal al consenso de cada votante y hemos introducido una regla de Borda ponderada
en la que las opiniones individuales son ponderadas por las correspondientes contribuciones
marginales al consenso. Esta regla se aplica una vez finalizado un proceso iterativo en el que
se van eliminando paulatinamente las opiniones de aquellos votantes que no contribuyen
al consenso.

Hemos de remarcar que la secuencialidad del procedimiento de decisién colectiva introdu-
cido no requiere de los votantes sucesivas manifestaciones de sus preferencias ni se solicita
de ellos que las modifiquen. De hecho los votantes s6lo han de mostrar sus preferencias
sobre las alternativas una sola vez, proporcionando un preorden completo, y es el proceso
recursivo el que se encarga de llevar a cabo la seleccién de votantes que aportan consenso
al grupo y de ponderar sus opiniones segtiin su contribucién marginal al consenso.

Esta claro que nuestro procedimiento de votacién tiene un efecto de moderacién en los
votantes, ya que si éstos conocen su funcionamiento intentardn mostrar opiniones no exce-
sivamente discrepantes, pues de lo contrario corren el riesgo de ser eliminados del proceso
o de ver penalizada su influencia en la preferencia colectiva que se trata de determinar.
Esto no ocurre con la regla de Borda ni con otros sistemas de votacién, en los cuales los
agentes pueden sentir la tentacién de mostrar preferencias muy discrepantes respecto de
la opinién mayoritaria con objeto de modificar artificialmente la preferencia colectiva.

14



Una pregunta natural que nos podemos plantear es si este nuevo sistema de votacién
mejora la regla de Borda original aportando nuevas caracteristicas dentro del ambito de
la Eleccion Social.

A continuacién llevamos a cabo un andlisis preliminar sobre dos importantes condiciones
a tener en cuenta, como son la eficiencia de Condorcet y la propiedad denominada no veto
power. Esta ultima significa que si x; es la alternativa mejor valorada para al menos m — 1
votantes (m > 3), entonces x; deberia ser la alternativa ganadora. La regla de Borda, como
es bien sabido, no cumple esta condicién. Por ejemplo (véase Maskin y Sjostrom [14]), si
se considera que un votante ordena las alternativas de forma que x2 es la primera y z; la
ultima, y el resto de los votantes ordenan x; en primer lugar y xo2 en la segunda posicién:
Ry =(n1,...), Ro=---= R, =(1,2,...). Si n > m, entonces x2 vence a x; por la
regla de Borda:

1+(m—1)-2<n+(m—1)~1
m m

o (x2) = = 0" (z1).

En cuanto a la eficiencia de Condorcet, una alternativa se dice que es vencedora de Condor-
cet si ésta vence al resto de las alternativas por mayoria simple (cuando dicha alternativa
se confronta por pares a cada una de las demads, ésta tiene en todos los casos mas votos
que las restantes). La regla de Borda, asi como otros muchos sistemas de votacién, no
dan como vencedora necesariamente a la alternativa vencedora de Condorcet (cuando esta
existe).

Ejemplo 4.1 Sea (Ry, Ry, R3) € L({x1,22,73,24})® el perfil de preferencias detallado
mas adelante. Dicho perfil, es un ejemplo simple de violacién de la condicién no veto
power por la regla de Borda. Ademads, x1 es la ganadora de Condorcet, mientras que o
vence a x1 aplicando la regla de Borda, R*. En cambio, si consideramos la regla de Borda
ponderada (Definicién 3.6) asociada al vector de contribuciones marginales al consenso,
en este caso w = (0,838, 0,838, 0,143), entonces esta regla, R", selecciona como ganadora
a x1, que es precisamente la alternativa vencedora de Condorcet.

Ri R, Rs3| R R"
1 xr1 o i) ]
Z2 T2 x3 I Z2
r3 T3 T4 | X3 X3
Ty T4 T1 | T4 T4

En este ejemplo, la alternativa vencedora de Condorcet gana a las restantes alternativas y,
ademads, no se viola la condicién no veto power. Conviene analizar si estas caracteristicas
pueden generalizarse o si el procedimiento secuencial introducido mejora la regla de Borda
original respecto a estas dos condiciones.

Nuestra propuesta considera la regla de Borda como procedimiento inicial de agregacion
de las preferencias individuales. Puesto que la regla de Borda ordena las alternativas
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considerando la media aritmética de sus posiciones y la media aritmética estd asociada
a la distancia euclidea, parece razonable extender nuestro procedimiento secuencial de
decisién colectiva a otros operadores de agregacién y sus posibles distancias asociadas (si
las tienen) u otras pertinentes.

Por otro lado, la regla de Borda es un caso particular de regla de puntuacién (scoring
rule), en donde cada votante asigna una determinada puntuacién a cada alternativa de
acuerdo con la posicién que ésta ocupe en sus preferencias. Una propuesta interesante a
estudiar consiste en generalizar nuestro procedimiento secuencial de decisién colectiva al
caso general de reglas de puntuacion. No obstante, conviene tener presente que la medida de
consenso definida en cada caso ha de ser coherente con la regla de puntuacién considerada.
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