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FORMAS DE DIRICHLET Y PROCESOS DE MARKOV

CARLOS FERNANDO MORA ESPINOSA (*)

RESUMEN. Lo que se pretende en este articulo es relacionar las formas de
Dirichlet y los procesos de Markov de manera analitica y probabilistica.
Se encuentran Procesos de Markov fuertes y movimientos Brownianos en
espacios de dimensién infinita a través de las formas de Dirichlet.
ABSTRACT. What is sought in this article is to relate the Dirichlet forms
and the Markov processes in an analytic and probabilistic way. Strong
Markov processes and Brownian movements are found in infinite dimen-
sional spaces by means of Dirichlet forms.
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1. INTRODUCCION

Las formas de Dirichlet son una herramienta muy til en el analisis estocéastico,
sobre todo cuando el espacio de estados es infinito dimensional. Una forma de
Dirichlet (£, D(€)) es un objeto analitico que puede servir para construir y
estudiar ciertos procesos de Markov. La teoria de las formas de Dirichlet y
los procesos de Markov esta basada en la interaccién de la teoria del analisis
funcional y de la probabilidad.

Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (u,v) con u,v € H y norma

u|| == (u,u)/?, para todo u € H

y sean D un subespacio lineal de H'y £ : D x D — R una aplicacion bilineal.

(*) Carlos Fernando Mora Espinosa, Departamento de Mateméticas Universidad Nacional
de Colombia, Bogota.
e-mail: cfmorae@unal.edu.co.
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Definimos la parte simétrica de £ por

. 1
E(u,v) = 5 [E(u,v) + E(v,u)], paratodo u,v € D.
Para « > 0 definimos
Ea(u,v) = E(u,v) + a(u,v), para todo u,v € D.

Si E(u,u) > 0 para todo u € D(E), entonces para a > 0 definimos una norma
sobre D de la siguiente manera:

lllo = Ea(u,u)'/? = Eq(u,u)'/>.

Definicién 1.1. Una forma bilineal £ : D(E) x D(E) — R con D(E) CH se
dice que es simétrica cerrada Si:

(i) D(€) es denso en H.

(ii) € es simétrica, es decir, £ = E.

(iii) &€ es cerrada, es decir, D(E) es completo con la norma || - ||1,

Definicién 1.2. Una forma bilineal £ : D(E) x D(E) — R con D(E) CH se
dice que es coerciva cerrada Si:

(i) D(E) es denso en H.

(i) € es una forma simétrica cerrada.

(iii) & satisface la condicidn sector débil, es decir, existe una constante k > 0

tal que
|E1(u,v)| < El|lullil|vlli  para todo u,v € D(E).
Ejemplo 1.3. Sead >3, E := U C R? abierto m = dx la medida de Lebesque

en U, a;; € C3°(U) (el conjunto de todas la funciones infinitamente diferen-

ciables sobre U con soporte compacto), A = (a;j) con a;; = aj;. Definamos

d

Oou 0

Ealu,v) = E /6;8—;@“ dx  wu,v € CFU), aijeLl.
i i—=1 [ J

Supongamos que se tienen las siguientes condiciones:

(i) Eziste r € (0,00) tal que
d

> aiiGi¢ = rllClEa para todo ¢ = (G, ,¢n) € RY

ij=1
(ii) Eziste M € (0,+00) tal que

laij| < M para todo 1 < 4,5 < d.
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(Ea,D(E4)) es una forma coerciva cerrada, en efecto, obsérvese que

d d
ov

j=1

N

——a;j
8£Cj =1 8%2

Ealu,v) = Xd:/

d

ov
d

ov
d

ov

ij=1

ou O
(9!1,'1' axj

aij dx

1/2
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por lo tanto

j=1 i=1
1/2 1/2
d 2 2
ov ou
< 7
<dM /Z(a;:;) da (/Z(ax) dx)
j=1 =1
1/2 1/2
d 2 2
ov ou

dM
< TEA(u,u)l/QEA(v, )12

de esta manera (E4,D(E4)) es coerciva cerrada.

2. FORMAS DE DIRICHLET

Consideremos un espacio topoldgico de Hausdorff E, B(FE) la o-dlgebra de
Borel sobre E, m una medida o-finita sobre el espacio medible (E,B(E)) y
supongamos que H := L?(E,B(E), m), es decir, H es el conjunto de las fun-
ciones B(E)-medibles de cuadrado integrable respecto de la medidad m.

Denotaremos por

uVv:=sup(u,v), uAv:=inf(u,v), u":=uVv0, u :=—(uA0).

Definicién 2.1. Una forma coerciva cerrada (€, D(E)) sobre L*(E,m) se dice
que es una forma de Dirichlet si para todo u € D(E) se tiene que:

(i) ut Al e D(E),

(i) E(u+ut Al,u—ut A1) >0,
(iii) E(u—ut Al,u+ut A1) >0.

Definicién 2.2. Se dice que una funcionT : R — R es una contraccion normal
st T(0) =0y |T(s) — T(t)] < |s—t| para todo s,t € R.

Teorema 2.3. Sea (£,D(£)) una forma simétrica cerrada sobre L?(E,m).

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) (&,D(€)) es una forma de Dirichlet.
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(ii) Para cada u € D(E) y para cada € > 0 existe una aplicacion o : R —
[—¢, 1+¢€] tal que pc(t) =t para todot € [0,1], 0 < @e(t2) —pc(t1) < ta—t1
siempre que t1 < to, peou € D(E) yliminf._ o E(utpeou, uFpeou) > 0.

(iii) Para cada contraccion normal T : R — R, se tiene que T'(u) € D(E) y
E(T(u), T(u)) < E(u,u) para todo u € D(E).
(iv) Dadon € Ny T :R" — R tal que

n n
T@) <> lanl y 1T@) - T < Y o — wal
k=1 k=1

para todo x = (x1,x2, - ,Zyn), ¥y = (Y1,Y2, * ,Yn) € R™, entonces para
todo uy, -+ ,u, € D(E) se tiene que T(uy,- -+ ,un) € D(E) y

E(T(ula t 7un)7T(ula T 7un))1/2 < Zg<uk’uk)1/2'
k=1

Demostracion. Se puede encontrar en [10] pagina 80. O

Definicién 2.4. Para una medida positiva de Radon u, se define el soporte de
w como el conjunto cerrado mds pequenio F' para el cual |p|(F°) = 0, donde

|p| = ut + p=. Denotaremos el soporte de p por Supp(i).

Ejemplo 2.5. Sea I = (a,b) con —0o < a < b < +o0. Sean m y k medidas

positivas de Radon sobre I con Supp(m) = I. Sean
b
du(x) dv(z)
D(u,v) = [ L),
(u,v) . dr dw ©
FR .= {u e L*(I;m)NL*(I; k) : u es absolutamente continua y D(u,u) < oo}

Si definimos
b
E(u,v) = %D(u,v) +/ u(z)v(z) k(dx)
con D(&) = F&, entonces (€, D(E)) es una forma de Dirichlet sobre L*(I;m).

En efecto, si definimos pc(t) := ((—€) V t) A (1 + €) para todo € > 0 y para
todo t € R, entonces ¢ (t) es una contraccidn normal, la afirmacion (iil) del

teorema anterior implica que E(u,v) es una forma de Dirichlet.

Para U C F abierto, denotamos por U¢ el complemento de U y definimos
D)y ={ueDE):u=0csen U}
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Definicién 2.6. Una sucesién creciente (Fy)ren de subconjuntos cerrados de

E se dice que es E-anidada si| ;5 D(E)F, es denso en D(E) respecto de ||-||1.

Definicién 2.7. Un subconjunto N C E se dice que es E-excepcional si N C

Nis1 F para alguna sucesion (Fy)ren E-anidada.

Dada una sucesién E-anidada (F)gen, definimos

CH{F})=¢f:A—R | U F, CACE, f|p, es continua para cada k € N

k>1

Definicién 2.8. Una funcion f sobre E se dice £-quasicontinua si eziste una
sucesion de conjuntos (Fy)ren E-anidada tal que f € C({Fy}) para todo k € N.

Ejemplo 2.9. Si consideramos la forma bilineal coerciva cerrada dada en el
ejemplo 1.3, entonces para el conjunto abierto U C R? y para todo € > 0 existe
un conjunto cerrado F tal que m(U\F) < ¢, en particular, existe una sucesion
creciente de conjuntos compactos (K, )nen tal que K, = {u € U : ||z| <
n, d(z,U°) > 1/n}, el interior del conjunto K, denotado por K satisface
que K,y o1 C K y Upsy Kn = U. Por lo tanto |J,~, D(€)k, es denso en
D(E)=C{U) ya que_ -

D)k, ={veDE):u=0csen K.}

y siu € D(E) podemos definir una sucesion de funciones (un)nen en U, D(E) K

asi:
u(z) sixe Knp_q
0 siwve K.

up(x) =

Obsérvese que

e —unlli = Ealu — up,u — up) + (U — Up, u — uy)

d
O(u — up) O(u — up)
- Z / 9 —>aij dx + (U — Up, u — Up)

=1 Ox;
d
ou 0
= Z/ liaij Az + (U — U, u — Up),
ig=1 7 {llzl>n} Ox; Oz

por lo tanto, ||[u — uy||1 tiende a 0 cuando n tiene a infinito. De esta manera

la sucesidn de conjuntos (K, )nen es E-anidada.

n
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Ahora sea A es un subconjunto abierto de R? tal que U C A y sea h > 0 fijo y
supongamos que U = R?\ By,(0,0). Obsérvese que si definimos la funcién
22— o2

flz,y) = 21 z,y €U,

entonces f es continua en U y ademds f € C({K,}) para cada n € N, es decir

f es E-quasicontinua.

Definicién 2.10. Una sucesion (Fy)gen €-anidada se dice regular si para todo
keNyUCE,U abierto, m(U N Fy) =0 implica que U C F¢.

Definicién 2.11. Una forma de Dirichlet (€, D(E)) sobre L*(E;m) se dice

que es quasi-reqular si:

(i) Ewiste una sucesion (Ey)keny €-anidada de conjuntos compactos.
(ii) FEziste un subconjunto denso W de D(E) respecto de || - |1 tal que para
cada w € W, w tiene una m-version w que es E-quasi continua.
(iii) Eziste una sucesion (up)nen en D(E) que tiene una m-version (i, )nen
y un conjunto E-excepcional N C E tal que {@, : n € N} separa puntos
de E\N.

Denotaremos por B(FE) al espacio vectorial de todas las funciones de valor real

que son ‘B(E)-medibles y acotadas sobre E con la norma || f|| = sup,cg | f()].

Definicién 2.12. Una probabilidad de transicion es una funcién P(s,z,t, B)

con s,t >0, x € Fy B e B(E) que satisface lo siguiente:

(i) Para todo s < t, fijando x € E, P(s,x,t,-) es una medida de probabilidad
sobre B(E).

(ii) Para todo s < t, fijando B € B(E), P(s,-,t,B) es una funcion B(E)-

medible sobre E.

(iii) Para cada 0 < s<u<t,xz € E, Be€ B(E),

P(s,xz,t,B) :/ P(u,y,t, B)P(s,x,u,dy). (Ecuacién de Chapman-Kolmogorov)
E

Un proceso de Markov (X;);>0 es homogéneo con respecto al tiempo si la
probabilidad de transicién es estacionaria, es decir, para todo s <t

P(s,x,t,B) = P(0,x,t — s, B).
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En este caso se denota por P(t,z, B) y se interpreta como la probabilidad de
que X; € B dado que Xg = z en el tiempo t, esto es,

P(X: € B/Xy=1):= P(t,z,B)
parat >0y B € B(FE).
Definicién 2.13. En un espacio de probabilidad (0,2, P, (§t)t>0), una varia-
ble aleatoria 7 : Q@ — T U {oo} se le llama §i-tiempo de paro si
{weQ:7(w) <t} €Fy

para cada t € T.

Definicién 2.14. Se dice que un §i-proceso de Markov (Xi)i>0 es un Fi-

proceso de Markov fuerte si se cumplen las siguientes condiciones:

(i) Para cada t > 0, X; es §i-progresivamente medible, es decir, si la apli-
cacidn X : [0,00) X Q — R restrigida a [0,t] X Q y definida por X(w)
es medible respecto de la o-dlgebra B([0,00)) @ F+-B, donde B es la o-
dlgebra de Lebesgue.

(ii) Si para cada Fi-tiempo de paro T y para cada t > 0, la probabilidad de que
X4t € B dada la 0-dlgebra §; coincide con la probabilidad de transicion
asociada al proceso P(t,X., B), es decir, la probabilidad de que X, € B

dado que Xy = x en el tiempo t, esto es,

PIX,.+ € B | 3] =P(t.X,,B), BecBE).
Si la aplicacion t — Xi(w) es continua por la derecha sobre [0, 00), se dice que

el proceso es continuo por la derecha.

3. RESOLVENTES Y SEMIGRUPOS

Sea B un espacio de Banach.

Definicién 3.1. Se dice que una familia (G4 )a>o de operadores lineales en B
con D(Gy) = B para todo o > 0 es un resolvente de contracciones fuertemente

continuo en B si:
(1) limg— oo @Gou = u, para todo u € B.

(ii) aGq es una contraccion en B, para todo o > 0.
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(i) Go — G = (8 — a)GoGg, para todo a, 3 > 0.

Definicién 3.2. Sea T : D(T') — B un operador lineal con D(T) C B. Se

dice que T es densamente definido si la adherencia del dominio de T es B, es

decir, D(T) = B. El resolvente de T es el conjunto definido por

p(T) :={a€C:(a—T)" eiste, es densamente definido, y acotado}.

Definicién 3.3. Se dice que una familia (T;)i>o de operadores lineales en B
con D(T;) = B para todo t > 0 es un semigrupo de contracciones fuertemente

continuo en B si:

(i) lim¢—o Tiu = u, para todo u € B (continuidad fuerte).
(ii) Ty es una contraccion en B, para todo t > 0.

(iii) T3Ts = Ty , para todo t,s > 0 (propiedad de semigrupo).

Definicién 3.4. Sea (T})i>0 un semigrupo de contracciones fuertemente con-

tinuo en B y sea T el operador definido por
1
T(u) = lim 7 (Tyu —u), wue€ D(T), donde

.1 ‘
D(T) = {u €B : ltlfgl 7 (Tyuw — u) existe } .

El operador T asi definido se le llama el generador infinitesimal del semigrupo
de contracciones fuertemente continuo (Tt)t>0.

Definimos el conjunto
L(B(E)):={T: B(E) — B(E) | T es lineal y continuo}.

El siguiente diagrama relaciona, las formas coercivas cerradas, las probabili-
dades de transicion y las familias de operadores lineales de contracciones fuerte-
mente continuos (resolventes y semigrupos). Véase [8] pdginas 14 y 27 y [10]
teoremas 3.24 péagina 41.
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P(t,x, B) probabilidad
de transicién homogénea

sobre (E,B(E))

Parat >0,z € E
B e B(E)

P(t,x,B) :=

Tixs(x)

(T1)(f(2)) ==
Je FW)P(t, 2, dy)
T; sobre L(B(E)), t >0

Ga = fooo 670&51} dt

119

(T})¢>0 semigrupo
de contracciones
fuertemente continuo

(Go)a>o resolvente
de contracciones
fuertemente continuo

parat > 0
T, = limg_, o e!®(@Ga—1)

lim; g T :=limy o +(T; — 1)

D(T)={ueDE)|ITue™H
(T, D(T)) operador lineal c.s E(u,v) = (=Tu,v)}
cerrado y densamente

Ea(Gou,v)

u € H,
veDE)

definido
(i) (0,00) C p(T)

E(u,v) = (=Tu,v)

(€,D(€)) forma coerciva
cerrada sobre H

u,v € D(T)

(i) fla(a—T)' <1
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Ejemplo 3.5. Consideremos el proceso (Wy)i>o0 del movimiento Browniano,
que es un Fi-proceso de Markov fuerte en el espacio (R, B(R)). Las probabili-

dades de transicion estan definidas como

1 (y — z)2>
P(t,z,B) = exp [ —~2—— | dy.
( ) Vert /B g ( 2t ’
Véase [10] pdgina 37 y [5] pdginas 48 y 49.

Definimos el semigrupo de contracciones fuertemente continuo (13)¢>o por
@) = [ 1Ptz dy)
y a partir de €l definimos el operador infinitesimal
TS =lim S (Tif ~ ), [ € D)

donde D(T) es el conjunto de funciones acotadas de B(R) para los cuales existe

el limite.

Tf se interpreta como el promedio de la tasa de cambio infinitesimal de f(Xy)
dado que Xs = x. T es en general un operador lineal cerrado mo acotado.
Si las probabilidades de transicion son estocdsticamente continuas, entonces
P(t,z, B) se puede definir por medio de T en forma inica. En particular un
proceso de Markov con trayectorias continuas tiene probabilidades de transicion

estocdsticamente continuas.
Véase lo anterior en [10] pdginas 44,41,57, y 5 y en [5]-Vol I pdgina 5/.
De acuerdo al diagrama anterior tenemos que el resolvente de contracciones

fuertemente continuo asociado al semigrupo de contracciones fuertemente con-

tinuo (T})1>0 estd definido por
Gof :/ e ¥Tif ds, feBR), a>0.
0

Como T = a— G 1, se obtiene que aGou —TGou = u. Véase [10] pdgina 6 y

o 7

[8] pdgina 10.

Con base a lo anterior, se puede hallar el operador infinitesimal del movimien-
to Browniano. Para esto consideremos By el subconjunto de B en donde el

semigrupo de contracciones es fuertemente continuo, donde

Bo={f € B(E): lim Ty = f}.
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Debido a que

e 1 2 o 2, 2 2 1
et e T /(2t) dt = /2 7T/ ef(as +z°/(25%)) ds = e*\/ﬁlx\’
/0 V2t / 0 o™

con las sustituciones t = s en la primera igualdad y ¢ = |x|/\2a, B =

|z|/+/a/2 y u = s/\/c en la seqgunda. Por lo tanto,

(Gah)(x) = /000 e Y (Tyh(x)) dt,a > 0

— /000 et dt (2mt)~1/? /oo exp (—(y;tx)Q) h(y) du

_ [ O; /0 h eat(27rt)1/2e_a: <_(y;t$)2> h(y) dt du

=@m*”/femmy—ﬂwﬁ>mmdy

Si definimos f(x) := (Gah)(x), se puede ver que f"(x) = 2af(x) — 2h(x), y si
h es una funcién continua, entonces " es una funcién acotada y continua, por
lo tanto, f' es uniformemente continua. Anteriormente se tenia que af(x) —
(Tf)(x) = h(x), de esto se obtiene que

(T)() = 5" (2),

es decir, T es un operador diferencial de sequndo orden. Si el movimiento
Browniano tuviera como espacio de estados a R™, el operador infinitesimal

seria de la forma
(TH@) = 551,

donde I\ es el operador de Laplace.

La forma de Dirichlet correspondiente al proceso de Markov (Wy)i>o es

£(0.9) = (Tf.9) =5 [ £'gam =5 [ rg'am.

véase teoremas 4.22 y 4.15 de [10].

De lo anterior se puede caracterizar un proceso de Markov por su operador
infinitesimal, en forma unica casi siempre. Bajo algunas condiciones se puede
demostrar que el operador infinitesimal es un operador diferencial, por lo tanto

si se tiene un operador infinitesimal T, se puede definir las probabilidades de
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transicion como las soluciones de la ecuacion diferencial
OP(z,t,B)
ot

y de alli se puede definir el proceso, ya que las probabilidades junto con la

= T(P("t’BD(I)

distribucion inicial determinan el proceso.

En el caso del movimiento Browniano se tiene la ecuacion diferencial
OP(z,t,B) 10*P(x,t,B)
ot 2 Ox? ’

que se conoce con el nombre de la ecuacion de Kolmogorov invertida.

De la teoria general de la ecuacion del calor, se tiene que la solucion de la

ecuacion anterior es

Pla,t, B) = (2t)~1/2 /

B

4. NUCLEOS Y RESOLVENTES

Definicién 4.1. Sea (E,B) un espacio medible arbitrario. Se dice que una
funcion k : Ex9B — [0,00) es un nicleo si satisface las siguientes propiedades:

(i) k(z,-) es una medida positiva sobre B para todo x € E.
(ii) k(-, B) es una funcién B-medible para todo B € B.

Definicién 4.2. Se dice que un nicleo k sobre (E,B) es submarkoviano si
k(z,E) <1 para todo x € E, y se dice que es markoviano si k(z, E) =1 para
todo x € E.

Definicién 4.3. Una familia de nicleos submarkovianos (Ry)a>0 se dice que
es un resolvente submarkoviano de nicleos sobre (E,B), si cada aR, es un

nicleo submarkoviano sobre (E,B) y para todo a,, 3 > 0 se tiene que
Ra - Rﬁ = (ﬂ — Oz)RaRﬁ.
Al resolvente (Ry)a>o0 se le llama markoviano si para todo o > 0 se cumple

que aR,1 = 1.

Definicién 4.4. Una familia de nicleos submarkovianos (pt)e>o se dice que es
un semigrupo st para toda funcion f medible, positiva, acotada, z € E, s,t > 0,

se tiene que

Pe(ps f)(2) = prts(f(2))-
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Denotaremos por C'(F) al conjunto de todas las funciones continuas sobre E y

por BT(E) al conjunto de las funciones positivas de B(E).

Proposicién 4.5. Sio(C(E)) es la o-dlgebra generada por todas las funciones

continuas sobre E, entonces para cada t > 0,
pef(2) = pe(2, f) = E.[f(X4)]
es medible y por lo tanto, para cada o >0, z € E y f € BT(E),
Rof(2)i= Ral )= B2 | [ emetgx at] = [T ety
es un resolvente submarkoviano de nicleos sobre (E,o(C(E)).

Demostracion. Se puede encontrar en [10] pagina 117. O

Definicién 4.6. Una funcion f € B(E) se dice a-supermediana para un re-
solvente de nicleos (Rg)g>o si f >0y BRaypf < f para todo 5> 0.

Definicién 4.7. Se dice que un resolvente de niicleos (Rq)a>0 sobre (E,B(E))

es un rayo-resolvente si:
(i) Ry (C(E)) C C(E) para todo o > 0.
(i) Upso C(E) NS separa los puntos de E,

donde S® denota el conjunto de todas las funciones f que son a-supermedianas.

Teorema 4.8. Sea (Ry)a>0 un rayo-resolvente. Entonces existe un tnico
semigrupo (p¢)i>o0 de nicleos submarkovianos sobre (E,B(E)) que tiene las

stguientes propiedades:
(i) Raf =[5 e ®'pef dt para todo a >0, f € C(E).

(ii) La aplicacidn t — pif(z) es continua por la derecha sobre [0,00) para
todo z € E, f € C(E).

(iii) Si se define el conjunto
D:={ze€ E: lim aR,f(z) = f(z) para todo f € C(E)},
a— 00
entonces D € B(E), po(z,-) = e, si y sélo st z € D y pi(z, E\D) = 0

para todot > 0, z € E.

Demostracion. Se puede encontrar en [10] pagina 119. O
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Al conjunto D se le llama “conjunto de puntos no-ramificados”.

Definicién 4.9. Sea a > 0 yu € L?(E,B(E),m). Se dice que u es a-excesivo
si e Ty < u para todo t > 0, en donde (T})i>o es el semigrupo de contrac-
ciones fuertemente continuo asociado a una forma de Dirichlet (£, D(E)) fija
sobre L2(E,B(E), m).

Consideremos la sucesién (u,)neny dada por la quasiregularidad de (€, D(E))
y para el operador generador T de (£, D(£)) y el resolvente de contracciones

fuertemente continuo (G )a>0 asociado a T (véase el diagrama anterior), defi-
namos los conjuntos

Dy :={((1 - T)aGaun)T, (1 = T)aGou,)” :n €N, a€Qy}
D;_ = Gl(Dl)

Proposicién 4.10. Sea (€, D(E)) una forma de Dirichlet quasi-regular.

(i) Si Dy es un subconjunto denso de D(E), entonces existe un conjunto &-
excepcional N C E y m-versiones u de u € Dy que son E-quasi continuas,
tales que {u : u € D1} separa los puntos de E\N.

(ii) Emiste un subconjunto D§ de D(E) que consiste de funciones 1-excesivas
acotadas tal que DO+ — DD+ es denso en D(E), y existen un conjunto E-
excepcional N C E y m-versiones u de u € DO+ que son E-quasicontinuas

tal que {u :u € D§} separa puntos de E\N.
El conjunto DS‘ estd definido por
Df :=={uAn:u€ DJ neN}
Demostracion. Se puede encontrar en [10] pagina 137. O

Consideremos la sucesién E-anidada (Fj)reny de conjuntos compactos dada
por la quasiregularidad de (€, D(£)) con cada Ej metrizable y D y N los
conjuntos dados por la proposicién 4.10. De ahora en adelante supondremos
que N C E\Y, donde

Y = U E}.

k>1
Proposicién 4.11. Sea a > 0. Entonces eziste un nicleo Ry de (E,B(E))

en (Y, B(Y)) que satisface las siguientes condiciones:

(1) Eaf es una m-version €-quasi continua de G f para cada f € L*>(Y;m).
(i) aRqa(2,Y) < 1 para todo z € E.
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El niicleo es £-q.e y tinico en el sentido que si K es un nicleo que satisface (1),
entonces K(z,-) = ﬁa(z, -) para todo z € E E-quasi en toda parte, es decir,

fuera de algun conjunto &-excepcional.

Demostracion. Se puede encontrar en [10] pagina 139. O

Para A ¢ E, definimos Ep := EU{A} y denotaremos por P(E,) a la familia
de todas las medidas de probabilidad sobre (Ex,B(Ey)).

Proposicién 4.12. Sea M := (Q,2, (X¢)i>0, (§t)e>0, (P:)2cE,) un proceso
continuo por la derecha con espacio de estados E, semigrupo de transicion
(pt)t>0 y resolvente (Ra)a>o0- Sea (Ti)i>o el semigrupo de contracciones fuerte-
mente continuo sobre L>(E;m) con resolvente asociado (Go)a>0- Entonces p;f
es una m-version de Tyf para todo t > 0, f € L?>(E;m), si y sélo si Rof es
una m-versién de Go f para todo o > 0, f € L*(E;m).

Demostracion. Se puede encontrar en [10] pagina 132. O

Proposicién 4.13. Sea (£, D(E)) una forma de Dirichlet sobre L*(E;m) y
M un proceso continuo por la derecha con espacio de estados E y correspondi-
entes resolventes (Go)a>0, (Ra)a>0 Tespectivamente. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) M es propiamente asociado con (€,D(E)), es decir, p.f es una versidn
de Tyf para todo t > 0, y para todo f € B(E)N L?(E;m).

(ii) Rof es una m-version &-quasicontinua de G, f para todo o > 0 y para
todo f € B(E) N L*(E;m).

Demostracion. Se puede encontrar en [10] pagina 133. O

Proposicion 4.14. Sea h una funcion sobre E. Definamos para U C E, U
abierto,
Lyy:={weDE)|w>h cssobre U}.
Si Lpu # B, entonces existen dnicos hy, iNLU € Ly,u tales que para todo w €
Lynu,
Ei(hy,w) > E(hu, hy) y E1(w, hy) > E(hy, ho).

hy es la funcién mas pequena u sobre E tal que uAhy es una funcién 1-excesiva
en D(€) y u > h casi siempre sobre U.



126 CARLOS FERNANDO MORA E.

Demostracion. Se puede encontrar en [10] pagina 98. O

Sea Q7 el conjunto de los niimeros racionales estrictamente positivos. Sea Uy
una familia contable de subconjuntos abiertos de E tal que

E} € Uy para todo k € N.

Los conjuntos de la forma {UNE}y | U € Uy} forman una base para la topologia
de Fj para todo k € N. Definamos el conjunto

U= {UCE : U = | J Uk para algiin Uker}U{E}.
k=1

Sea Jy la familia més pequena de funciones que son acotadas, £-quasicontinuas
y l-excesivas en D(E), que tiene las siguientes propiedades:

(i) Jo > DF U{hy | U e U}.
(ii) Rou, uy € Jo, siu € Jy, a € Q%, U € U.
(iil) uA L, uAv, (u+1) Av € Jy, siu,v € Jy.
(iv) cru+ cov € Jo, siu,v € Jy, c1,c2 € Q.
El siguiente lema garantiza la existencia de un conjunto Y7 C E sobre el cual

Jo y Ry con a € QF tienen algunas de las propiedades que son ttiles para
relacionar las formas de Dirichlet con los procesos de Markov fuerte.

Lema 4.15. Eriste una sucesion de conjuntos (Fy)ren E-anidada reqular que
consiste de conjuntos metrizables con Fy, C Ej para cada k € N y con las

stguientes propiedades:
(i) Jo C C({F¥}).
(ii) St Y7 = Uk21 Fy., entonces para todo x € Y1 y todo u € Jy se cumple
que:
o Rou(z) — Rau(z) = (8 — a)Ro Rau(z) para todo o, 3 € Q3.
o lim aRou(z) = u(z).
aGQi
Demostracion. Se puede encontrar en [10] pagina 142. O

De las proposiciones 4.11, 4.12, 4.13, 4.14 y el lema 4.15 se puede concluir que
(Ro)a>o tiene la propiedad de ser un resolvente de ntcleos sobre (E,B(E)) y

(Ra)a>0 €s un rayo-resolvente.

Lema 4.16. Eriste un conjunto Yo € B(E) con Yo C Yy tal que F\Ys es
E-excepcional y ademds Ea(x,Y\Yg) =0 para todo x € Yz, o € Q7.
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Demostracion. Se puede encontrar en [10] pagina 142. O

Sea (Zy,)nen es una sucesién decreciente en B(Y) tal que E\Z,, 11 es E-excepcional
y Ro(2,Y\Z,) = 0 para todo x € Z, 1, a € Q% y n € N. El conjunto Y5 del

lema 4.16 estd definido por Y := (1,51 Zn.

Definamos el conjunto
J = {u+cly,uqny | u € Jo, c € Qy}.

J es contable, hereda las propiedades de Jy y separa los puntos de Y, U {A}.

Sea H := {u, : n € N} y sea g, :== 2 arctanu,, n € N. Si definimos

1
plz,y) = gnlon(@) —gn()l; - 2y € Y2U{A},
n>1

entonces p(z, y) resulta ser una métrica sobre Yo U {A} debido a que J separa
los puntos de Yo U {A}.

Denotaremos por K al completado de Ya := Y3 U {A} respecto de p(z,y).

Teorema 4.17. Sea (pi)i>0 un semigrupo de nicleos submarkovianos y D el
conjunto de puntos no-ramificados asociado por el teorema 4.8 . FEntonces
existe un F¢-proceso de Markov fuerte con espacio de estados D y semigrupo
de transicion (pt)i>o tal que para todo w € Q, la aplicacion t — X, (w) tiene

limites por la izquierda en E para todo t € (0,00).

Demostracion. Se puede encontrar en [10] pagina 126. O

5. TEOREMA PRINCIPAL

Teorema 5.1. Si (€, D(£)) es una forma de Dirichlet quasi-regular sobre L*(E;m),
entonces existe un proceso de Markov definido en £ con valores en Ep denotado

por
M = (Q, A, (Xt)tzo, (St)t207 (PZ)ZEEA)
que tiene la propiedad de Markov fuerte, es decir,
(i) (Fe)e>0 es continua por la derecha, es decir, § = ﬂsZt s
(ii) Para cada §i-tiempo de paro T y cada p € P(Ey),
P,[X74+ € B | §7] = Px,.[X: € B],

para todo B € B(Ey) y para todo t > 0.
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Demostracion. Debido a la complejidad de la demostracion, sélo se dard una

idea de ella. Para demostrar que a una forma de Dirichlet (£, D(E)) se le puede

asociar un proceso de Markov M = (0,2, (Xy)i>0, (§t)1>0, (P:)zcE, ) se hace

lo siguiente:

(i)

Construir un conjunto Y tal que E\Y; sea E-excepcional (su existencia
la garantiza el lema 4.16).

Construir un conjunto Jy C D(€) de funciones 1l-excesivas que son &-
quasicontinuas en la compactificacién K de YoU{A} (véase el lema 4.15).
Usando el hecho de que (Eg)ken es una sucesién E-anidada de conjuntos

compactos se demuestra que la correspondencia del proceso de Markov
M = (Qa 2L, (Xt)tZOa (St)fzo, (PZ)ZEEA)

sobre K se puede restringir a Yo U {A} y que esta restriccién de M es
propiamente asociado con (€, D(E)), es decir, si p;f es E-quasicontinua
para todot >0y f € B(E)N L?(E;m).

Para ver més detalles de la demostracidn, se puede consultar [10] pagina 137.
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