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Mathematics may be compared to a mill of exquisite
workmanship, which grinds your stuff to any degree
of fineness; but, nevertheless, what you get out de-
pends on what you put in.

Thomas Huxley (1825 - 1895) !

Las matematicas no estan aisladas de las otras partes de la ciencia y su desarro-
llo afecta el desarrollo de éstas, y éstas a su vez, influyen en las matemaéticas.
Este ir y venir es un proceso natural de cualquier drea del conocimiento.

La mecanica generalmente es considerada parte de la fisica y pareciera no tener
relacion con las matemaéticas puras, pero actualmente es considerada una rama
de las matematicas. Nacié de la ingenieria, sin embargo, a través de la historia
sus métodos han evolucionado y se volvieron tan rigurosos que su desarrollo
propone y resuelve preguntas de tipo matemaético.

Sus técnicas son complejas y usa herramientas de las matematicas modernas
como son las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) modernas. - Mas atn,
las EDP se vieron afectadas por métodos que nacieron en la mecénica. - Otras
areas matematicas que se vieron desarrolladas son el cédlculo variacional, el
analisis funcional y los espacios de Sébolev. Estas teorias hacen parte esencial
de la mecéanica y de las EDP modernas.

La mecanica tiene dos objetivos, el primero es desarrollar modelos de los
fenémenos fisicos relacionados con la mecéanica; se hace evidente la influencia
de la ingenieria en los experimentos, los cuales, aportan las ideas para definir
los conceptos. El segundo es estudiar los modelos lo méas rigurosamente posible
para obtener resultados . Cuando estos modelos se establecen, se estudian de la
misma forma que un matemaético estudia sus problemas pero con una pequena
diferencia, cuando son demasiado dificiles para resolverlos, se tratan de cambiar
las hipotesis razonablemente para obtener resultados practicos y satisfactorios.
Es notable que hay ramas de la mecénica que tienen una estructura idéntica a
las matematicas puras. Parece que a raiz de esta similitud, Hilbert enuncé su
sexto problema, el cual propone representar la fisica, y explicitamente la me-
canica clasica como una ciencia axiomatica. Un intento de esta axiomatizacion
de la mecéanica clasica fue hecho por Stephan Banach en su libro “Mecénica”,
escrito en 1938, al inicio de su carrera como ingeniero cuando dictaba un curso
de temas de mecédnica. Pero el sexto problema continua sin solucién, pues la
mecanica lejos de ser estable evoluciona dia a dia como la fisica misma.
Usualmente es necesario que los resultados sean ttiles y practicos, por esto se
formulan unos principios bésicos para modelos matematicos de mecanica que
son:

1Geological Reform, 1869, published in Collected Essays, vol. 8, 1894



72  ALEJANDRO GOMEZ HENAO, LEONID P. LEBEDEV Y LEONARDO RENDON A.

I. El problema debe describir algo real.

I1. El problema tiene al menos una solucién.

III. Si se espera que un problema de mecédnica tenga una solucién tunica,

la solucién de la descripcion matematica del problema debe ser ésta.

El segundo y tercer inciso son preguntas de tipo matematico y tienen la misma
estructura que los problemas de existencia y unicidad de una EDP con valores
en la frontera .
Para los modelos de descripcion de equilibrio o del movimiento de sus objetos
en mecanica continua, se deben escoger:
Las medidas de deformacién.
Las medidas de tension.
Las posibles relaciones entre ellas (tipo la Ley de Hook).
Las ecuaciones de equilibrio o movimiento.
Si en el problema se incluyen influencias como temperatura, electricidad o
cualquier otra influencia no mecédnica, debemos considerar caracteristicas dis-
tintas de los procesos y relacionarlas con otras leyes de deformacion.
En este articulo consideramos el punto de vista general para ver cuales son
las herramientas de matemadticas que se usan en mecédnica y céomo influye la
mecanica en las matemadticas, por esto se consideran algunos problemas de
deformacion de cascarones elasticos de la teoria lineal. El lector puede encontrar
en Ciarlet [2] y [3], Destuynder [4], Lébedev [7] y Vorovich [9] casos similares.
Un cascarén C es un objeto parecido a una superficie con grosor. Algunos libros
consideran los cascarones como una superficie con propiedades especiales que,
al estar sometida a una carga por alguna ley definida, resiste la deformacion.
Claro que un cascarén es un modelo de un cuerpo sélido de la vida real co-
mo pueden serlo: cohetes, submarinos, barcos, aviones y muchos otros objetos
de tres dimensiones. Por este motivo su descripcién como una superficie con
grosor especifico no es exacta. Sin embargo, los modelos dos dimensionales son
suficientes para las aplicaciones a la ingenieria.
Nosotros consideramos un cascarén como el conjunto de puntos de una super-
ficie S junto con los puntos que estdn a una distancia € en direccién normal
y los simétricos respecto a la superficie, 2¢ es el grosor del cascarén C. S es
una superficie parametrizada por una funcién p : @ ¢ R? — S C R? sufi-
cientemente suave e inyectiva, donde €2 es un dominio, con frontera Lipchitz
continua. En S tenemos coordenadas locales (¢, ¢%) que definen una base local
en cada punto de S: (p; = 9p/dq*, p, = Op/dq*,n), donde n es la normal
unitaria a S. Aquf se introducen la base dual (p!, p?,n) donde p® - ps = 03,
es el simbolo de Kronecker.
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Ahora se presenta la teoria de cascarones mas comun en la cual las medidas de
deformacién son:

1
o u) = = (Uy +u « _bau7
Q) Yag (W) = 5 (Uajs + pja) = bagus

Pap (U) = U3 |ag — Capis + DU g + biuria + b;‘BuT ,

que son llamadas medidas de pequenas deformaciones y cambio del tensor
de curvatura respectivamente. Dichas ecuaciones estan escritas en términos
del vector de desplazamiento u que en la base (p!, p?,n) tiene componentes
(u1,uz,us3). En estas y en las siguientes expresiones se usa la convencion siguien-
te. Los indices griegos varfan en {1,2} y los indices latinos varfan en {1,2, 3},
a menos que se diga lo contrario. Se usara la notacién de geometria tensorial
donde es tacita la formula de sumacién de Einstein, esto es, si aparecen indices
repetidos uno arriba y otro abajo quiere decir que se estd sumando sobre el
conjunto correspondiente. Si aparecen indices libres, se refiere a varias ecua-
ciones reemplazando los indices en el conjunto dado. Entonces, u, se refiere a
las componentes covariantes, u® a las contravariantes de u en la superficie 5,
uz = u> es la componente en direccién normal a la superficie y uq| se refiere
a la derivada covariante de u,, bS son las componentes mixtas del tensor de
curvatura de la superficie y cog = b bs3. El lector que quiera profundizar este
tema puede consultar a Ciarlet [2] y Lébedev [6]. La tensién en el cascarén es
determinada por las resultantes de la tensién 7%? y de los momentos de flexién
M°P | las relaciénes entre estas con YaB; ¥ Pap €stan basadas en ley de Hook;
que en nuestro caso tiene la formas:

1
(2) T (u) = aaﬁTU%’o (v) , MeP (u) = 562 aaﬁ‘mpm’ (w),

donde a®??7 son las componentes covariantes del tensor de constantes eldsticas
del cascarén.

Se omitird, cuando no haya lugar a duda, la dependencia de u en las expresiones.
Las ecuaciones de equilibrio del cascarén son:

(3) (TP + 2b:Mﬁa)w + b MPT |5 +p* =0,
(4) 7M04B|aﬂ -+ CaﬁMaB + baﬂTaﬁ +p3 = 0,

donde p* son fuerzas externas dadas. No se muestra, aqui cémo se encuen-
tran las ecuaciones de equilibrio usando los métodos de mecénica si el lector
quiere estudiarlo puede referirse a Ciarlet [2] y [3], Koiter [5] y Vorovich [9].
Reemplazando los tensores T, M de las ecuaciones de equilibrio y usando (1)
y (2), tenemos tres ecuaciones escritas en términos de los desplazamientos. La
primera pregunta que surge es j cuales deben ser las condiciones en la frontera
del cascarén para que sean satisfechas las condiciones IT y III?

Se buscan condiciones en la frontera que tengan representacién fisica y que al
mismo tiempo nos permitan encontrar una solucion unica del problema como
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problema de una EDP. La respuesta no es inmediata , las dos primeras ecua-
ciones de equilibrio en desplazamiento tienen segundas derivadas de uy, us y la
tercera ecuacion tiene derivadas de orden 4 de us y derivadas de orden 3 de uy
v ug. En la tercera ecuacién de equilibrio para una placa, que es el caso particu-
lar de las ecuaciones de este articulo, no aparecen las derivadas de tercer orden
de w1 ni de uy y en este caso es posible decir que deben ser 4 condiciones en
frontera®. Se encontré que en un cascarén cualquiera el niimero de condiciones
en la frontera también debe ser 4. Consideramos dos tipos de condiciones en la
frontera, la primera es cuando la posicién de la frontera estd dada, condiciones
de Dirichlet, y la segunda es cuando las fuerzas en la frontera estan dadas.
Estos dos problemas son muy parecidos a los considerados para la ecuacién de
Poisson con condiciones en la frontera de tipo Dirichlet o de tipo Neumann. Es
posible considerar problemas mixtos, donde se tiene una combinacién de estas
dos condiciones, pero no lo hacemos en el articulo.

Para estudiar estos problemas con valores en la frontera se debe definir las
propiedades de suavidad de las soluciones. Hace 250 anos se consideraban
las derivadas clasicas para que las ecuaciones de equilibrio estuvieran bien
definidas. Las soluciones de este tipo se llaman soluciones clasicas y se pueden
encontrar sélo para ciertos cascarones particulares. Esta situacién coincide con
la de EDP, donde el analisis clasico se usa sélo en cierto tipo de ecuaciones.
Hay otra clase de solucién para estos problemas de EDP que se llama solucién
generalizada. La base para definir esta solucién se conoce en mecanica des-
de hace mucho tiempo, pero su uso en matematicas es relativamente reciente
cambié el estudio de la teoria de EDP. Lo que en mecédnica se conocia como
la solucién del problemas de equilibrio de cuerpos elasticos usando el princi-
pio del minimo de energia total es equivalente a la solucién generalizada. Los
primeros trabajos con esta ley se basan en que todo lo que sucede en el mundo
fisico se hace de la manera mds econémica posible. Por esta razén personas
como Euler estaban seguros de la existencia de ciertas integrales con puntos
de minimo, seguridad que en este momento ningin matemdtico tiene sin una
demostracién rigurosa. Para el problema de equilibrio del cascarén se buscan
los desplazamientos que minimizan el funcional de energia total £ dado por:

() E(u) = Eo(u) - A(u),

2Este problema no es sencillo. Sophie Germain encontré una respuesta usando su
conocimiento de mecénica y con esto gané un premio de La Academia Francesa de la Cien-
cia en 1816, pero luego encontraron que su solucién estaba errada y eran necesarias menos
condiciones que las que ella proponia.
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donde

B (0 = 5 [ (47207 (@900 () + G (00 () Va2

N |
Q

Aw = [ puvado.

Q

Este funcional estd definido sobre el conjunto de desplazamientos admisibles,
es decir, sobre las funciones que tienen ciertas propiedades de suavidad y que
satisfacen las condiciones en la frontera.

El principio del minimo de energia total es valido para todos los problemas
lineales de mecanica de elasticidad y ha sido muy conocido en mecanica pero
practicamente no ha tenido influencia en la teoria EDP. Sorprendentemente,
usando el calculo variacional se obtiene, como consecuencia del minimo de en-
ergia, que la solucién satisface las ecuaciones de equilibrio, llamadas también
ecuaciones de Euler-Lagrange para F(u). Aun més, con el cdlculo variacional
y la ley del minimo de energia se encuentran condiciones naturales en la fron-
tera para los problemas con condiciones tipo Neumann. El anélisis variacional
también permite definir condiciones en la frontera para los problemas con condi-
ciones mixtas. Como resultado particular se obtiene que en cada punto de la
frontera basta con conocer 4 condiciones, como lo habiamos mencionado.
Ahora, nos ocupamos del problema de la suavidad de los desplazamientos ad-
misibles, esto es el conjunto donde buscamos la solucién que minimiza E (u). La
teoria cldsica supone que todos los miembros de las ecuaciones de equilibrio son
continuos, pero considerando el principio del minimo de energia encontramos
que esto tiene que suceder salvo por, posiblemente, un nimero finito de pun-
tos. Cuando Euler estudiaba este problema puso su interés en las ecuaciones
de equilibrio, sin embargo, si lo que se quiere es encontrar el minimo del fun-
cional cuadrético E (u) nos damos cuenta que las condiciones son 2 derivadas
de uz , 1 de uy y 1 de us. Para encontrar el conjunto mas general consideramos
las soluciones generalizadas que introdujo Sébolev al estudiar un problema de
mecanica de liquidos hace 70 anos. En estos trabajos, él introduce las nociones
de soluciones generalizadas, espacios de Sébolev. En 1950 50 publicé su famoso
libro [8], iniciando el cambio en la teorfa de EDP.

Espacios de Sébolev. Sea {2 un conjunto dos dimensional abierto y acotado
cuya frontera es suficientemente suave. Considere el espacio C*2(Q), esto es, el
espacio de la funciones k-veces diferenciables sobre €2 tal que todas las derivadas
estdan en L?(£2). Considerando que j = (j1,j2) v |i| = j1 + Jja, se define una



76 ALEJANDRO GOMEZ HENAO, LEONID P. LEBEDEV Y LEONARDO RENDON A.

norma de la siguiente manera:

k 2

k
flhwes = 3 | [ 103517 a) = 3 037,

lil=0 \& li|=0
Si f = (fi1, f2), donde fi, fo € C*2(Q), la norma se define:

£l = [[f1llwes + f2llwr.s -

Este espacio no es de Banach con la norma dada anteriormente, por lo que se
considera el espacio completado. El espacio de Sébolev W*:2(£) es justamente
este espacio.

Sea H®A(Q) el conjunto de funciones a valor real, continuas y derivables hasta
orden k, cuyas derivadas de orden k£ cumplen una condicién de Holder con
exponente 3 € (0,1) y ademés estéan en L%(Q). La norma de H*# () est4 dada
por la férmula:

k

1 lls = > sup [037 () + 3 sup

. x€E . x,y€ Q
lj|=0 lj|=k™Y

Df(x)—dif(y)
|x —yl?

Se dice que la frontera del conjunto {2 cumple la condicién del cono si existe un
cono ( tal que para cualquier punto z en la frontera de € existe ), un cono
congruente a @ contenido en Q.

Ahora introducimos el concepto de derivada generalizada.

Definicién 1. Si f € L(2) es una funcidn en 2, donde Q2 es un conjunto abier-
to y acotado, y si existe una funcion ¢ € L(Q) tal que para toda ¢ infinitamente
diferenciable, con soporte compacto en ) se tiene la siguiente igualdad:

(—1)k Q/fakwdﬂ ~ [ewan.

Q

entonces se le llama a ¢ la derivada generalizada de orden (ki,ke) de f o
simplemente la derivada generalizada de f.

Las derivadas de los elementos del espacio de Sobolev son generalizadas. Para
entender las propiedades de los elementos de este espacio, Sébolev desarrolla
el teorema de inmersion. El siguiente es su version particular.

Teorema 1. Sea Q un conjunto abierto, acotado, dos dimensional cuya fron-
tera cumple la condicion del cono. Si k > 1 entonces, f € W*2(Q) implica que
f € H*=2P-(Q) para B tan cercano a 1 como se quiera. Ademds, el operador
I:WF2(Q) — H*2P(Q) es compacto y por lo tanto se tiene que, para algin
m > 0 que no depende de f, vale la desigualdad:

1 1 re—2.00 <m0 fllypne -
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Si k =1 entonces, f € WH2(Q) luego f € L) para 1 < q < oo. Ademds, el
operador I : W*2(Q) — L(2) es compacto y por lo tanto se tiene que , para
algin m > 0 que no depende de f, vale la desigualdad:

[f1lLac) < m 1 fllws -

Si T es una curva en Q suficientemente suave se tiene que si f € W12()
entonces f € LYT) para 1 < q < 0o y por lo tanto existe 0 < my < 00, que no
depende de f, tal que

[fllzary < m A fllwra -

Para una presentacién més detallada de estos temas ver Adams [1] y Sébolev

[8]-

1. PROBLEMA DE EQUILIBRIO CON CONDICIONES EN LA FRONTERA DEL
TIPO DIRICHLET HOMOGENEAS

El problema de Dirichlet homogéneo para cascarones tiene las condiciones en
la frontera:

8u3
(6) uiloo =0, u2lp0 =0, wusloa=0, ——| =0,

M |ag
donde 7 es la normal exterior unitaria de 9f2. Para resolver el problema del
minimo del funcional E (u) consideramos el conjunto H = {u € Wh2 x W12 x
W22 =W : u que cumple las condiciones (6) } y sobre este conjunto definimos
el concepto de solucién generalizada.

Definicién 2. Decimos que u € H es una solucion generalizada del problema
de equilibrio del cascaron C' con condiciones en la frontera del tipo Dirichlet
homogéneas si es un punto de minimo de E (u).

Finalmente queremos usar el teorema de inmersién de Sébolev para encontrar
una solucién suave del problema. Por esto consideramos la desigualdad:

2 2 2
(1) Nuallwsz + lluzllyz + llusllye.2

63
< C/ (aaﬁo‘r'yaﬁ () Yor (u) + 3 aaﬁm—paﬁ (0) por (u)> Q2.

Esta desigualdad hace parte de las desigualdades del tipo de Korn y son muy
importantes en la teoria de EDP. Su demostracion puede encontrarse en Ciarlet
[3], la cual se sustenta en la famosa desigualdad de Korn:

/(u2+v2+ui+u§+vfc+v§) dQ<c/<ui+v§+(uy+Ux)2> d
Q Q

que nacié en la teoria de elasticidad y es vélida para las condiciones (6).
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Teniendo en cuenta la desigualdad (7) se observa que en el subespacio H pode-
mos considerar una norma equivalente a la inducida por W llamada norma
energética:

2
(8) [al[; = Eo (u) -

La norma (8) es inducida por el producto interno:
1 affor 63 afot
9) (uv)y = 5 a Yap (1) Yor (V) + 34 Pap (1) por (V) | dS2,

asi que H es un espacio de Hilbert. Con esta notacién el funcional de energia
total tiene la forma:

(10) E(u) = (u,u)y — A(u).

Segun el calculo variacional, si tenemos una solucién generalizada suficiente-
mente suave entonces es una solucion clasica. Es posible que exista una solucién
generalizada cuando no existen soluciones clasicas, y mas aun, por el teorema
de unicidad que estableceremos mas tarde, toda solucién clasica es una solu-
cién generalizada si para esta solucién la energia es finita. Con el teorema de
inmersién de Sébolev en mente regresamos a (10).

Para garantizar que A es un funcional lineal y continuo se supone que:

(11) plpPeliypPell! | 1<qg<oo,

por lo tanto tenemos que:

A (u)| = / puid| < P[5, lualZe + (9215 sl + [10°)) 2 fusll -
Q

Por el Teorema 1 y la desigualdad (7) tenemos que
(12) A ()| < Cllull

donde C no depende de u € H. Esto significa que el funcional A es continuo
en H. Por el teorema de representacion Riesz se tiene que

A(u) =2(u,ug)y,
donde ug es dnico, asi que la energia total toma la forma:
2 2
(13) E(u) = (u,u); —2(u,u9)y = [[u—uglly; — [luoll3 -

De la ecuacién (13) se deduce que ug es el minimo de F (u) en H y se puede
enunciar el teorema de existencia y unicidad.

Teorema 2. La solucion generalizada del problema de equilibrio del cascarén
con condiciones en la frontera del tipo Dirichlet homogéneas, cuando se cumple
(11), ewmiste y es dnica.
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En mecénica las soluciones generalizadas se llaman soluciones energéticas o
soluciones débiles. Otro método para introducir las soluciones generalizadas es
tener en cuenta que un funcional e(v) tiene como punto de minimo una solucién
del ecuacién

(14) 2(v,u); — A(v) = 0.

Usando desigualdad (12) y el teorema de representacién de Riesz, nosotros
tenemos la igualdad:

(15) 2(v,u)y, —A(v)=2(v,u)y —2(v,ug)y =2(v,u—ug), =0,

la cual es vélida para toda v € H. Esto significa que el problema del minimo
de E(v) y de la solucién de la ecuacion (14) en el espacio H son equivalentes
porque tienen la misma solucién. Entonces podemos introducir una solucién
generalizada del problema de equilibrio empezando con la ecuacién (14).

2. PROBLEMA DE EQUILIBRIO CON CONDICIONES EN LA FRONTERA DEL
TIPO DIRICHLET NO HOMOGENEAS

Podemos estudiar problemas en mecédnica usando métodos de EDP moder-
nas, estos métodos bien hubieran podido nacer en la mecanica. Los ingenieros,
una vez que observaron que los métodos de aproximacion de Riesz, Galerkin
y elementos finitos se acercaban a la solucién generalizada, comenzaron a con-
siderarlos como naturales.

Cuando se consideran las condiciones en la frontera del tipo Dirichlet no ho-
mogéneas:

Bug

an 8Q=¢47

se intenta reducir el problema al caso anterior. Suponiendo la existencia de una
funcién vg € W que satisface las condiciones en la frontera (16) y se busca una
solucién de la forma:

(17) u=v-+vy.

(16) utlog = ¢1, u2len = d2, uslan = @3,

Claramente v debe estar en H, es decir, debe cumplir las condiciones (6). El
problema del minimo de F (u) se reduce al problema del minimo del funcional:
Ey(v) =(v,v)y + B(v) donde B (v) = By (v) + By (v), B1 (v) =2 (v, V) —
A (v) es un funcional lineal y continuo. Si las fuerzas pertenecen a las misma
clase que en (12) y By (V) = (vo,vo)y — A(vo) es constante. Repitiendo el
procedimiento del Teorema 2 se obtiene:

Teorema 3. Sea vo € W y las fuerzas externas satisfacen la condicion (11)
entonces existe y es unico el punto de minimo v* del funcional de energia total
E (v +vo) en H y existe una dnica solucion generalizada v* +vq del problema
de equilibrio del cascardn con condiciones en la frontera fijas .

La unicidad de la solucién generalizada es consecuencia del Teorema 2.
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3. EL PROBLEMA DE EQUILIBRIO DEL CASCARON LIBRE

Mucho maés interesante es el problema de equilibrio de un cascarén libre, es
decir, se tienen fuerzas en la frontera y ésta no estd fija. Este problema es
muy parecido al problema del tipo Neumann para la ecuacién de Poisson y sin
embargo la mecdnica y las matemaéticas lo tratan de formas distintas.

Como se consideran fuerzas en la frontera el funcional de energia cambia. Esto
se observa en A (u), en este caso hay que considerar la ecuacién para el funcional
de fuerzas externas:

3u3

(18) Aq(u) = /piui dQ—l—/ (giul-—i—Mn 3 > ds,
n
Q

o0

donde g° son las componentes del vector de distribucién de fuerzas en la frontera
y M,, las del momento de flexion; s es el parametro de longitud del contorno
o09.

Ahora, el funcional de energia total tiene la expresion:

(19) By (u) = (u,u)y — Ay (u) .

El principio del minimo de energia tiene la misma presentacion que en los
casos anteriores pero el conjunto en donde estan los desplazamientos admisibles
cambia dado que no hay condiciones en la frontera, sin embargo, de la misma
manera se introduce una nocién de solucién generalizada.

Definicién 3. Se dice que u € W es una solucion generalizada del problema
de equilibrio del cascaron libre si satisface la igualdad

(20) 2(v,u)y — A1 (v)=0
para toda v € W,

La formulacién del problema de equilibrio del cascarén libre es parecida a la
del problema de Dirichlet. Por lo tanto se puede pensar en el uso del Teorema 2
para probar existencia. Pero hay un problema grave: en el Teorema 2 la forma
cudrética (u, v), es un producto interno en el espacio energético pero en este
problema la ecuacién (u,u);; = 0 tiene soluciones no triviales u = z # 0 que
satisfacen las ecuaciones

7 (z) =0  p*(z)=0.

Las funciones z describen el movimiento del cascarén como un cuerpo rigido
en la teoria de cascarones. Desplazamientos rigidos en la teoria de cascarones,
por su sentido, son aproximamente iguales a los desplazamientos rigidos de la
teoria lineal de elasticidad, por eso el conjunto de todos los z es un espacio
lineal 6-dimensional. En coordenadas generales de la superficie del cascarén el
problema de hallar la forma adecuada de z es dificil. Es posible que los conjuntos
de movimientos rigidos de la teoria de cascarones y los de 3D elasticidad sean
iguales pero el problema esta abierto.
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Al sustituir v = z en la ecuacién (20), tenemos que (u,z), = 0 para todo
u € W. Entonces A; (z) = 0 para todo desplazamiento rigido z. Esta condicién
necesaria tiene un sentido mecéanico: todas las fuerzas externas deben ser balan-
ceadas cuando el cascaron es rigido, tales fuerzas se llaman autobalanceadas.
Suponemos que las fuerzas externas estdn en autobalance y queremos aplicar
la idea de la seccién 1. Es decir, miramos ||-||; como una norma del espacio
energético relacionado con W. Pero cuando se verifican los axiomas de norma,
vemos que para todo vector z de desplazamientos rigidos se tiene que ||z||,; = 0.
Mecanicamente es claro que todas las soluciones del problema de equilibrio para
el cascardn libre estan definidas hasta vectores z, esto es, si v es una solucién
entonces v+ z también lo es, para z arbitrario. Las ideas de mecénica muestran
que es bueno fijar el desplazamiento. Asi introducimos

Definicién 4. El espacio Hi es el subespacio de los elementos u del espacio
W tales que fQ u-zdS) =0 para todo movimiento rigido z del cascardn, con el
producto interno (U, V).

Es claro que H; es un espacio lineal. Mas, en la teoria de cascarones que se
investiga actualmente se considera a ||-|| ;; como la norma de H;. Desafortunada-
mente no sabemos si H; es un espacio de Banach y cuales son las propiedades
de sus elementos. Los resultados que se conocen de la teoria de elasticidad dos
y tres-dimensional para cuerpos eldsticos libres y los resultados de Sébolev [§]
acerca de la equivalencia de normas en espacios de Sébolev apoyan lo siguiente:

Conjetura 1. En H; la norma ||| 5 es equivalente a la norma de W.

Es claro que la conjetura puede ser valida sélo si €2 es tal que podemos aplicar
los teoremas de inmersién de Sébolev, por ejemplo si 2 cumple la condicién del
cono.

Ahora, para estudiar el problema de equilibrio de cascarén libre, suponiendo
que la Conjetura 1 es valida, vemos que A; (u) es continuo en H; cuando:

(21)  prellQ), p’eLll(Q), ¢*M,eLi09), ¢°eL'(9)

para algin 1 < ¢ < co.
Ahora enunciamos el teorema de existencia y unicidad:

Teorema 4. Si son vdlidas

1) Conjetura 1,

11) las suposiciones (21),

111) las fuerzas estdn en autobalance

entonces en Hy existe un punto u de minimo de E1 (u) que es dnico. El proble-
ma de equilibrio del cascaron libre tiene una solucion generalizada de la forma
u; +z € H donde z es un desplazamiento rigido y arbitrario.
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Demostracion La demostracién practicamente repite la demostracién del Teo-
rema 2. Usando el Teorema 1 y las propiedades (21) de las fuerzas tenemos que

AVl < vl

con constante C' que no depende de v € Hy, entonces Ay es un funcional lineal
y continuo. Por el teorema de representacién de Riesz tenemos que existe un
Unico u; € Hi tal que

A(v)=2(v,u)p.

La ecuacién (21) toma la forma
<V7u>H - <V’u1>H =0

para todo v € Hy, entonces la solucién del problema intermedio es u = u; y la
solucién del problema de equilibrio del cascarén libre es u; +z. Lo que muestra
el Teorema.

Teoremas parecidos a los Teoremas 2 y 3 el lector los puede encontrar en Ciarlet
[3]. El Teorema 4 se basa en la Conjetura 1 . La Conjetura 1 esta abierta al igual
que la determinacion del conjunto de los desplazamientos rigidos del cascarén
en esta teorfa.

El lector se dara cuenta que si la condicién de autobalance no se cumple, el
problema es irresoluble. Mecanicamente esta hipdtesis de autobalance tiene
un significado esencial para el problema. El lector que conozca la teoria del
problema de Neumann para la ecuacién de Laplace V2u = 0 en § cuando
Ou/On|ea = ¢ sabe que para resolver esta ecuacién es necesario que se cumpla
faﬂ ¢ds = 0, la cual es justamente la condiciéon de autobalance de las fuerzas
externas, que se representan con ¢.

Habiendo visto estos tres casos podemos hacer un balance del aporte de las
ideas de las matematicas y la mecdnica para resolver problemas. En el primer
caso, tenemos un problema fisico de equilibrio que lo transformamos en buscar
el minimo de un funcional. Para encontrar el minimo se apela al andlisis fun-
cional, al célculo variacional y a los espacios de Sébolev; asi la mecénica aporta
herramientas, que se desarrollan matematicamente sin propésito aparente, pero
que luego vuelven a la mecénica para resolver algunos problemas. En el caso del
cascaron libre se tiene que el problema es imposible de resolver si no se agre-
gan condiciones adicionales. Estas condiciones no son aparentes si no hay una
interpretaciéon mecanica del problema. De esta forma se encuentra la solucién
de un problema matematico con la ayuda de las ideas mecdanicas.

Podemos decir, finalmente, que el intercambio de ideas de mecanica y EDP
es un hecho enriquecedor y, ademds, nos permite estudiar algunos problemas
practicos de una manera relativamente facil que de otra forma serfan muy
dificiles, si no imposibles de resolver.
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