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Resumen

En este documento presentamos algunos de los resultados de un estudio® que aporta evidencias de la
capacidad de los alumnos de tercer grado para desarrollar pensamiento relacional y para
comprender el significado del signo igual trabajando en un contexto de igualdades numéricas.

Abstract

In this document we present some of the results of a study which provides evidence of third grade
students” capacity to develop relational thinking and to understand the equal sign meaning both in the
context of number sentences.

Introduccion

Recientemente investigadores como Kaput (1999), Carpenter, Franke, y Levi (2003) y Warren (2004)
han argumentado sobre la importancia de fomentar el desarrollo del pensamiento algebraico desde los
primeros cursos de la educacion matematica escolar, con el objetivo de promover un aprendizaje con
comprension y facilitar el posterior estudio formal del algebra. Segln esta propuesta los maestros han
de promover la observacion de patrones, relaciones y propiedades matematicas y crear un ambiente
escolar en el que se valore que los alumnos exploren, modelicen, hagan predicciones, discutan,
argumenten, comprueben ideas y también practiquen habilidades de célculo (Blanton y Kaput, 2003).
Se considera que los diferentes modos de pensamiento involucrados en la actividad algebraica son
habitos mentales importantes que los alumnos deben de adquirir ya que tienen el potencial de poder
enriquecer la actividad matematica escolar y, muy especialmente, el aprendizaje de la aritmética.

En esta linea, tomamos como referencia fundamental un trabajo dirigido por Carpenter (Carpenter et
al., 2003) en el que se aborda el desarrollo de diversos aspectos del pensamiento algebraico desde la
ensefianza de la aritmética entre los que se encuentran la comprension del signo igual, la observacion
de relaciones numéricas y la elaboracién de conjeturas. Trabajamos con un grupo de alumnos de tercer
grado. Llevamos a cabo varias intervenciones en el aula dirigidas a que los alumnos hagan explicito y
desarrollen el significado que tienen del signo igual®. A su vez realizamos un estudio de la emergencia
y desarrollo de estrategias de resolucion de igualdades numéricas basadas en el establecimiento de
relaciones entre los términos y operaciones de ambos miembros de la misma y en la consideracion de
las igualdades aritméticas como un todo.

! Este estudio ha sido desarrollado dentro de un proyecto del plan nacional de I+D+1 financiado por el MCyT,
con nimero BS02002-03035, y cofinanciado con fondos FEDER. Junto a las autoras de esta comunicacion, esta
investigacion ha sido realizada por la Dra. Rebecca Ambrose (U. California, Davis).

2 En esta comunicacién nos centramos en el significado del signo igual en contextos aritméticos (equivalencia en
valor numérico de dos expresiones numéricas), siendo conscientes de que en el algebra su significado se hace
mas complejo al ser empleado en diversos tipos de igualdades: identidades, igualdades limitadas a ciertos valores
de las variables y definiciones, entre otros.
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Nuestro punto de partida es la siguiente conjetura: se ha detectado que los alumnos de tercer grado de
educacion elemental o primaria muestran una comprension muy limitada del significado del signo
igual. Esto se deduce de las dificultades que encuentran en la resolucion de igualdades numéricas.
Suponemos que dichas dificultades no son atribuibles, en general, a falta de capacidad de los alumnos
debido a su desarrollo evolutivo y que un trabajo sistemético y ordenado, con igualdades numéricas,
puede permitir en estos escolares una mejor comprension del signo igual y fomentar en ellos el
desarrollo de pensamiento relacional como una estrategia para resolver igualdades numéricas.

Objetivos de la investigacion

El objetivo de este trabajo de investigacion es estudiar la comprension mostrada por los estudiantes del
significado del signo y la emergencia y desarrollo de pensamiento relacional en la resoluciéon de
igualdades numeéricas. Para ello trabajamos con los alumnos en el aula durante cinco sesiones de
duracion variable (entre quince y cincuenta minutos), realizadas en dias diferentes y durante el horario
escolar. La sesion 1 estd dirigida a diagnosticar la comprension que tienen los alumnos, detectar
posibles usos de pensamiento relacional y explorar las estrategias empleadas por los mismos en la
resolucién de igualdades numéricas abiertas. En las sesiones 2, 3 y 4, nos centramos en disefiar y
llevar a la practica actividades que puedan favorecer que los alumnos desarrollen la comprension del
significado del signo igual y promuevan el uso de pensamiento relacional en la resolucién de las
igualdades. En la ultima sesion, se evalla la durabilidad de la comprensién mostrada previamente por
los alumnos asi como el uso de pensamiento relacional.

Marco Tebrico
Pensamiento relacional

Uno de las principales expresiones utilizadas en este trabajo es “Pensamiento relacional”. Decimos
que una persona usa pensamiento relacional en contextos matematicos cuando examina
alternativamente dos o mas conceptos o ideas matematicas para apreciar (recordar o detectar)
relaciones que pueden existir entre ellos, y analiza 0 usa estas relaciones con la intencién de resolver
un problema, tomar una decisioén o aprender algo sobre la situacion o los conceptos involucrados. En
el contexto de la aritmética, en el que se centra este trabajo, este término ha sido empleado por
Koehler (2004) haciendo referencia a “las muchas relaciones que los nifios reconocen y construyen
entre nimeros, expresiones y operaciones” (p. 2). Por su parte Carpenter et al. (2003) se refieren al uso
de pensamiento relacional en el contexto de igualdades numéricas uniéndolo a la comprension del
significado (relacional) del signo igual. En este contexto se entiende que un alumno usa pensamiento
relacional al resolver una igualdad numérica cuando obtiene la respuesta, a la misma, estableciendo
comparaciones entre los nimeros o expresiones a ambos lados del signo igual, sin necesidad de
realizar explicitamente las operaciones expresadas. Por ejemplo, en la igualdad 12 + 7 =7 +  puede
observar que la respuesta correcta es doce, como consecuencia de la propiedad conmutativa, siendo
ésta una estrategia alternativa a realizar la suma 12 + 7 = 19 y posteriormente resolver el problema 19
=7+ . De formasimilar, laigualdad 8 + 4 = + 5 se puede resolver usando pensamiento relacional
observando que cinco es una unidad mas que cuatro y, por lo tanto, la cantidad desconocida debera ser
una unidad menos que ocho.

La aritmética elemental da lugar a multitud de actividades (no siendo siempre necesaria una
comprension previa del signo igual) en las que se puede desarrollar el pensamiento relacional
centrando el foco de atencidn en las relaciones entre las operaciones y los nimeros involucrados,
manteniéndolo alejado del célculo directo de la respuesta. En algunas de estas actividades, como las
que se consideran en este estudio, se trabaja ademas el significado relacional del signo igual y por
tanto la consideracion de las igualdades como un todo, como una proposicion.

Estas actividades favorecen un aprendizaje significativo de la aritmética, el desarrollo de fluidez en el
calculo y el desarrollo de una buena base para el estudio formal del algebra (Carpenter et al. 2003,
Koehler, 2004). EIl trabajo centrado en pensamiento relacional con estas actividades, es importante,
entre otras cosas, porque los conceptos o ideas matematicas estan dentro de estructuras
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interrelacionadas y porque el reconocimiento de dichas relaciones es considerado como una de las
bases del desarrollo de la comprension de las matematicas (Castro, Rico, y Castro, 1987; Hiebert y
Carpenter, 1992).

Estudios previos de interés para este trabajo

En lo referente a la resolucion de igualdades numéricas, segun recogen Lindvall e Ibarra (1980), han
sido ampliamente estudiadas las estrategias y dificultades que manifiestan los alumnos al resolver
igualdades numéricas abiertas® de las formasa +b =cy c=a * b, analizando: la influencia de la
operacion, la posicion de la operacién y de la cantidad a averiguar (incégnita) y la existencia o no de
solucion en el conjunto de los nimeros enteros. Los estudios de Behr, Erlwanger, y Nichols (1980),
Falkner, Levi, y Carpenter (1999), y Freiman y Lee (2004) han centrado su atencion en la resolucion
de igualdades abiertas de no accion®, observando que los alumnos encuentran importantes dificultades
en la resolucién de este tipo de igualdades y con frecuencia tienden a cambiarlas de acuerdo con una
interpretacion operacional del signo igual. La mayoria de los alumnos entienden el signo igual como
un simbolo que debe ir seguido a su derecha de la respuesta a la operacion u operaciones situadas a su
izquierda y tienden a rechazar igualdades de la forma ¢ = a + b porque “estan al revés” cambiandolas
a c+a=bo a+b=c. Dan como respuestas mas frecuentes a las igualdades de las formas a =
a, c=a+b, a+b=cy a+b=c+d, (cona,b,coddesconocido) uno de los nimeros de la
igualdad, la suma o diferencia de algunos nimeros de la igualdad o la suma de todos los nimeros de la
misma (Freiman y Lee, 2004). Un uso erréneo del signo igual sefialado por Kieran (1981) consiste en
encadenar operaciones en expresiones talescomo 8 +4 =12 +5=17.

Por otra parte, en diversos estudios (Thorton, 1978; Rathmell, 1978; Koehler, 2004), se ha destacado
la bondad del uso de estrategias de pensamiento y de célculo flexibles basadas en pensamiento
relacional en el aprendizaje de los hechos numéricos. Estos investigadores han observado que la
ensefianza de este tipo de estrategias favorece el aprendizaje y retencidon de hechos numéricos basicos
asi como la transferencia de este conocimiento a otros problemas. Otros estudios que resumen
Liebenberg, Sasman, y Olivier (1999) sugieren que la ensefianza tradicional no ha sabido promover el
uso de pensamiento relacional, habiéndose observado que la mayoria de los alumnos no son capaces
de resolver igualdades abiertas sin calcular la respuesta a las operaciones expresadas, debido a una
falta de conocimiento de las operaciones aritméticas y sus propiedades. Kieran (1981) alude a la
dificultad en la aceptacion de la falta de clausura, es decir, la dificultad de considerar expresiones
como entidades en si y la necesidad de que aparezca expresado el resultado o valor de cada expresion.
Esta limitacion va acompafiada de una percepcidn de las expresiones como procesos 0 acciones y no
como objetos matematicos. Los estudios de Carpenter et al. (2003) y Koehler (2004), mas recientes,
presentan casos de alumnos de primaria que han hecho uso de pensamiento relacional de manera
eficaz en la resolucién de igualdades numéricas y en otras actividades aritméticas. Estos estudios,
entre otros, han servido de base para nuestro trabajo de investigacion.

Metodologia

Disefio de la investigacion

Hemos aplicado el disefio de investigacion dirigido por una conjetura de Confrey y Lachance (2000).
Este disefio estd especialmente orientado a la realizacion de estudios de investigacion que se

desarrollen en el aula, habitualmente dirigidos a investigar nuevas estrategias de ensefianza o0 a
analizar diferentes enfoques para el contenido y la pedagogia de un conjunto de conceptos

? Las igualdades abiertas son aquellas que presentan algiin término desconocido (incgnita), a averiguar (Ej. 8 +
4 = +5), Las igualdades cerradas, por el contrario, aparecen completas, sin ningin término desconocido (Ej. 8
+4=7+5).

* Las igualdades de no accion son aquellas sin simbolo operacional en ambos miembros (Ej. 3 = 3) o con signos
operacionales a ambos lados del signo igual (Ej. 3 + 5 =7 + 1). En cambio las igualdades de accion incluyen
signos operacionales nicamente en uno de los miembros (Ej. 4 + 3 +5 =12 6 6 = 3 + 3). Tanto las igualdades
de accion como las de no accion pueden ser abiertas o cerradas.
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matematicos. El disefio se basa en una conjetura, es decir, en “una inferencia basada en pruebas
incompletas 0 no concluyentes” (pp. 234-235), la cual es revisada y elaborada a lo largo del proceso
de investigacion. No existen hipotesis a ser probadas sino que la conjetura es la guia de la
investigacion, existiendo, ademas, objetivos o preguntas de investigacion a las que se pretende dar
respuesta.

La recogida de datos que acompafia a este disefio es exhaustiva para poder describir con precision las
interacciones ocurridas en el aula, la actuacion y evolucién de los alumnos, y las reflexiones y
decisiones tomadas por los investigadores a lo largo del proceso de investigacién. Los datos son
sometidos a dos tipos de analisis; uno preliminar y continuo, después de cada intervencién, que
permite la toma de decisiones con respecto a futuras intervenciones y facilita la revision y el desarrollo
de la conjetura, y otro, un analisis final de todo el proceso de investigacion y todos los datos recogidos
el cual conduce a la construccién de una historia coherente de la evolucion de la conjetura y de los
alumnos.

Sujetos

Dos investigadoras (autora y codirectora del estudio), trabajamos con una clase de 18 alumnos de
ambos sexos de tercer grado de un colegio publico de la ciudad de Sacramento (California). La clase
era étnica y linglisticamente diversa. Cinco alumnos hablaban un segundo idioma y dos de ellos
tenian dificultades para comprender el lenguaje hablado en el aula, el inglés. Durante los meses
previos, las investigadoras habiamos trabajado semanalmente con el grupo de alumnos realizando una
variedad de actividades matemaéticas no relacionadas con la resolucion de igualdades numéricas ni el
desarrollo de pensamiento relacional. La maestra del aula estuvo siempre presente y ocasionalmente
colaboré ayudando a los alumnos, siendo una de las investigadoras la que condujo el trabajo en el aula
en todo momento. La otra investigadora ayudd a los alumnos individualmente (especialmente a
aquellos cuya segunda lengua era el inglés) cuando tenian dificultades en la comprension de la tarea a
realizar. Entre nuestras sesiones, la maestra usé un libro de texto “tradicional” para el trabajo en el
aula, en el cual se incluia practica computacional y ocasionalmente igualdades numéricas abiertas con
dos términos en cada miembro.

Recogida de datos

Nuestro trabajo en el aula durante las cinco sesiones se centrd en resolver y discutir igualdades
numeéricas (Ver organizacion y distribucion de las sesiones en tabla 1). La mayor parte del tiempo se
dedico a realizar discusiones, intercaladas por las tareas escritas que fueron utilizadas como base de la
posterior discusion y para evaluar a los alumnos. Las tareas escritas fueron resueltas por los alumnos
de forma individual. En las discusiones con toda la clase se consideraron tanto las respuestas correctas
como las incorrectas y se les pidio a los alumnos que explicaran coémo habian pensado las igualdades y
de qué formas diferentes las habian resuelto. La investigadora a cargo de la discusion facilitd el
intercambio de opiniones entre los alumnos clarificando o repitiendo sus explicaciones al resto de la
clase y pidiendo aclaraciones.

La separacion temporal de las sesiones fue en parte intencionada, para que nuestra intervencion en el
aula pudiera tener un efecto mas prolongado en los alumnos, y en parte accidental debido a los
periodos vacacionales y nuestra limitada accesibilidad al aula.
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Sesiones 1 2 3 4 5
Fecha 11-20-03 2-5-04 2-19-04 3-4-04 5-13-04
NUmero de 13 15 18 18 15

estudiantes

- - evaluacion - discusion | - discusion | - evaluacién

Actividades evaluacién | escrita - evaluacion escrita
de la sesién escrita - discusion | escrita
- dos - actividad

entrevistas | escrita
- discusién | - discusion

breve breve
Tipo de abiertas cerradas abiertasy | cerradas abiertas
Igualdades verdaderas | cerradas verdaderas
y falsas verdaderas | y falsas

y falsas

Las sesiones 1, 2 y 4 fueron grabadas en video. Durante la sesién 3 una de las investigadoras toméd
notas de la discusion. En todas las sesiones se recogieron las respuestas de los alumnos en hojas de
actividades que se les suministraron. Se tomaron anotaciones, durante los diferentes encuentros
realizados entre las investigadoras en las que se recogieron las decisiones tomadas sobre el disefio de
las diferentes intervenciones, junto con su justificacion, asi como la opinion de las investigadoras a lo
largo del transcurso de la investigacion.

Igualdades numéricas trabajadas

Partiendo del conocimiento aportado por una revision bibliografica previa decidimos utilizar
igualdades numéricas abiertas e igualdades numéricas cerradas verdaderas y falsas (que debian ser
corregidas por los alumnos en caso de ser falsas) de formas variadas como las siguientes:axz b =c¢, ¢
=zaxh, axtb=cxtd y azxzb=czdz=e, la mayoria de ellas disefiadas especialmente para
facilitar el uso y desarrollo de pensamiento relacional. Las operaciones involucradas fueron sumas,
restas y ocasionalmente alguna multiplicacion o divisién con divisor 1, que no supusieran dificultad
para alumnos de tercer grado. Sélo algunas igualdades en las Gltimas dos sesiones involucraron
numeros grandes (mayores que 100) con la intencidn de incitar al uso de pensamiento relacional.

Las relaciones implicitas en las igualdades fueron: la propiedad conmutatividad de la suma (Ej. 12 + 7
=7+ [J), lacompensaciénensuma(a+b=(a+c)+(b-c))oenresta(a—b=(@a+c)-(b+c)),la
propiedad asociativa de la suma mediante la descomposicion de alguno de los sumandos (Ej. 4 + [1 =
2 + 2 + 2), la magnitud de las expresiones o nimeros (Ej. 34 = 34 + 12), y en alguna igualdad la
relacién inversa de la suma y la resta (Ej. 27 + 48 — 48 = 27), la multiplicacién como suma repetida (
Ej. 4x5=4+4+4+4+5)y lapropiedad de que todo nimero menos si mismo es cero (Ej. 6 -
6 = 1 — 1). Las igualdades numéricas no fueron presentadas a los alumnos agrupadas por relaciones
sino tomadas aleatoriamente (las relaciones abordadas en cada sesion se recogen en la primera parte de
la tabla 2).

Tras observar en la sesion 1 una fuerte tendencia computacional en los alumnos siempre que tenian
que completar una igualdad abierta, decidimos emplear este tipo de igualdades sélo para evaluar la
comprension del significado del signo igual y usar igualdades verdaderas y falsas para impulsar la
verbalizacién y discusion entre los alumnos y promover el uso de pensamiento relacional. En cada una
de las intervenciones, en el aula, se emplearon colecciones de igualdades elaboradas en funcion de los
resultados de la sesién anterior y considerando las sugerencias dadas por Carpenter, et al. (2003). En
algunos casos tomamos igualdades que habian sido propuestas por los alumnos en intervenciones
previas.
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Resultados

Los resultados de este estudio atienden principalmente a dos aspectos: las dificultades de los alumnos
en la resolucion de igualdades numéricas, y la emergencia y desarrollo de pensamiento relacional.

Dificultades en la resolucién de igualdades numéricas

Durante las diferentes sesiones observamos que los alumnos presentan dificultades en la resolucion de
igualdades numéricas similares a las referidas por otros autores. Inicialmente todos los alumnos
muestran una interpretacion operacional del signo igual. Se aprecia esta interpretacion en las
respuestas dadas en las igualdades abiertas de no-accion. En unos casos la operacién es correcta, de
acuerdo con lo indicado en la igualdad. En otros, se opera con todos los nimeros, sin tener en cuenta
la posicion del signo igual. En otros casos, se repite algin nimero de los que aparecen en la igualdad.
En otros, se resuelve sélo una parte de la igualdad de la forma a + b=c, b=c * d, a=c+d 6 azx
b=d.

En cuanto al reconocimiento de igualdades verdaderas y falsas, los alumnos no encuentran significado
para expresiones de la forma a=a por no tener una operacién implicada, ni a c=axb por el orden de los
miembros de la igualdad, indicando los alumnos que la igualdad esté al revés, tampoco a expresiones
del tipo atb=c+d por la posicion del signo igual “en medio™, explicando que prefieren verlo al final.

En esta tendencia computacional, los alumnos no reparan en la igualdad como un todo sino que
proceden a operar inmediatamente, involucrando todos o parte de los nimeros de la igualdad para
poder rellenar el recuadro. Consideramos que este comportamiento es una consecuencia de la
orientacion al célculo que tradicionalmente domina la ensefianza de la aritmética.

A lo largo de las sesiones, la compresion del significado del signo igual de la mayoria de los alumnos
evoluciona desde la interpretacion operacional de este simbolo, cuyo uso sélo es aceptado por los
alumnos en igualdades con las operaciones a la izquierda y la respuesta a la derecha, a una
interpretacién relacional del signo igual, pasando en algunos casos por una etapa intermedia de
aceptacion de igualdades de la forma c=azxb’

Emergencia y desarrollo de pensamiento relacional

Analizamos este punto centrandonos principalmente en las explicaciones dadas por los alumnos

durante las discusiones. En total once de los dieciocho alumnos verbalizaron pensamiento relacional a

lo largo de las cinco sesiones de trabajo en el aula: uno en la sesién 1, otro en la sesion 2, dos en la

sesion 3 (en dos ocasiones cada uno), seis en la sesion 4 (uno de ellos en tres ocasiones, otro en dos y

los demas en una) y siete en la sesion 5. Las explicaciones dadas por los alumnos fueron como sigue:
“[12 + 11 = 11 + 12] es verdadera porque han cambiado de orden los nimeros™.

Este alumno no realizé ningun tipo de calculo sino que observé la igualdad en su totalidad,
compard las expresiones a ambos lados del signo igual y aplicé la propiedad conmutativa.

“34= 34 + 12 es falsa porque treinta y cuatro mas doce va a ser mas que treinta y cuatro”.

Este alumno justificd la falsedad de la igualdad comparando las expresiones 34y 34 +12 'y
razonando en funcidn de su magnitud.

“[12 — 7 = 13 — 8] es cierto porque han sumado uno al siete y han sumado uno al doce”.

Este alumno expresa asi la relacién de compensacion en la resta.

% Esta evolucién se detalla en Molina y Ambrose (en prensa).
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En la igualdad 238 + 49 =+ 40 + 9 algunos alumnos tras responder 238 razonaron aplicando la
propiedad asociativa de la suma. Explicaron:

“Me di cuenta de que el nimero era 49y 40 + 9 = 49 por eso sume 238”
“Dividi el 49 por la mitad en 40 y 9. No sumé 238y 49”.

En la tabla 2 se muestra qué tipo de explicaciones se produjeron en las distintas sesiones atendiendo a
las relaciones o propiedades verbalizadas por los alumnos. En la primera parte de esta tabla se recoge
el nimero de igualdades que abordaron (implicitamente) las relaciones conmutativa, asociativa (en
situaciones de descomposicion de algin término), compensacion y magnitud de las expresiones. Como
se observa, los alumnos no mostraron pensamiento relacional en todas las igualdades, siendo las
relaciones de magnitud de las expresiones y la propiedad asociativa, en situaciones de descomposicion
de un algin término, las mas explicitadas. En la mayoria de las igualdades la relacion expresada por
los alumnos corresponde a la relacién con la que identificamos en la tabla dicha igualdad, sin
embargo, en la igualdad 103 + 205 = 105 + 203 de la sesion 4 aunque un alumno verbalizd esta
relacién (“Han cambiado de orden el cinco y el tres™), la relacion de compensacion, otros alumnos
dieron explicaciones centradas en otra aplicacion de la propiedad asociativa: ““Es verdadera porque
ciento tres méas doscientos cinco es igual a ocho y ciento cinco mas doscientos tres es ocho y los dos
ochos hacen juego o “Yo he visto el cinco y el tres porque cinco mas tres son ocho y hay dos ochos
haciendo juego y entonces tenemos trescientos ocho y en el otro lado trescientos ocho.”

Conmutativa| Magnitud | Compensacion ASOCIatlva.' <
descomposicién

Relaciones |1 | + +++ -
trabajadas | 2 ++ +

3|+ ++++ - ++ +

4 +— +— + 4+

5|+ +++— +
Relaciones |1 +
expresadas | 2 +
por los 3|+ +++
alumnos 4 + + +— + +

5 ++++

Tabla 2. Dos tipos de frecuencias asociadas a las principales relaciones consideradas. Los simbolos +
o — refieren a la operacion involucrada en la igualdad. No tenemos informacion de las casillas
sombreadas.

Por otra parte, se observa un posible uso de pensamiento relacional en las igualdades construidas por
los alumnos en las sesiones 2 y 3. Algunas de las relaciones que pueden observarse en estas igualdades
son: la propiedades del cero como neutro de la suma (Ej. 10 + 9 = 19 + 0), la suma de nimeros
iguales es igual (Ej. 10 + 0 = 10 + 0), la compensacién en la suma (Ej. 51 + 51 = 50 + 52), la
multiplicacion como suma repetida (Ej. 2 x 9 =9 + 9), la propiedad conmutativa (Ej. 10 + 7 =7 + 10),
la resta de un nimero menos si mismo es cero (Ej. 100 — 100 = 0 — 0) y la propiedad asociativa de la
suma (Ej. 90 + 200 = 200 + 10 + 10 + 20 + 30 + 20). Sin embargo, al interrogar a algunos de estos
alumnos sobre como estaban construyendo las igualdades no expresaron relacién alguna.

Conclusiones

Los resultados de este estudio muestran que el significado del signo igual no es un conocimiento
intuitivo para los alumnos ni es adquirido directamente mediante la explicacién de la persona que
ejerce la autoridad en el aula. Los alumnos necesitaron trabajar con igualdades de diversas formas para
ir construyendo una comprension del significado relacional del signo igual, asi como para modificar su



212 MARTA MOLINA GONZALEZ y ENCARNACION CASTRO MARTINEZ

interpretacion operacional de este simbolo. Entendemos que las dificultades observadas son resultado
de la reiterada consideracion, a lo largo de la formacion escolar de los alumnos, de igualdades con las
operaciones en el lado izquierdo y la respuesta en el lado derecho de las mismas, junto con el énfasis
gue se hace en la obtencién de una respuesta que suele dominar la ensefianza de la aritmética. Este
significado operacional adjudicado al signo igual es referido en la literatura como significado
aritmético del signo igual (Rojano, 2002), sin embargo la naturaleza relacional de este signo asi como
las importantes dificultades observadas y el interés del trabajo centrado en relaciones muestran lo poco
adecuado que resulta esta limitacién impuesta al uso aritmético del signo igual.

Las igualdades numéricas verdaderas y falsas probaron ser un contexto eficaz mediante el cual los
estudiantes pueden verbalizar su significado del signo igual y mejorar la comprension de este simbolo,
ademas contribuyeron a fomentar la observacién de la totalidad de la igualdad, romper su tendencia
computacional, y al desarrollo de pensamiento relacional. Aunque dicho desarrollo tuvo un éxito
parcial, los resultados permiten mostrar que los alumnos de tercer grado estan capacitados para
desarrollar pensamiento relacional y que su uso permite abordar relaciones matematicas que
habitualmente no son explicitadas en el aula y que constituyen parte de una buena formacién
matematica. Una dificultad observada en relacion a este desarrollo mediante las actividades
consideradas es la necesidad de que los alumnos se escuchen unos a otros para que el intercambio de
estrategias y opiniones sea realmente fructifero.

El caracter de intervencion en el aula de esta investigacion la dota de consecuencias directamente
aplicables al aula. Las dificultades sefialadas en la resolucién de los distintos tipos de igualdades y la
evolucion de la comprension y de las estrategias de los alumnos observada, aportan informacion de
utilidad para la ensefianza. Se muestra la potencialidad del trabajo centrado en el desarrollo de
pensamiento relacional que favorece un enfoque no computacional y una comprension semantica de la
aritmética, ademas del acercamiento a la clausura de las expresiones, idea de gran importancia a tratar
en la formacion pre-algebraica.
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