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Resumen

El objetivo de este estudio fue investigar la reconstrucciéon del concepto de limite en estudiantes de
posgrado en un ambiente de aprendizaje cooperativo, debate cientifico y autorreflexion. Disefiamos
veintidds actividades, las cuales se desarrollaron durante catorce sesiones de dos horas y media cada
una. La dindmica consistié en impulsar primero, la participacion activa de los estudiantes a través de
pequefios grupos, para la resolucidn de las tareas incluidas en las actividades disefiadas. En segundo
termino, todos los miembros del grupo participaban en el debate cientifico, para revisar y analizar los
enfoques de los equipos. Y tercero, se pedia al estudiante que fuera de clase llevara a cabo una
reflexion de las tareas desarrolladas en el salon. En este articulo presentaremos aspectos generales
de la investigacién y un caso especifico con uno de los alumnos.

Abstract

The aim of this study was to investigate students’ reconstruction of the limit concept in a scientific
debate/cooperative learning environment. We design twenty-two activities, which developed during
fourteen sessions of two hours and a half each one. The dynamics consisted of stimulating first, the
active participation of the students in a discussion in small groups, for the resolution of the tasks
included in the designed activities. In the second term, all the members of the group were taking part
in the scientific debate, to check and to analyze the approaches of each team. And third, it was asked
the student to reflect about the tasks developed in the classroom. In this article we will present general
aspects of the investigation and a case study.

Introduccién y Marco Tedrico

La historia de las ideas matematicas nos muestra que el concepto de limite es complejo. Manifestacion
de ello es: la definicidn de limite en términos de ey & es el resultado de mas de cien afios de ensayo y
error, e incorpora en unas pocas palabras el fruto de un esfuerzo persistente para dotar a este
concepto de una base matematica solida... Sin embargo, una comprension clara y una definicion
precisa de los limites estuvieron bloqueadas durante largo tiempo por una dificultad aparentemente
insuperable. (Courant y Robbins, 1941, p. 342 en la ed. en espafiol). De la misma manera, la historia
nos revela los obstaculos que tuvieron determinados matematicos para entender y formalizar el
concepto de limite (véase por ejemplo, Cajori, 1915; Grattan-Guinness, 1970; Bell, 1940); de ahi
entonces que dificultades también se presenten en el aula. En este contexto, nuestro interés se enfoco

! Los resultados descritos en este reporte de investigacion son parte de uno de los 17 casos analizados en la tesis
doctoral dirigida por el Dr. Fernando Hitt (Cinvestav-IPN).
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en investigar dificultades de aprendizaje y procesos de construccidn o reconstruccion del concepto de
limite, en estudiantes de posgrado que han ejercido como profesores de matematicas y/o de calculo.

Investigadores en educacion matematica, como Cornu (1981 y 1994), Sierpinska (1985, 1987 y 1988),
Tall y Schwarzenberger (1978) y Hitt y Paez (2001, 2003, 2004), entre otros, se han preocupado por
identificar la problematica relativa a las dificultades que tienen los estudiantes en la construccién del
concepto de limite. Cornu y Sierpinska han relacionado estas dificultades con aspectos histéricos del
concepto de limite, estableciendo asi obstaculos de corte epistemoldgico.

Nuestra investigacion esta enmarcada desde una perspectiva de la construccion de conceptos,
fundamentada en la teoria de representaciones semidticas (Duval, 1998; Hitt, 2003). En particular,
consideramos de suma importancia las producciones semi6ticas de los estudiantes en el proceso de
construccion del concepto de limite. Otro aspecto esencial fue la posibilidad de detectar en ellos
procedimientos que reflejen cierto tipo de conocimiento; al que identificamos como una concepcion?
en el sentido de Duroux (1983). Este conocimiento funciona localmente y dependiendo de la situacion
el estudiante puede resolver un problema y en otras situaciones, ese conocimiento, promueve el error.

Para fines de la investigacion, tomamos como concepcidn el conocimiento del alumno con respecto a
un concepto, Util en determinadas situaciones matematicas y en otras genera fracaso. Este
conocimiento funciona en el estudiante como una unidad, cada vez que se enfrenta a un problema, y se
manifiesta a través de sus producciones semidticas. Algunas concepciones provocaran un obstaculo
epistemoldgico en el sentido de Brousseau (1983) y Sierpinska (1985). Un ejemplo de una concepcion
que se vuelve obstaculo es el siguiente: en un estudiante de primer semestre de universidad (ver Péez,
2001) identificamos que tiene la concepcién de limite como sustitucion, cuando en un ejercicio de la
forma Iim3«/x +1 responde que el limite es dos porque sustituye. Esta concepcion le permite
X—>

encontrar la respuesta, cuando las funciones son continuas. Pero, en el caso contrario los conduce a un
error, como en el ejemplo utilizado de una representacion grafica de una funcion discontinua, donde
prevalece la sustitucion y si el punto de discontinuidad es a, afirma que el limite cuando x tiende a a es
f(a).

Las preguntas de investigacion que rigieron este estudio fueron: ;Qué concepciones de limite
presentan algunos estudiantes de posgrado? y ¢Qué avances con respecto al proceso de construccion o
de reconstruccion del concepto de limite se pueden observar en los estudiantes de posgrado, frente a
situaciones no rutinarias en un ambiente de aprendizaje cooperativo, debate cientifico y
autorreflexion?

Metodologia

Los sujetos que participaron en el estudio son diecisiete estudiantes de una maestria de educacion
matematica que han ejercido como profesores de matematicas y/o de célculo.

Para lograr el objetivo propuesto de esta investigacion, disefiamos veintidds actividades, las cuales
incluian diferentes representaciones del concepto de limite (grafica, numérica, algebraica y en lenguaje
natural). Para su resolucion necesariamente se verian obligados a realizar procesos de conversion entre
representaciones. Por ejemplo, en la actividad No. 7 el estudiante tiene que integrar las dos
representaciones, la geométrica y el lenguaje natural, para comprender el problema. Luego, para su
solucion es indispensable un cambio a la representacion algebraica.

2 Duroux (1983) define este término como un saber local que se produce cuando se privilegian ciertas
situaciones, en menoscabo de otras, en la adquisicion del conocimiento. Por lo tanto, una concepcién es operante
sobre una parte de lo que Vergnaud designa como campo conceptual y por ende presenta necesariamente
insuficiencias.
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Actividad No. 7

Partiendo de un cuadrado grande, trace otro al interior
desplazando sus vértices como se indica en la figura: cada
vértice estd sobre un lado del primer cuadrado a una distancia
igual a 1 cm de su vértice. Dibuje otro cuadrado siguiendo el
mismo proceso y después otro mas y asi sucesivamente.

a. ¢Hasta donde se puede realizar esta construccion?

b. Compare este problema con el de los cuadrados construidos
en los puntos medios de los lados de cada uno de los
cuadrados.

c. Compare este problema con el de los hexagonos y
dodecagonos.

La actividad esta disefiada para discernir dos posiciones, para unos es un proceso finito y para otros se
trata de un proceso infinito ligado al infinito potencial (ver Paez, 2004). La controversia se podra
resolver cuando pasen al terreno algebraico. De hecho, el paso a la representacion algebraica se
presenta como necesario para poder argumentar a favor o en contra, ya que en el ambito perceptivo, la
discusion no podria ir muy lejos. Es importante sefialar, que con este problema, la propiedad de iniciar
con un cuadrado e ir construyendo otro cada vez, el limite es también un cuadrado. En otros
problemas se habia llegado a la conclusién que el limite era un punto (actividades con cuadrados y
hexagonos).

Las actividades se desarrollaron durante catorce sesiones de dos horas y media cada una. La
metodologia utilizada en el desarrollo del curso fue la del debate cientifico (Alibert y Thomas, 1994;
Legrand, 2001) en un ambiente de aprendizaje cooperativo (Hagelgans, et. al, 1995) y de reflexién
personal.

Para seguir las indicaciones de la metodologia del aprendizaje cooperativo, con respecto a la
conformacion de los grupos y con relacion al nivel académico, aplicamos un cuestionario diagnostico.
De acuerdo a los resultados, clasificamos a los estudiantes de posgrado segun su desempefio, en tres
tipos:

1. Los estudiantes que demostraban afirmaciones no contradictorias en sus respuestas y buen
desempefio en general.

2. Los estudiantes que planteaban afirmaciones contradictorias en sus respuestas.

3. Los estudiantes que mostraban limitaciones en su conocimiento pero sin contradicciones en sus
repuestas.

Una vez realizada la clasificacion procedimos a formar los equipos de trabajo, incluyendo un miembro
de cada uno de los tres grupos y procurando que en cada uno hubiese estudiantes cuya formacién
inicial fuese de matematica o de ingenieria.

En cada sesion, habia un tiempo para que los miembros de los pequefios grupos discutieran y
desarrollaran la o las actividades planteadas. Estas fueron disefiadas para fomentar la participacion
activa dentro de los equipos. En ellos, cada uno asumiria un rol diferente por sesién. Por ejemplo, uno
manejaria la calculadora; otro, asumiria el papel de redactor y un tercero de expositor. La finalidad,
permitir la interaccion entre ellos.

Cuando llegaban a “un consenso” cada equipo, pasdbamos a la discusion general aplicando nuestro
punto de vista particular de la llamada metodologia del debate cientifico, en el sentido de Alibert y
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Thomas (1994) y Legrand (2001). La discusidon general ayudaba a reafirmar o a cambiar la posicion
que tenia cada uno dentro de sus pequefios grupos. Al final de cada sesién, los equipos debian de
entregar todos los ensayos realizados en la busqueda de la solucién del problemay a la siguiente clase
entregar un informe individual (fase importante de reconstruccién individual de lo realizado en el
pequefio grupo y en el debate). En la Gltima sesion los estudiantes presentaron un examen escrito y una
semana después se les hizo la entrevista.

En resumen, los pasos importantes que seguimos en nuestra metodologia son los siguientes:

e Los estudiantes trabajaban sobre las tareas en pequefios grupos, en un ambiente de aprendizaje
cooperativo.

e Los alumnos participaban en una discusion plenaria con la totalidad de la clase en un ambiente de
debate cientifico. Luego, entregaban todo lo que habian realizado en la sesién (las diferentes
propuestas, dibujos, etc.).

e Los estudiantes reexaminan la actividad (en una reflexion personal de reconstruccién como tarea)
basado sobre sus trabajos previos (discusion en los pequefios grupos y con la totalidad de la clase).

e Los alumnos presentaron un examen final y participaron en una entrevista personal.

Resultados y discusion

Como ya lo sefialamos, estamos interesados en presentar un caso: el de “Pedro”, cuya formacién
inicial es la de licenciado en matematicas y fisica. Mostraremos brevemente el trabajo realizado por
este estudiante, especialmente en el examen y en la entrevista.

a. Cuestionario diagnostico y sesiones de clase: Pedro inicié con deficiencias en el concepto de
funcién, por ejemplo, dificultades para identificar el dominio y el rango, graficar funciones
racionales y realizar cambios de registro. Aunque estaba inmerso en un ambiente de aprendizaje
cooperativo y debate cientifico, a lo largo de las sesiones fueron evidentes las concepciones y
dificultades que present6. Por ejemplo, la concepcidn de que para cada epsilon basta tomar el delta
igual a epsilon. Concepcidn que mantuvo a pesar de los ejemplos, explicaciones del profesor y del
trabajo en pequefios grupos. Esta estrategia funciona para algunos casos (por ejemplo,
f(x):x+csiendocuna constante). La dificultad estriba en que él pretende aplicar esta

estrategia en todos los casos. Es importante sefialar que en su desempefio prevaleci6é una tendencia
a participar poco con respecto al trabajo en grupo, él no estaba acostumbrado a una metodologia
como la utilizada y no se integré plenamente a su pequefio grupo de discusion; sin embargo,
participaba en el debate regularmente.

b. Examen: En una de las preguntas del examen se le solicitd que proporcionara una definicién de
limite. Pedro suministro las siguientes (ver Figura 1a):
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Como podemos observar, en la definicion de limite de una funcién, cambi6 el orden de la implicacion,
esto es, afirmé que | f(x)—L|<&=>|x—a <§. Este fue un error muy comun de los estudiantes que
proporcionaron una definicion incorrecta. Pensamos que el error puede provenir de la forma en como
se presenta la definicidn. Por ello revisamos algunos libros de célculo e identificamos cdmo expresan

la definicidn de limite de una funcién en un punto. En el calculo de Leithold (1982), Spiegel (1978),
Kitchen (1986), Larson y Hostetler (1986), y Stewart (1999), la muestran asi:

“..|f(x)- L <& siempreque 0<|x—a <3~ la cual podria generar justamente esa dificultad de

cambiar el orden de la implicacion, de ahi, que algunos estudiantes piensen que
“..|f(x)—L|<e=>|x—a <& ". Creemos que la mejor manera, desde un punto de vista educativo, de

definir el limite de una funcién en un punto, es como aparece en los libros de célculo de Spivak
(1999), Stein (1982), Swokowski (1982), y como la presentamos en el curso, es decir, de la forma si

p=q (“...si 0<|x—al <3 entonces | f(x)-1/<e").

Retomando el analisis de la definicion que proporcion6 Pedro en el examen, podemos conjeturar que
se aprendid una definicion de memoria y al quererla recordar, recupera sélo algunas partes de ésta. Es
evidente que no construyd una articulacion entre la definicion y otro tipo de representaciones que le
pueda ayudar a no olvidar la definicion.

Es interesante el hecho que después de cometer este error, proporciona la definicion del limite de una
sucesion colocando correctamente el orden de la implicacién. Puede ser que se deba a que en el curso
se enfatiz6 mas en sucesiones o se aprendio bien la definicion.

En la segunda parte del examen se le pidié trazar una grafica de la funcion f que cumpliera las
siguientes condiciones:

a. lim f(x)=0 b. lim f(x)=-1 c. lim f(x)=1
X—2" x—07" x—0"

d. lim f(x)=1 _ ~ e
2+ e. f(2)=1 f.  £(0)= no est4 definido

Pedro dibujé una gréafica que cumplia sélo con las condiciones a), b) y €). O mas bien, marco puntos y
los unié con una linea recta (ver Figura 1b). El que no haya podido construir la funcién solicitada es
indicio que tiene dificultades para pasar del registro algebraico al grafico.
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En la representacion grafica, el marcar con puntos el lim f(x)=0 y lim f(x)=-1, es una
X—2~ x—0

sefial para considerar que Pedro posee la concepcién de limite como una simple sustitucion. Es decir,

considera el limite como el valor que toma la funcion, en el punto que se esté analizando, sin importar

si la funcién es continua o no (el limite es el valor que se obtiene al sustituir a en la funcién f(x).

lim f(x)= f(a)). En ello, no hay un analisis del comportamiento de la funcién en vecindades que
X—a

contengan al punto. Es el reflejo de considerar el proceso al infinito como una simple sustitucion.
Concepcion que conduce a una respuesta correcta, cuando la funcién es continua, pero en el caso
contrario lleva a una respuesta errénea.

Esta conjetura sobre su concepcion la hemos podido corroborar con uno de los ejercicios siguientes

que se le propuso en el examen. Se le preguntdé por el lim f(x) donde
X—>a
1 Si X es entero ) . o o ) )
f(x)= . . El escribi6 que por unicidad del limite no existe. Esta
0 Si X no es entero

considerando que hay un limite para los x enteros y uno para los x no enteros. Supone la existencia de
dos limites, porque sustituye el valor a en cada una de las expresiones que componen la funcion.
Ademas, hace una mala interpretacion del teorema: “Una funcién no puede tender hacia dos limites
diferentes en a” (Spivak, 1999, p. 120).

Del mismo modo se hace evidente que Pedro interpreta mal el siguiente teorema: “Suponga que la
funcion f esta definida en una vecindad perforada del punto a. Entonces el lim f (x) existe y es igual
X—a
al ntimero L si y s6lo si los limites laterales lim f(x) y lim f(x) existen y son iguales a L
X—a X—a
(Edwards y Penney, 1994, p.75)”. Pedro no se percata que L debe ser un namero real, afirma que si
existeel lim f(x) cuando lim f(x)=+w= lim f(x).
X—>C X—C X—C~

c. Entrevista: La entrevista fue de tipo semi-estructurada. Alli se le solicitd que proporcionara un
ejemplo de una sucesion convergente y de una divergente. El inici6 con una divergente y
suministrd las definiciones de convergencia y no-convergencia (ver Figura 2a). Como en la
definicion de convergencia olvidé hacer explicita la condicion “para toda n”, en la de no-
convergencia omitio el “existen algunos n”. Luego pasé a realizar la representacion gréafica, para
explicar, a través de ella y de la idea intuitiva de vecindad, que la sucesion diverge. Como podemos
observar en la Figura 2a, Pedro represent6 la gréfica de una sucesion como continua y no discreta,
como deberia ser.

Figura 2a Figura 2b
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Sus dificultades mayores iniciaron cuando entr6 a lo formal. Empez6 la demostracion de que la
sucesion n diverge sin especificar las condiciones del contradominio y del dominio (ver Figura 2b) y
tuvo dificultades con el valor absoluto. Advertimos que él opera algebraicamente sin un referente
geomeétrico, puesto que olvid6 por completo la grafica que lo ayudé a explicar su idea intuitiva.

Después de hacer el desarrollo algebraico que ilustramos en la Figura 2b se presentd el siguiente
dialogo con el entrevistador:

Pedro (P): Ya con esto estoy demostrando que no puedo encontrar un valor que pueda encerrarlo
en el limite que he considerado. Y asi sucesivamente. Si lo tomo para 2, para 3, no voy a encontrar,
lograr meterlo dentro de esa vecindad, dentro de ese entorno.

Entrevistador (E): Pero no tiene que ver que tu tomaste como un ejemplo particular el uno, no
tendria que ver que el \n —ﬂ es mayor o igual que &, no que el n, porque dado cualquier &, siempre
puedo encontrar un n grandote.

n>eg+l1
n> N

N>eg+1

[como]ln>N

t 1.1

n N g+1

1 1

IN

>
m
+
[N

Entonces si lo introduzco en valor absoluto quedaria que regreso a demostrar que \n —ﬂ >¢€

E: ¢qué pasa si tomas un &= 5007

P: & =500, |n —ﬂ > 500 Entonces el N, para que esto se cumpla... si £ =500... ese N tiene que ser
mayor que 500...

E: Pero en la negacion dice que para toda N, ¢por qué tenemos que tomar N > 500? Si es para
toda N...

En el momento en que el entrevistador le hace notar que esta restringiendo el valor de N, Pedro entrd
en contradicciones, a tal punto que para salvaguardar lo que desarrolld, aceptd que cometié errores, al
proporcionar las definiciones, y modifico el cuantificador 3N por VN en la de convergencia y
viceversa en la de divergencia (ver Figura 3a)
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Figura 3a Figura 3b

Pedro tiene una idea intuitiva que no fue capaz de formalizar. El problema es que él separa lo intuitivo
y lo formal. Cuando entra a lo formal no se da oportunidad de que lo oriente su idea representada en la
grafica. Ademas, prefiere aprenderse las definiciones de memoria que utilizar la grafica, para tener un
referente geométrico, al momento de evocarlas.

. ) 1 Si X es entero

Retomamos la pregunta sobre el lim f(x) de la funcion f(x):{ . , en

X—>a 0 sixnoesentero
examen respondio que este limite no existe porque el teorema de la unicidad no permite que tenga dos
limites diferentes. Aqui menciond de nuevo lo mismo, es decir, él afirma que cuando a es entero el
limite es uno y cuando a no es entero es cero. S6lo que a esta dificultad le podemos afiadir tres mas,
que surgieron en el desarrollo de la explicacion. La primera fue que dibujé el ¢ en el eje de las x (ver
Figura 3b). La segunda fue cuando estaba analizando el limite por la derecha de 0.99, aqui manifestd
que en esa vecindad se debia de considerar dos casos: un limite para los no enteros y el limite cuando
se analiza estrictamente el uno. La ultima fue que a va variando.

Podemos afirmar que Pedro no tiene una construccion adecuada del concepto de limite y que la
metodologia, a corto plazo, no tuvo el impacto que esperabamos en él. Probablemente se deba a que es
un estudiante acostumbrado a aprenderse los procesos de memoria, sin ningun significado geométrico.
Pedro prefiere la metodologia tradicional, en donde se hace énfasis a la representacion algebraica.
Pareciera que su buen desempefio en cursos anteriores es porque bajo una metodologia tradicional, es
costumbre aprenderse las definiciones de memoria y realizar algunos ejercicios rutinarios. Ademas,
sus conceptos previos no estan bien fundamentados, precisamente porque no hay una articulacion
entre las diferentes representaciones. La conceptualizacién implica una coordinacién de registros de
representacion (Duval 1998), libre de contradicciones (Hitt, 2001).

Reflexiones

La investigacion que llevamos a cabo pretende abarcar no sélo algunos aspectos relacionados con
problemas que plantea el concepto de limite, sino un panorama amplio de las dificultades que este
concepto puede ocasionar. En particular, cuidamos el hecho de solicitar diferentes representaciones:
verbal, algebraica y geométrica, en una variedad de situaciones que, segun lo esperado, constituirian
una muestra representativa de la diversidad de dificultades que se pueden encontrar. Los sujetos de
estudio de esta investigacion nos lo permitia, debido a su formacion previa. Con alumnos principiantes
en este tema, hubiéramos tenido que seleccionar un campo mas restringido, formado de los aspectos
considerados mas relevantes para un proceso de aprendizaje.

En general la metodologia utilizada en esta experimentacion resultd positiva para la mayoria de los
estudiantes. Hemos querido mostrar un caso dificil donde es claro que la metodologia no funcion6 del
todo. Pedro estaba acostumbrado a aprender de memoria definiciones y demostraciones de teoremas, y
las actividades en general eran de tipo no rutinario.
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Algunas de las dificultades presentes en estos estudiantes son las siguientes:

o Una dificultad, con respecto a la notacion lim f(x) =00, €S que varios estudiantes creen que
X—C

esto significa que el limite de la funcién cuando x tiende a c, existe. Lo anterior es evidencia de
la dificultad que existe en la interpretacion de una igualdad, en esta expresion. En muchos libros
de texto sefialan que el simbolo “o0” no es un ndmero, que cuando se escribe, por ejemplo, que
X — oo significa que “x crece sin limites”, sin embargo, algunos estudiantes le otorgan otro
significado.

o Al proporcionar la definicion formal de limite, una de las mayores dificultades que tienen los
estudiantes es con el uso de los cuantificadores y el orden de la implicacion. Algunos omiten los

cuantificadores, cuando proporcionan la definicion. Otros expresan que \an — L\ <g =>n>N

para sucesiones y para funciones |f(x)—L|<&=>|x—al<3. Como ya lo sefialamos, esta

dificultad puede ser debido a la forma en que se distribuye el “si” en la definicién de limite. En
algunos libros, después de indicar los cuantificadores, utilizan la forma \an — L\ <gsin>N

en el caso de sucesiones y | f(x)—L| <¢ siempreque 0<|x—a/ <3 en el caso de funciones.

Tal forma no causa ningln problema si los estudiantes han construido una articulacién entre
diferentes representaciones del concepto de limite, pero cuando no se tiene esa articulacion,
suele ser mas peligrosa, porque se presta a una mala interpretacion, como la que acabamos de
sefalar.

Algunas de las concepciones de limite que presentan los estudiantes de posgrado son las siguientes:

o Una concepcidn que tienen algunos de estos estudiantes y que usualmente se desarrolla en los
procesos algebraicos y ademas se extiende a la representacion grafica, es la de considerar el
limite como el valor que toma la funcién, en el punto que se esta analizando, sin importar si la
funcidn es continua o no. Esto es, el limite es el valor que se obtiene al sustituir a en la funcién

f(x) ( lim f(x): f(a)). En ello, no hay un andlisis del comportamiento de la funcion en
x—a

vecindades que contengan al punto. Es el reflejo de considerar el proceso al infinito como una
simple sustitucion. Concepcion que conduce a una respuesta correcta, cuando la funcién es
continua, pero en el caso contrario lleva a una respuesta erronea.

o En el proceso de demostracion, una concepcion que detectamos en algunos de ellos, es que para
cada epsilon basta tomar el delta igual a epsilon. Esta estrategia es correcta para el caso de

algunas funciones (por ejemplo, f(x)= x+c,siendo ¢ una constante o f (x)=|x/).

En cuanto a la construccion del concepto de limite también podemos afirmar que algunos estudiantes
poseen concepciones no muy refinadas de este concepto. Por ejemplo, la concepcién de limite como
aproximacién, la concepcion de limite como una simple sustitucién. Algunos alumnos lograron refinar
sus concepciones, y por ejemplo, construir una nocién intuitiva de limite ligada a la nocién de
vecindad. Asimismo, progresaron en el desarrollo de algunos procesos de demostracion y en el analisis
del papel de los cuantificadores en la definicion de limite. Otros, construyeron un referente
geomeétrico, el cual utilizan cuando tienen que proporcionar la definicion formal, en la resolucion de
problemas y en los procesos de demostracion (ver Paez, 2004). Es decir, articulan diferentes
representaciones de este concepto.



184 RECONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE LIMITE

Referencias

Alibert, D. & Thomas, M. (1994). Research on mathematical proof. In D. Tall (Ed.) Advanced
Mathematical Thinking, pp. 215-230. Kluwer Academic Publishers.

Bell, E. (2003). The development of Mathematics. Traduccién al espafiol por Fondo de Cultura
Econdmica. México.

Brousseau, G. (1983). Les obstacles epistemologiques et les probléemes en mathematiques. Recherches
en Didactique des Mathematiques.Vol. 4 No. 2. pp. 165-198.

Cajori, F. (1915). The history of Zeno’s Arguments on Motion: Phases in the Development of the
Theory of Limits. American Mathematical Monthly, Vol. XXII, pp. 1-6, 39-47,77-82, 109-
115, 143-149, 179-186, 215-220, 253-258, 292-297. Traduccion al espafiol por Elisa Zacarias.
Revista del seminario ensefianza y titulacion. Afio V. Octubre 1987.

Cornu B. (1994). Limits. In D. Tall (Ed.) Advanced Mathematical Thinking, pp. 153-167. Kluwer
Academic Publishers.

Cornu, B. (1981). Apprentissage de la notion de limite: modéles spontanés et modéles propres.
Proceedings PME-V, Grenoble, France, Vol. I, pp. 322-326.

Courant, R. y Robbins, H. (2002). What is Mathematics? Traduccién al espafiol por Fondo de Cultura
Econdmica, México.

Duroux, A. (1983). La valeur absolue: Difficultés majeures pour une notion mineure. Petit X, No. 3,
pp. 43-67.

Duval R. (1999) Sémiosis y pensamiento humano. Registros semioticos y aprendizajes intelectuales.
Universidad del Valle.

Duval, R. (1998). Registros de representacidn semidtica y funcionamiento cognitivo del pensamiento.
Investigaciones en Matematica Educativa Il.. México: Grupo Editorial Iberoamérica.

Edwards, C.y Penney, D. (1996). Calculo con geometria analitica. Prentice Hall.

Guinness, G. (1970). The development of the foundations of mathematical analysis from Euler to
Riemann. The MIT press.

Hagelgans, N., Reynolds, B., Schwingendorf, K., et al. (1995). A Practical Guide to Cooperative
Learning in Collegiate Mathematics. Notes of MAA, Number 37.

Hauchart, C., y Rouche, N. (1987). Apprivoiser Iinfini. Un enseignement des débuts de I’analyse.
GEM, CIACO Editeur, Belgique.

Hitt, F. (2001). El papel de los Esquemas, las Conexiones y representaciones Internas y Externas
Dentro de un Proyecto de Investigacion en Educacion Matematica. En P. Gomez y L. Rico
(Eds.): Iniciacion a la investigacion en Didactica de la Matematica. Homenaje al profesor
Mauricio Castro, pp. 165-177. Granada: Universidad de Granada,

Hitt, F. (2003). Le caractere fonctionnel des représentations. Annales de Didactique et de sciences
cognitives, Vol. 8, pp. 975-999, IREM de STRASBOURG.

Hitt, F. y Péez, R. (2001). The notion of limit and learning problems. Proceedings PME-NA XXIII,
Vol. 1, pp. 169-176. Utah, USA



ROSA ELVIRA PAEZ MURILLO 185
Hitt, F. y Péez, R. (2003). Dificultades de aprendizaje del concepto de limite de una funcién en un
punto. Revista Uno, No. 32, pp. 97-108.

Hitt, F. y Péez, R. (2004). On the limit concept in a cooperative learning environment: A case study.
Proceedings PME-NA XXVI, Toronto, Canada, 2004, Vol. 1, pp. 103-110.

Kitchen, J. (1986). Calculo. Mc Graw-Hill.
Larson, R. y Hostetler, R (1986). Calculo y geometria analitica. Mc Graw-Hill

Legrand, M (2001) Scientific debate in mathematics courses. Teaching and Learning of Mathematics
at University Level. An ICMI Study. Edited by Derek Holton. pp. 127-135.

Leithold, L. (1982). El calculo con geometria analitica. Cuarta edicion.

Mamona-Downs, J. (2001). Letting the intuitive bear on the formal; a didactical approach for the
understanding of the limit of a sequence. Educational Studies in Mathematics An International
Journal, Vol. 48, Nos. 2-3, pp. 259-288.

Monaghan, J., Sun, S. y Tall, D. (1994). Construction of the Limit Concept with a Computer Algebra
System. Proceedings PME-XVIII, Vol. 3, pp. 279-286.

Paez, R. (2001). Dificultades de aprendizaje en el concepto de limite: Ideas del infinito. Tesis de
Maestria. Cinvestav-IPN. México.

Péez, R. (2004). Procesos de construccion del concepto de limite en un ambiente de aprendizaje
cooperativo, debate cientifico y autorreflexion. Tesis de Doctorado. Cinvestav-IPN. México.

Sierpinska, A. (1985). Epistemological obstacles relative to the limit concept. Obstacles
epistemologiques relatifs a la notion de limite. Recherches en didactique des mathématiques.
Vol. 6 No. 1, pp. 5-67.

Sierpinska, A. (1987). Humanities students and epistemological obstacles related to limits.
Educational Studies in Mathematics, Vol. 18, pp. 371-397.

Sierpinska, A. (1988). Sur la relativité des erreurs. The role errors play in the learning and teaching of
mathematics. En Compte rendu de la 39e rencontre internationale de la CIEAEM. Sherbrooke,
Canada. pp. 70-87.

Spiegel, M. (1978). Teoria y problemas de célculo superior. Serie de compendios Schaum. Mc Graw-
Hill.

Spivak, M. (1999). Calculo infinitesimal. Segunda edicién. Editorial Reverté, S.A.

Stein, S. (1982). Célculo y geometria analitica. [Tercera edicion, traduccion del libro Calculus and
analytic geometry, 1982]. México: McGraw-Hill.

Steven, W. (2001). Predications of the Limit Concept: An Application of Repertory Grids. Journal for
Research in Mathematics Education. Vol. 32, No. 4, pp. 341-367.

Stewart, J. (1999). Célculo, conceptos y contextos. [Traduccion de Calculus concepts and contexts,
Brook Cole, 1998]. México: International Thomson

Swokowski, E. (1982). Calculus with analytic geometry. Second Edition. Prindle, Weber & Schmidt,
USA.



186 RECONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE LIMITE

Tall, D., & Schwarzenberger, R. (1978). Conflicts in the Learning of Real Numbers and Limits.
Mathematics Teaching, No. 82, pp. 44-49.

Trouche, L. y Guin, D. (1996). Seeing is reality : How graphic calculators may influence the
conceptualisation of limits. Proceedings of the 20" Conference of the International Group for
the Psychology of Mathematics Education. pp. 323-330.





