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INTRODUCTION.

Soit f une fonction localement lipshitzienne d’un espace vectoriel normé
X dans R et soient 7,y € X.

J.M. Borwein, S.P. Fitzpatrick et J.R. Giles [1] ont montré que si la norme
Il - |l de Vespace X est Gateaux différentiable en g avec ||g|| = 1 et si la dérivée
directionnelle usuelle de f en Z suivant la direction g existe et est égale a la
constante p(Z) := supj, = fB(z;y) avec

fD(:i;y) — sup limsup f@+tz+ty) — f(Z+tz)

7
2€X  t—0+ t

alors f est Géateaux différentiable en Z. Un résultat similaire assurant la
Fréchet-différentiabilité de f avait été prouvé antérieurement par S.P. Fitzpa-
trick [6].

Dans ce travail nous allons étendre le résultat précédent au cas de la e-
dérivée directionnelle généralisée introduite dans la section 1. Ceci fournira
en méme temps une approche unifiée des résultats précédents et également
des conditions (en termes du sous-différentiel de Clarke) assurant la stricte
différentiabilité de f. Nous allons montrer que si la norme || - || est Gateau
différentiable en g avec ||g|| =1 et si

tg) —
L@t~ (@)
(t,2)>(0+,%) t
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existe et est égale & e;(Z) ol e;(Z) := supy,=; f°(Z;-) (voir section 3), alors la
e-dérivée directionnelle généralisée f¢(Z;-) est linéaire continue et donc 9° f (Z)
est un singleton.

Dans la section 1 nous rappelons la notion de la e-convergence [11], la
dérivée directionnelle usuelle f'(Z;-) (respectivement la dérivée directionnelle
généralisée f°(Z;-) de Clarke) et le sous-différentiel d’une fonction convexe
(respectivement le sous-différentiel généralisée de Clarke).

En suivant J.P. Penot [11] nous définissons la e-dérivée directionnelle géné-
ralisée f¢(Z;-) de f qui est une extension de la dérivée directionnelle généralisée
de Clarke [2] et la e-sous-différentiel 0° f(Z) en Z. Dans la section 2 nous don-
nons une condition nécessaire et suffisante pour que 0°f(Z) soit un singleton.
Dans la section 3, nous établissons que si f est une - fonction lipschitziennne
autour de Z et si la norme || - || de X est Gateaux différentiable en § avec
7]l =1 et si de plus :

L et ) - f()

(£,2)5(0+,2) t

existe et est égale & e;(Z) alors 0°f(Z) est un singleton c’est-a-dire f est e-
différentiable en Z. Il découle alors de ce résultat que si la norme est Giteaux
différentiable en § avec ||| = 1 et si 0°f(Z)y = e;(Z) alors 0°f(Z) est un
singleton. -

1. NOTATIONS ET PRELIMINAIRES

Dans toute la suite on désignera par X un espace vectoriel normé et par
X* son dual topologique. Suivant J.P. Penot, pour (¢,,Zn)nen CJ0, +oo[xX
et T € X on considére une notion de convergence notée e ot (t,,z,) — (0, %)
satisfait les propriétés suivantes:

i) (tn,zn) — (0,Z) au sens usuel.

ii) Pour tout réel r on a:
(Ttn, T,) — (0,7).
iii) (tn,zn) — (0,%) implique que
(tn, Tn + tay) — (0, %)

pour tout y € X.
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iv) (sn,Z) — (0,%) pour toute suite (s,)nen de ]0,+oo[ qui converge vers
zéro.

EXEMPLES. 1) (t,,z,) — (0,%) ssi (t,,Z) — (0%, Z) au sens usuel.

2) (s Tn) —= (0,Z) ssi (£, Z) — (0%, Z) et la suite (61 (2n — Z))nen est
bornée.

3) (tn, Tn) —= (0, %) ssi (tn, Z) — (0F,Z) et (t;1(Tn — T))nen converge au
sens de la norme dans X.

11 est facile de voir que ¢, b et p vérifient les propriétés i), ii), iii) et iv).

Pour toute application (¢,z) — f(¢,z) nous poserons

lim f(t,z)=A

(t,2)5(0,)

si pour toute suite (£n, zn) —— (0, Z) la suite image (f(£n, Tn))n converge vers
A

Nous commengons par rappeler quelques définitions. Soient f une fonction
de X dans Ret Z € X. Si f est convexe on définit la dérivée directionnelle de
f en Z dans la direction de y, par la limite suivante notée f'(Z;y):

f'(@y) = lim ¢t [f(z + ty) — f(2)].
t—0+
On peut ainsi définir le sous-différentiel de f en T par
8f(z) = {z* € X*: f'(&y) > (z",y), pour tout y € X}.

Si f est localement lipschitzienne en Z, la dérivée directionnelle généralisée de
Clarke est définie par '

limsup t7![f(z + tv) — f(z)].

z—%,t—07t

On la note f°(Z;v), et le sous-différentiel associé est défini par
O°f(z) = {z* € X*: f°(z;y) > (z*,y) pour tout y € X}.

Si limy_,o+ t7[f(Z + ty) — f(Z)] existe et est linéaire continue en y, on dit
que f est Gateaux différentiable en Z.

Reprenant J.P. Penot [11] nous définissons la e-dérivée directionnelle gé-
néralisée comme suit:
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DEFINITION 1.1. (J.P. Penot [11]) Soit f une fonction de X dans R lip-
schitzienne autour de Z € X (c’est-a-dire il existe un ouvert {2 contenant z et
un réel k > 0 tels que

[f(z) = ()| <Kllz —yll, Vz,y € Q).

On appelle e-dérivée directionnelle généralisée la fonction notée f¢(Z;-) définie
par

fe(z;y) = sup{limsup ;' [f (zn + tay) — f(za)]: (tn, 22) — (0,2)}
pour tout y € X.

Evidemment la e-dérivée directionnelle généralisée est une extension de la
dérivée directionnelle généralisée de F.H. Clarke [2].
Rappelons les propriétés suivantes de la e-dérivée directionnelle généralisée.

ProposITION 1.2. ([3],[11]) Soit f une fonction lipschitzienne autour d’un
point T de X. Alors

i) fé(z;y) € R pour tout z € X.
ii) f¢(Z;-) est sous-linéaire.
iii) fe(z;-) est lipschitzienne sur X.

Remarques 1.3. Soit f une application localement lipschitzienneen z € X.
Les propriétés suivantes sont vérifiées:

i) Si e = ¢, alors f¢(Z;-) coincide avec la dérivée directionnelle de F.H
Clarke [2].

ii) Si e = b, alors (voir (3])

fe(zZ;y) = sup lim sup tH f(z + ty) - f(z)).

r>0 (t,z)—>(0%,z),t~1||lz—Z||<r
iii) Si e = p, alors (voir [3])

fé(z;y) = sup limsupt ™ [f(Z + th + ty) — f(Z + th)].
hEX 10+

Examinons le cas ou f est convexe.
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PROPOSITION 1.4. Soit f une fonction convexe et continue en un point
T € X. Alors f est lipschitzienne autour de T et

f'(@y) = f(3:y) = (3 y)
pour tout y € X.

Preuve. Comme f est convexe et continue en Z, f est localement lipschit-
ziennne et la dérivée directionnelle f'(z;-) existe. Par définition de f¢(Z;-) et
f°%(z;-) nous avons pour tout y € X

(1) '@ y) < F(@y) < O y).

Or nous avons par Clarke [2] que, puisque f est convexe et continue en Z,
f'(z;+) = f°&;-). Ainsi la double inégalité (1) devient une double égalité. |

Nous allons maintenant toujours, en suivant J.P. Penot [11], définir le e-
sous-différentiel d’une fonction localement lipschitzienne de X dans R comme
suit

DEFINITION 1.5. Soit f une fonction localement lipschitzienne autour d’un
point Z de X. On appelle e-sous-différentiel de f en Z le sous ensemble noté
0°f(Z) de X* et défini par

O f(z) ={z" € X: (z",y) < f*(Z;y), Vy € X}.

On remarque que 0° f(Z) au sens ci-dessus coincide avec le sous-différentiel
de f en Z au sens de I'analyse convexe quand f est convexe et continue en Z et
que l'on a toujours 9° f(Z) C 3° f(Z) pour toute fonction lipschitzienne autour
de 7.

Remarque 1.6. En utilisant la sous-linéarité de la fonction f¢(Z;-) nous
pouvons écrire le e-sous-différentiel de f en Z sous la forme suivante:

0°f(z) ={z" € X"+ — f(&;—y) < (z",y) < f(T,y), Vy € X}
Remarque 1.7. Pour tout y € X et pour tout a vérifiant
—f(@—y) <a< f(Ty)

il existe z* € 0°f(Z) tel que
(z%,y) = o



6 K. ALLALI ET A. TAA

Rappelons également les treés importantes propriétés suivantes de la e-
dérivée directionelle généralisée.

PROPOSITION 1.8. ([11]) Soit f une fonction k-lipschitzienne autour d’un
point T de X. Alors:

i) 0°f(Z) est non vide, *-faiblement compact et

o°f(z) C B(0,k).

i) fe(z;y) = max{(z*,y): z* € 0°f(Z)} pour tout y € X.
Nous allons maintenant donner quelques régles de calcul pour le e-sous-

différentiel généralisé.

PROPOSITION 1.9. ([11]) Soit f est une fonction lipschitzienne autour d’un
point & de X. Alors pour tout réel A la fonction Af est lipschitzienne autour
de T et les propriétés suivantes sont vérifiées

i) (Af)(Z;y) = f°(2; Ay) pour tout y € X.
ii) 8°(Af)(Z) = MO f(Z) ot A f(Z) = {\z*: z* € O°f(Z)}.

2. CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR QUE
9¢f(Z) SOIT UNIVOQUE

Nous allons maintenant donner quelques conditions nécessaires et (ou) suf-
fisantes pour que 0° f(Z) soit un singleton.

THEOREME 2.1. Soient Z,7 € X, et f est une fonction lipschitzienne au-
tour de z. Les assertions suivantes sont équivalentes.
i) 0°f(Z)(y) est un singleton.
ii) fo(z;-9) = —f*(z;9)
iii) im, <0z t=!f(z + tg) — f(z)] existe (dans ce cas elle est égale au
singleton ¢ f(z)(g)).

Preuve. D’apres les Remarques 1.6 et 1.7, les relations (i) et (ii) sont équi-
valentes. Montrons que (i) et (iii) sont équivalentes.
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i) implique ii): Ecrivons

inf{liminf ;' [f (2, + t.¥) — f(z0)]; (tnrz0) — (0,Z)}

= —sup{limsup ¢ [f () — (@0 + taB); (tn, 2a) = (0,2)}
> —sup{limsup ;' [f(zn) = f(@n — taD)]; (tn, 2a) — (0,2)}
= —f(% -9

= 0°f(z)(g) (d’aprés i) et la Remarque 1.7)

= f(z;9),

ce qui entraine que i) implique iii).
iii) implique i):
Supposons que

(3) A= lim ¢t'[f(z +ty) — f(z)]

(t,2)5(0,%)
existe. Soit z* € 9°f(Z); alors d’apres la Remarque 1.6
(4) —f(Z;—y) < (=7, 9) < f(z:9).
Or d’apres 'existence de la limite définissant le nombre A, on a
f(#;9) = sup{limsup ;' [f (2, + t.7) — f(24)]: (tn,T0) — (0,2)} = A

et

—fe(@;~9) = —sup{limsup t;*[f (2 ~ taF) ~ f(2a)]: (tn, za) = (0,2)}.
Mais d’aprés la condition iii) de la définition de la e-convergence et d’aprés

I’hypothese iii) du Théoréme, pour toute suite (t,,z,) — (0,Z) on a,

t;l[f(;z;n - tny) - f(xn)] = '—(t;:l [f((xn - tng) + tng) - f(xn - tng)]

et cette dérniere suite converge vers —\. Ainsi —f¢(Z;—7) = A = f(Z;9)
et donc, d’aprés la relation (4), 9°f(Z)(§) = A, ce qui termine la preuve du
théoreme. N

Remarque 2.2. L’argument utilisé & la fin de la preuve fait voir que
im ¢ (z +ty) — f()]
(t,2)5(0,2)

existe ssi

lim ¢t 7f(z — ty) — f(2)]

(t,z)>(0,)

existe et dans ce cas ces deux limites sont opposées.
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Comme conséquence directe on a le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.3. 9°f(Z) est un singleton si et seulement si pour tout
y € X on a

lim 7 [f(z + ty) — f(z)]

(t,2)(0,7)

existe.

3. LA e-DIFFERENTIABILITE DES FONCTIONS A L’AIDE DE LA e-CONSTANTE
DE LIPSCHITZ MODIFIEE.

Pour une fonction f de X dans R localement lipschitzienne autour de z € X
on définit la e-constante de Lipschitz de f en Z de la maniére suivante

ef(T) = ||S'ﬁl£1 fe(@;y).

LEMME 3.1. Soit f une fonction lipschitzienne autour de Z € X. Alors la
constante e;(z) définie précédemment s’écrit sous la forme suivante

es(2) = sup{||z*||: =" € 0°f(2)}.
Donnons une autre expression de la e-constante de Lipschitz qui nous ser-

vira par la suite.

LEMME 3.2. Soit f une fonction de X dans R localement lipschitzienne
autour de z € X. Alors

es(Z) = sup, |fe(Z; )l

Nous pouvons maintenant établir le résultat principal dont la preuve est
en partie inspirée de J.M. Borwein, S.P. Fitzpatrick et J.P. Giles [1].

THEOREME 3.3. Soit f une fonction lipschitzienne autour de T € X. Sup-
posons qu’il existe § de norme 1 tel que la norme soit Gateaux différentiable
en §j et de dérivée ®;. Si de plus

lim ¢7'[f(z +tg) — f(2)] = e;(2),
(£,2)5(0,7)

alors
fo(Z;-) = e(2) @y
et 0°f(z) est un singleton.
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Preuve. Soient y € X avec |ly|| = 1, € > 0 et (t,,z,) — (0,%). Par
hypothese il existe v €]0, 1] tel que
IXTHIG + Ayl = 1911 — (@5, 0)] <€,
pour tout A verifiant 0 < |A| <y et donc en particulier
(1) 17 + vyl = llgll = ¥{®5,9)] <er.

De plus d’aprés ’hypothese et d’apres la Remarque 2.2 il existe un entier
ng > 0 tel que pour tout n > ny

(2) [t 1F (0 — tad) — f(z0) + €7 (D)) < €.

Ecrivons

f(@n +tayy) — f(@n = tal) = f@n + ta(=7) + (T + 7)) — f(@n + ta(-7)).
11 découle de la définition de ef(Z) qu’il existe un entier n; > 0 tel que

(3) f(@n +tayy) — flan —taf) < e, ()T +vylltn + €vtn

pour tout » > n;. On obtient alors d’apres (2) et (3)

f(@n +tayy) — fzn) = f(zn +tavy) — f(Tn — ta) + f(Tn — ta7) — f(zn)
< e; (DT + vylltn + 2e7tn — e (2)]|Tltn,

pour tout n > n, := max(ng,n;). Ainsi pour n > n, on a
to [f(@a + tavy) — fl2a)] < e @17 + vyl = 119l] + 27,
et donc d’apres (1) on a
Y (@a + tavy) — f(20)] < €(2)( Py, y) + (4(Z) + 2.
Par suite on a

limsup(vt,) 7 [f (zn + tavy) — £(z0)] < 7 (Z)( 25, y) + (e4(Z) + 2)e,

et donc



10 K. ALLALI ET A. TAA

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on obtient

F(z;y) < e7(2)(Py, ).
Comme f¢(Z;-) est sous-linéaire il en découle que
fe(z;) = ef(T) g,
et donc

0°f(2) = {ef(z)®y}. 1

COROLLAIRE 3.4. Soit f une fonction localement lipschitzienne autour de
Z € X. Supposons qu’il existe § € X de norme 1 tel que la norme soit Gateaux
différentiable en § et de dérivée ®;. Si de plus

1 (z) () = {es(2)},
alors f¢(Z;-) = e;(Z)®y et 0°f(Z) est un singleton.

Preuve. Comme 0°f(Z)(g) = {e(z)} alors d’apres ii) du Théoréme 2.1 on

lim 7 f(z+ ) — f(2)] = es(3)(2).

(t,2)>(0,2)

Ainsi par application du Théoréme 3.3 on obtient le résultat du corollaire. N

Ce Corollaire 3.4 suggere d’étudier aussi le cas ou dans I’hypothése du
Corollaire 3.4 on remplace 9° f(Z)(g) par la dérivée directionnelle usuelle (bien
que 0°f(Z) ne soit pas dans ce cas un singleton).

THEOREME 3.5. Soit f une fonction localement lipschitzienne autour de
Z € X. Supposons qu’il existe § de X de norme 1 tel que la norme soit
Gateaux-différentiable en § de dérivée ¢5. Si de plus

Jim t7f(Z +ty) — f(2)] = e;(2),

alors

es(Z)¢y € 0°1(Z).
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Preuve. Soient € > 0, y € X, ||y|| =1 et ¢, — 0F. Par hypothése il existe
v > 0 tel que

(0) g =yl = 17ll + v{¢s: ¥)| < ev.

De plus il existe un entier ny > 0 tel que

(1) |F(Z + tny) — f(Z) — tnes(T)] < €tn,

pour n > ny. Par définition de f¢(Z;y) il existe un entier ny > 0 tel que
(2) ta ' f(Z +tayy) — £(2)] < f2(Z57y) + ey

!
pour n > n,.
Ecrivons

' @ +tayy) — f@)] = (@ + tayy) — F@+ )]+ 67 [f (2 + tag) — F(2)].

D’une part, pour z, := Z+t,3 on a (t,,T,) — (0,%) (d’apreés la propriété (iii)
sur la e-convergence) et donc il existe un entier ng tel que pour tout entier
n > ng

t M (E +tvy) — F(Z 4 )] =t [f (@0 + ta(—T + vy)) — fl2n)]
> fe(f,—y+7y)—67
> —es(Z)g — vyl — ey

d’apres la définition de e;(Z)). D’autre part d’apres (1) on a
f

I F(E + ta0) — F(2)] > e(2) — €,

pour tout n > ny. Sil'on pose n; = max(ng, ng, ng) alors pour tout n > nz on
a

t (& + tayy) — F(@)] > —ep (@) vy — Gl — 2¢7 + e4(Z)
= es(D)[Igll — llvy — gll] — 2ev

(car [lyll = 1)

> es(Z)[—ey + v(dg, ¥)] — 2ey
= ves(Z)(by,y) — (ef(Z) + 2)ev.
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Ainsi tenant compte de (2) on obtient

fe(es(Z);1y) + ey > ves(es(Z)) (b5, y) — ev(ef(Z) +2)

ce qui implique que

F(@y) + € > es(T)(by,y) — €(es(7) +2)

puisque f¢(Z;-) est positivement homogeéne. Comme ceci est vrai pour tout
€ > 0 on obtient

Fi(Z;y) > e ()¢5, y)

et donc, f¢(Z;-) étant positivement homogéne, il suit que

es(Z)py € O° (7).

4. CONDITION DE REGULARITE.

Nous allons terminer en donnant une condition simple assurant que 9° f ()
= §°f(Z). Le lecteur peut combiner ce résultat avec les précédents pour donner
des conditions & I’aide de 0° ou f¢ qui impliquent la stricte différentiabilité de

1.

THEOREME 4.1. Soit f une fonction localement lipschitzienne autour de
Z € X. Supposons que I’ hypothése de regularité suivante est vérifiée: pour
tout y dans X on a

liminf t7'[f(z +ty) — f(z)] < liminf t Hf(z +ty) — f(2)]

(t,2)5(0+,7) (t,z)—>(0+,z
Alors
o°f(z) = 8°f(z).

Preuve. La preuve se déduit directement de la définition de f¢(Z,-) et de
celle de f°(z,-). 1

Remarque 4.2. Si l’on suppose qu'’il existe 7 > 0 tel que pour tout y dans
X

t‘l[f(z+ty)—f($)]< liminf ¢ '[f(z +ty) — f(z )]

lim inf
(t,z)—=(0+,2),t~|z—z||<r (t,z)—(0t,z)
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on obtient

et par suite

O f(z) = 3°f(z).
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