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Resumen

El sistema LBVF se construye como una extension de la légica clasica posi-
tiva, al incluir operadores de afirmacién alterna, negacién alterna y comple-
tez, ademds, se definen a partir de ellos los operadores de negacién clasica y
buena fundamentacién. El sistema es caracterizado por una seméntica de va-
luaciones tradicionales con la cual se prueba que, respecto a los operadores de
afirmacién y de negacién alterna el sistema es paracompleto. En el sistema se
caracterizan las definiciones de verdad y falsedad presentadas por Aristételes,
representando la falsedad aristotélica con el operador de negacién alterna y la
verdad aristotélica con el operador de afirmacién alterna, lograndose con esta
interpretacién dar solucién a una variante de la paradoja del mentiroso.

Palabras claves: verdad, falsedad, afirmacién alterna, negacién alterna, pa-
racompleto, bien fundado, paradoja del mentiroso.

Abstract

System LBVF is an extension of the classical positive logic, the system includes
operators of alternating affirmation, alternating negation and determinability,
and the operators of classical negation and good foundation are defined as from
them. The system is characterized by a semantic of traditional valuations. Re-
spect to the negation and affirmation operators the system is paracomplete.
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Loégica bésica para la verdad y la falsedad LBVF

In the system the definitions of truth and falsity presented by Aristotle are
really characterized, representing the Aristotelian falsity with the operator of
alternating negation and the Aristotelian truth with the operator of alternat-
ing affirmation. This interpretation gives solution to a variant of the liar’s
paradox.

Key words: truth, falsity, alternating affirmation, alternating negation,

paracomplete, good foundation, liar’s paradox.

1 Presentacién

El sistema [dgica bdsica para la verdad y la falsedad (LBVF) presentado en
este trabajo, incorpora, ademéas de los operadores usuales de la légica pro-
posicional clésica positiva, operadores de afirmacion y negacion alternas, y
operadores de completez respecto a las parejas de operadores: afirmacién usual
y negacién alterna, negaciéon usual y afirmacién alterna, negacién alterna y
afirmacion alterna. El sistema resulta ser una extensién deductiva del calculo
proposicional clésico.

Para los operadores de afirmacion y negacion de la légica clasica se tiene
que, si se rechaza la negacién de la formula A entonces se acepta la afirmacion
de A. Lo anterior tiene como consecuencia la validez del principio del tercero
excluido AV ~A, el cual prohibe que una férmula y su negacién sean ambas
rechazadas, no permite las indeterminaciones respecto a la negacion, es decir,
la légica clasica no soporta las indeterminaciones.

El sistema LBVF tiene la caracteristica de no prohibir la indeterminabi-
lidad de la afirmacién de un enunciado con su negacion alterna, y por lo tanto
es paracompleto respecto a este par de operadores. Los teoremas acerca de la
negacion clasica son recuperados de dos formas, por un lado caracterizando
en términos del operador de negacion alterna y el de completez respecto a la
afirmacion usual y a la negacién alterna, un operador de megacion fuerte, y
por otro lado, pidiendo a las formulas que se encuentran bajo el alcance de
la negacién alterna, algunos requisitos de determinabilidad. En el sistema la
determinabilidad o completez respecto a la afirmacién usual y a la negacién
alterna de una férmula puede ser caracterizada como la disyuncién entre la
férmula y su negacion alterna.
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El sistema LBVF también tiene la caracteristica de no prohibir la indeter-
minabilidad de la afirmacién alterna de un enunciado con su negacién cldsica,
y por lo tanto es paracompleto respecto a este par de operadores. También es
paracompleto respecto a los operadores de afirmacién y negacién alternas.

En el libro IV de la Metafisica [, Aristételes define el concepto de verdad
de la siguiente manera “decir de lo que es que es, y de lo que no es que no es,
es lo verdadero; decir de lo que es que no es, y de lo que no es que es, es lo
falso”. Con el sistema LBVF se puede modelar esta definicién interpretando
la afirmacion alterna como verdadero, la negacion alterna como falso, y la
completez alterna o buena fundamentacion como decir. Utilizando esta inter-
pretacién, se da solucidon a una variante de la paradoja del mentiroso, en la
cual se plantea una oracién que afirma su propia falsedad. Se tiene pues que los
operadores de afirmacion y negacién alterna, son auténticas generalizaciones
de las nociones usuales de verdad y falsedad.

El sistema LBVF es caracterizado con una semantica de valuaciones tra-
dicional. Las pruebas de validez y completitud son presentadas de manera
detallada.

2 Sistema deductivo para LBVF

El lenguaje de la Ldgica Cldsica Positiva (LCP) consta de los operadores
binarios —, A, V y <>, ademas del paréntesis izquierdo y el paréntesis derecho.
El lenguaje del sistema LBVF se obtiene extendiendo el lenguaje de la légica
clésica positiva con los operadores monédicos —, I, +, C.

El conjunto de férmulas de LBVF es generado por las siguientes reglas y
sélo por ellas:

R1. Se tiene un conjunto enumerable de formulas atémicas.

R2. Si A es una férmula entonces =(A), (A)Y, +(A) y (A)! son férmulag].

154 es la negacion alterna de A. A® indica que las férmulas A y —A son determinables,
semdnticamente significa que al menos una de A y —A es verdadera. A se lee A es deter-
minable con su negacién alterna (C' es el operador de completez respecto a la afirmacién
usual y a la negacién alterna). +A es la afirmacién alterna de A. AT indica que las férmulas
~A y +A son determinables, semédnticamente significa que al menos una de ~A y +A es
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R3. Si A y B son férmulas entonces (A) A (B), (A) V (B), (A) — (B) y
(A) < (B) son férmulas.

El sistema deductivo para LBVF es una extensién del calculo proposicional
clasico positivo LCP, por lo que se toman dos grupos de axiomas.

Axiomas para el calculo proposicional clasico:
Ax0.1 A— (B— A)
Ax02 (A—-(B—-C))—((A—-B)—(A—0))
Ax03 A— (AVB)
Ax04 B — (AV B)
Ax05 (A—-C)—(B—C)—((AVvB)—0))

Ax0.6 (AAB)— A

Ax0.7 (AAB)— B

Ax0.8 (A-B)—(A—-C)— (A— (BANQC)))
Ax09 (A< B)— (A— B)

Ax0.10 (A< B)— (B—A)

Ax0.11 (A—B)—[(B—A) — (A< B)

Ax0.12 ((A—-B)—A)— A

Axiomas para los nuevos operadores:

Ax1.1 (AvV-A) — AC

Ax12 (AAN-A)— B

Ax2.1 (A — —I—A) — Al

Ax2.2 (AI — —I—A) — A

Ax3.1 (AT AAC) = (+AV -A)

Ax4.1 *A < (~A)

Ax42 *(AAB) < (*AA*B)
Ax43 (A< B)— (*A<*B)
Axdd *Ao* (+A4)

Ax45 *A <* (A)

verdadera. A’ se lee ~A es determinable con su afirmacién alterna (I es el operador de
completez respecto a la negacién usual y a la afirmacién alterna).
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Como unica regla de inferencia se tiene el Modus Ponens (MP): de Ay
A — B se infiere B.

En el sistema se definen dos operadores monadicos:
~A = A — —A (negacion fuerte de A)
*A = Al N AC (completez alterna de A; A es bien fundado)f.

Se dice que una férmula A es un teorema de LBVF, denotado - A, si y
solamente si A es la dltima féormula de una sucesién finita de férmulas, tales
que cada una de ellas es un axioma o se infiere de dos féormulas anteriores
utilizando la regla de inferencia MP. Si I" es un conjunto de férmulas, se dice
que una férmula A es un teorema de LBVF a partir de T', denotado I' F A,
si y solamente si A es la iltima férmula de una sucesion finita de férmulas,
tales que cada una de ellas es un axioma o un elemento de I' o se infiere de
dos féormulas anteriores utilizando la regla de inferencia MP.

En lo que sigue se hara referencia a los siguientes resultados muy conocidos
de la légica clésica positiva (LCP) (para detalles de las pruebas ver [|] y [H]).
Principio de identidad: A — A, teorema de deduccion: para I' un conjunto
de férmulas I' U {A} W B = I"' A — B, introduccién y eliminacion de
la conjuncion: AN B & (A vy FB), conmutatividad de la conjuncion:
FAAB & FBAA, conmutatividad de la disyuncion: FAV B & FBV A,
introduccion de la disyuncion: FA = (FAV By FBV A), silogismo hipotético:
(FA— ByFB —C)=FA — C, eliminacion de la disyuncion: (FAV B
yvFA - CytFB — C) = FC, dilema constructivo: (FAV BFA — Cy
FB — D) = FCV D, exportacion: FA — (B — C) & F(AAB) — C,
disyuncion en el antecedente: FH(AV B) - C) < (FA—CyFB — C).

Proposicion 2.1.
a. A— A€

b, =A — AC
c. A — Al

2*A indica que las férmulas +A y —A son determinables, semanticamente significa que
al menos una de +A y —A es verdadera. *A se lee A es bien fundado (* es el operador de
completez respecto a la afirmacién alterna y a la negacién alterna, u operador de buena
fundamentacién).
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d +A— Al
e. +A— A

£ —A -~ A

Prueba.

Las partes | v [ se obtienen por aplicacién de la regla disyuncién en el
antecedente en [Ax 1.1].

Para la parte [], por se tiene (A A ~A) — +A, utilizando con-
mutatividad y exportacién resulta -A — (A — +A), por se tiene
(A — +A) — Al y por silogismo hipotético se concluye —A — AZ.

Para la parte f, por se tiene +4 — (A — +A), por se tiene
(A — +A) — Al y por silogismo hipotético se concluye +A — AZ.

Para la parte f, por se tiene +A — (Al — +A), por se tiene
(AT — +A) — A, y por silogismo hipotético se concluye +A — A.

Para la parte [f, por se tiene = A — (A — —A), por la definicién de
negacion fuertd resulta —A —~A. O

Proposicién 2.2 (La negacién fuerte se comporta como la clésica).

a. Trivializacion: A — (~A — B)
b. Tercero excluido: (~A — A) — A

c. Los teoremas del cdlculo proposicional cldsico que involucren la negacion
cldsica son teoremas del sistema LBVF cuando se cambia la negacion
cldsica por la negacion fuerte.

Prueba.

Para la parte f, supéngase que se tienen A y ~A. Por la definicién de la
hegacion fuertd al tener ~ A resulta A — —A, y como se tiene A, entonces
se infiere = A. Por introduccién de la conjuncién se obtiene A A = A, y como
por se tiene (A A —=A) — B, entonces resulta B. Por lo tanto, de A y
~ A se infiere B. Aplicando dos veces el teorema de deduccién, se concluye
A — (~A— B).

|14O Ingenieria y Ciencia, ISSN 1794-9165



Manuel Sierra A.

Para la parte H, por se tiene [(A — —A) — A] — A, y utilizando
la definicién de pegacion fuertq se concluye (~A — A) — A.

Para la parte f], basta notar que el célculo proposicional cldsico puede
ser axiomatizado por Ax0.,. .. [Ax0.13,proposicién R.9b y proposicién R.3a.
Para los detalles ver []. O

3 Semantica para LBVF

Una wvaluacion v es una funcién que interpreta las férmulas atémicas como
elementos del conjunto {0, 1}. La valuacién v se extiende a una funcién V' que
interpreta las férmulas de LBVF en el conjunto {0, 1} de la siguiente manera:

Si p es atémica entonces V(p) = v(p)

VA. V(AANB)=1s[V(A) =1y V(B) =1]
VV. V(AVB)=0< [V(A) =0 y V(B) = 0]
V —. V(A-B)=0&[V(A) =1y V(B)=0]
Ve, V(AeB)=1eV(A) =V(B)

VC. VA)=0e [V(A) =0y V(-A) =0]
V. V(-A)=1=V(A) =0

VI. V(AI—O<:>[ (A )—lyV(—l—A)—O]
V4. V(+A) = V(A) =

Vi~ V(+ ~A) = ( A)

Vat. V(=4 A) =V(=4)

V4. V(+-A) =V (-A)

V++ V(++A)=V(HA

Van  V(=~A) =V (+A)

Vomo V(mmA) = V(+A)

V*eq. V(A)=V(B)=V(A)=V(B)

VA, V((AAB)=1<[V(*A) =1y V(*B) =1]

Se dice que una férmula A es wvdlida, denotado |= A, si y solamente si para
toda valuacién v, V(A4) = 1.
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Proposicién 3.1 (Propiedades de las valuacionesf]).

Vo~ V(~A) =1 V(A4) =0
V. V(*A)=0< V(+A) =V(=4) =0
V+4+e V(A)=V(B)=V(H+A) =V(+B)
Voeq. V(A)=V(B)= V(-A)=V(-B)
Vieq. V(A)=V(B)= V(A =V (B
VCeq. V(A)=V(B)=V(AY =V(BY)
VC ~ V(A =V((~A))

VI~ V(A9 =V((~A))

Ve V(*A) = V(*~A)

Vi, V(*A) = V(*+A)

Via,  V(*A) =V (*-A)
Prueba.

Para la prueba de [/ 4 sea v una valuacién tal que, V(~A) = 1. Por la
definicién de pegacion fuertd se obtiene que V(A — —A) = 1, y por V —
resulta V(A) = 0 6 V(-A) = 1. Pero, por V= | de V(=A) = 1 se infiere
V(A) = 0, por lo que necesariamente V' (A) = 0. De esta manera se ha probado
que, V(~A)=1=V(A) =0.

Para la reciproca, sea v una valuacién tal que, V(A) = 0. Utilizando V —
resulta que V(A — —A) = 1, lo cual por la definicién de pegacion fuertd
significa V(~A) = 1. Por lo tanto, V(4) = 0= V(~A) = 1.

Para la prueba de [/, por la definicién de fompletez alternd, V (*A) =
0 significa V(AT A A) = 0, lo cual por VA es equivalente a V(A’) = 0
6 V(A®) = 0. En el primer caso, si V(A) = 0, entonces por /1] resultan
V(+A) =0y V(A) = 1, utilizando V- se infiere V(—A4) = 0. En el segundo
caso, si V(AY) = 0, entonces por [7( resultan V(=A4) = 0y V(A4) = 0,
utilizando V+ se infiere V(+A) = 0. Por lo que, V(*A) = 0 = V(+A4) =
V(=4) =0.

3Como consecuencia de V + eq, V—eq, VIeq, VCeq y , se tiene que, en la LBVF
vale sustitucién por equivalencia. Es decir, si F/(A) es una férmula en la cual figura A y
F(B) es el resultado de cambiar en F(A) alguna ocurrencia de A por B, entonces, para
cada valuacién v, V(A) = V(B) implica que V(F(A)) = V(F(B)), o dicho de otra manera,
[(A~ B)AF(A)] — F(B).
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Para la reciproca, supéngase que V(+A4) =0, V(=A4) =0y V(*A) = 1. Por
la definicién de fompletez alterng se obtiene V(A! A A®) = 1, lo cual por
VA implica V(AT) = 1 y V(A®) = 1. Al ser V(A!) = 1, por [/]] se infiere
V(A) =06 V(+A) = 1, y puesto que V(+A) = 0 entonces V(A) = 0. Al
ser V(A®) = 1, por /J se infiere V(A) = 1 6 V(=A) = 1, y puesto que
V(A) = 0 entonces V(—A) = 1, lo cual no es el caso. Por lo que, V(4+A4) =
V(mA)=0=V(*A) =0.

Para la prueba de [/ + ed, sea V(A) = V(B). Supéngase que V(+A4) = 1,
por [/ 4] se infiere que V(A) = 1, y como V(A) = V(B), resulta que V(B) = 1.
Al ser V(A) = V(B), por se obtiene V(*A) = V(*B), ademds, como
se tiene V(+A) = 1 entonces, por /1], resulta V(A!) = 1, y como también
se tiene V(A) = 1, entonces por [/Q, resulta V(A®) = 1, y aplicando VA
resulta V(A AAY) = 1, lo cual, por la definicién de fompletez alternd significa
V(*A) = 1. Se tienen V(*A) = V(*B) y V(*A) = 1, por lo que V(*B) = 1,
lo cual por la definicién de pompletez alterng y [VA significa V(B!) = 1y
V(B®) = 1. Al tener V(B') = 1 y V(B) = 1, utilizando [/]] se obtiene
V(+B) = 1. Se ha probado de esta forma que V(+A4) =1= V(+B) =1. De
manera similar se prueba la reciproca, por lo que se obtiene V(+A4) = 1 &
V(+B) =1, es decir, V(+A4) = V(+B).

Para la prueba de [/=ed, sea V(A) = V(B). Supéngase que V(=A) = 1,
por [V se infiere que V(A) = 0, y como V(A) = V(B), resulta que V(B) = 0.
Al ser V(A) = V(B), por se obtiene V(*A) = V(*B), ademds como se
tiene V(—A) = 1 entonces, por [VC}, resulta V(A®) = 1, y como también se
tiene V(A) = 0, por [/] resulta V (AT) = 1. Al tener V(A!) =1y V(AY) =1,
por [VA v la definicién de fompletez alternd se genera V(*A) = 1. Se tienen
V(*A) =V (*B)y V(*A) = 1, por lo que V(*B) = 1, es decir V(B AB®) =1,
lo cual por [7A significa V(B!) = 1y V(BY) = 1. Al tener V(BY) = 1y
V(B) = 0, utilizando ['(] se obtiene V (=B) = 1. Se ha probado de esta forma
que V(=A) =1 = V(=B) = 1. De manera similar se prueba la reciproca, por
lo que se obtiene V(—=A) =1 < V(=B) =1, es decir, V(=4) = V(=B).

Para la prueba de [/Ted, sea V(A) = V(B). Supéngase que V(A!) = 0,
por [V resultan V(+A) =0y V(A) = 1. Al tener V(A) =V (B) y V(A) =
resulta V(B) = 1. Como se tiene V(A4) = V(B), por se obtiene
V(+A) = V(+B), y como también se tiene V(+A) = 0, se infiere V(+B) = 0.
Aplicando ] en V(B) = 1 y V(+B) = 0 se genera V(B') = 0. Se ha
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probado de esta manera que V(A!) = 0 = V(B') = 0. De manera similar se
prueba la reciproca, por lo que se obtiene V(A!) =0 < V(B!) = 0, es decir,
V(AT =V (BY).

Para la prueba de [Ced, sea V(A) = V(B). Supéngase que V(AY) = 0,
por V(] resultan V(-=A) = 0y V(A) = 0. Al tener V(A) = V(B) y
V(A) = 0 resulta V(B) = 0. Como se tiene V(A) = V(B), por se
obtiene V(—A) = V(=B), y como también se tiene V(—A) = 0, se infiere
V(=B) = 0. Aplicando (Jen V(B) =0y V(=B) = 0 se genera V(B) = 0.
Se ha probado de esta manera que V(A®) = 0 = V(B®) = 0. De manera si-
milar se prueba la reciproca, por lo que se obtiene V(AY) =0 < V(B®) =0,
es decir, V(A®) = V(BY).

Para la prueba de Por [V se tiene V(Al) = 1 < [V(A) =0
6 V(+A4) = 1], por [ Jy V= Fresulta V(A = 1 & [V(~ 5
V(= ~A) = 1], lo cual por [/{ significa V(Al) = 1 < V((~A)%)
tanto, V(A7) = V((~A)°).

Para la prueba de Por [7Q se tiene V(A“

) =
6 V(=A) = 1], por Py T Fresulia V(A®) = 1 ¢ [V(~4) = 0 6
V(+ ~A) = 1], lo cual por [/]] significa V(A®) =1 < V((~A)!) = 1. Por lo

tanto, V(AY) = V((~A)7).

Para la prueba de Por la definicién de pompletez alterng V(*A) = 1 <
V(AT A AY) =1,y por T resulta V(*A) = 1 & [V(Al) =1y V(AY) =1].
Por VT +y [VC 3se obtiene V(*4) = 1 & (V((~A)) =1y V((~A)°) =
1), lo cual por la definicién de fompletez alterng significa V(*A) = 1 <

V(*~A) = 1. Por lo tanto, V(*A) = V(*~A).

Para la prueba de [""4. Sea V(*A) = 1, por la definicién de
alternd y eliminacién de la conjuncién resultan V(A') = 1y V(AY) = 1.
Si V((+A)!) = 0, entonces por V1] resultan V(+A) = 1y V(+ + A) = 0,
la dltima afirmacién por implica V(+A) = 0, lo cual no es el caso,
por lo que V((+A)7) = 1. Supéngase que V((+A4)¢) = 0, entonces por [V(]
resultan V(+A4) =0y V(= + A) =0, la dltima afirmacién por V-4 implica
V(=A) = 0, y puesto que V(A®) = 1, por ['( se infiere V(A) = 1, pero como
V(+A4) =0y V(A') =1, por [/] se infiere V(A) = 0, lo cual es imposible,
por lo tanto, V((+A4)¢) = 1. Se tienen V((+4)1) = 1y V((+4)°) = 1, lo
cual por [VA y la definicién de fompletez alternd implica V (*+A) = 1. Se ha
probado de esta forma que V(*A) = 1= V(*+A) = 1.
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Para probar la reciproca, sea V(*+A) = 1. Por la definicién de
alterlng y eliminacién de la conjuncién resultan V((+A4)!) =1y V((+4)%) =
1. Si V(AT) = 0, entonces por [/]] resultan V(A) = 1y V(+4) = 0, y
como ademés se tiene V((+A)¢) = 1 se infiere V(= + A) = 1, lo cual por
implica V(=A) = 1, y por/d se obtiene V(A) = 0, resultando una
contradiccién, por lo tanto, V(A?) = 1. Si V(A®) = 0, entonces por [V(]
resultan V(A) = 0y V(=4) = 0, la segunda afirmacién por implica
V(=+ A) = 0, y como V((+A4)¢) = 1, por [/Q se obtiene V(+A4) = 1,
y por [VH se infiere V(A) = 1, resultando una contradiccién, por lo tanto,
V(AY) = 1. Se tienen V(A!) = 1y V(AY) = 1, lo cual por [/A y la definicién
de fompletez alterng implica V(*A) = 1. Se ha probado de esta forma que
V(*+A) =1= V(*A) = 1, y como también se tiene la reciproca, se obtiene
V(*+A) =1« V(*A) = 1. Se concluye finalmente que V(*+A) = V(*A).
Para la prueba de [V*. Sea V(*A) = 1, por la definicién de
alternd y eliminacién de la conjuncién resultan V(A') = 1y V(AY) = 1.
Si V((=A)!) = 0, entonces por /] resultan V(=A) =1y V(+-A4) =0, la
ultima afirmacién por implica V(=A) = 0, lo cual no es el caso, por lo
que V((=A)T) = 1. Supéngase que V((—A)¢) = 0, entonces por [’(] resultan
V(=A) =0y V(--A) = 0, la dltima afirmacién por implica V(+A) =0,
y puesto que V(A?) = 1, por [/ se infiere V(A) = 0, pero como V(=A) =0
y V(AY) = 1, por [7J se infiere V(A) = 1, lo cual es imposible, por lo tanto,
V((=A)%) = 1. Se tienen V((-=A)!) =1y V((=A)°) = 1, lo cual por Ay la
definicién de pompletez alterng implica V(*=A) = 1. Se ha probado de esta
forma que V(*A) =1=V(*=4) = 1.
Para probar la reciproca, sea V(*-A4) = 1. Por la definicién de
ternf] y eliminacién de la conjuncién resultan V((=A)!) = 1y V((-A4)) = 1.
Si V(AT) = 0, entonces por [/ resultan V(A) = 1y V(+A4) = 0, la se-
gunda afirmacién por implica V(—-—=A) = 0, y como ademds se tiene
V((=A)Y) = 1 se infiere V(=A) = 1, lo cual por [/ implica V(A4) = 0,
resultando una contradiccién, por lo tanto, V(AT) = 1. Si V(A®) = 0, en-
tonces por [’ resultan V(A) = 0y V(=A4) = 0, y como V((=A4)°) = 1,
por [VJ se obtiene V(-—A4) = 1, lo cual por implica V(+A4) = 1, y
por [V se infiere V(A) = 1, resultando una contradiccién, por lo tanto,
V(A%) = 1. Se tienen V(AT) =1y V(AY) = 1 lo cual por [/ y la definicién
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de completez alterng implica V(*A) = 1. Se ha probado de esta forma que
V(*-A) =1= V(*A) = 1, y como también se tiene la reciproca, se obtiene
V(*-A) =1« V(*A) = 1. Se concluye finalmente que V(*-A) = V(*A4). O

En la proposicién p.§ se prueba que la seméantica presentada caracteriza al
sistema deductivo LBVF, para esto se deben garantizar dos puntos, validez y
completitud. El primero dice que todos los teoremas del sistema sean vélidos,
esto se logra con la proposicién .. El segundo dice que todos los enunciados
validos sean teoremas, esto se logra con la proposicién p.5. Lo anterior significa
que los teoremas del sistema son las férmulas validas y solamente ellas.

4 Validez de LBVF

Proposicién 4.1 (Validez de los Axiomas). Los axiomas son vdlidos.

Prueba. La validez de los axiomas [Ax 0.1}, ..., [Ax 0.1 es un resultado bien
conocido de la LCP, para detalles de las pruebas ver [f].

Supodngase que es invalido. Por lo que existe una valuacién v tal que,
V((AV—=A) — A%) = 0, es decir segiin [, V(AV -A4) =1y V(AY) = 0.
Al ser V(A®) = 0, por [7Q, se tiene que V(A) = 0 y V(=A) = 0, pero esto
segin [V, significa que V(A V =A) = 0 lo cual es imposible. Por lo tanto,
Ax 1.1 es valido.

Supodngase que es invalido. Por lo que existe una valuacién v tal
que, V((AA—-A) — B) =0, es decir segiin [ - , V(A A -A) = 1. Se tiene
entonces por VA que V(A) = 1y V(=A4) = 1. Al ser V(=A) = 1, de acuerdo a
[V resulta que V(A4) = 0, lo cual no puede ser. Por lo tanto, es valido.

Supodngase que es invalido. Por lo que existe una valuacién v tal
que, V((A — +A) — Al) = 0, es decir segin [ -, V(4 — +A) =1y
V(AT = 0. Al ser V(AT) = 0, por [/1], se tiene que V(A) =1y V(+A) = 0.
Como V(A — +A) =1y V(A) = 1, entonces, por [ se infiere V(+A4) = 1,
lo cual no es el caso. Por lo tanto, es vélido.

Supodngase que [A ) es invalido. Por lo que existe una valuacién v tal
que, V((AT — +A) — A) = 0, por [/_—] se obtienen V(A — +A) =1y
V(A) = 0. Como V(A) = 0 por /4 resulta que V(+A) = 0, y como ademés
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V(AT — +A) =1, por[V_ - se infiere V(A!) = 0, y por /1] resulta V (A) = 1,
lo cual contradice el que V(A) = 0. Por lo tanto, es vélido.

Supdngase que es invalido. Por lo que existe una valuacién v tal
que, V((ATAAY) — (+AV—=A)) =0, por [/ se obtienen V(A AAY) =1y
V(+AV-A) =0, por VA y "\] se infieren V(AT) = 1, V(AY) =1, V(+A) =0
y V(=A) = 0. Al tener V(A!) = 1y V(+A) = 0, por [/]] se obtiene que
V(A) = 0, pero como V(AY) = 1, por [/Q resulta que V(—=A) = 1, lo cual es
imposible ya que V(—A) = 0. Por lo tanto, es valido.

Por ['* dde la proposicién B.1], se tiene que para toda valuacién v, V(*A) =
V(*~A), lo cual por [/_<] significa V(*A «<*~A) = 1. Por lo tanto, es
vélido.

De se tiene que para toda valuacién v, V(*(AAB)) =1 < [V(*A) =1
y V(*B) = 1], lo cual por [V A significa V(*(AAB)) =1 V(*AAN*B) =1,y
entonces, V(*(AAB)) = V(*AA* B), utilizando V' « se infiere V(*(AAB) <
(*A A" B)) = 1. Por lo tanto, es valido.

De se tiene que para toda valuacion v, V(A) = V(B) = V(*4) =
V(*B), lo cual por [/_<] significa V(A < B) =1 = V(*4A «* B) = 1,y
utilizando [_—] se infiere V((A < B) — (*A «<* B)) = 1. Por lo tanto,
es valido.

Por de la proposicién B.1], se tiene que para toda valuacién v, V (*A)
V(*+A), lo cual por [/_] significa V(*A «+* +A4) = 1. Por lo tanto,
es valido.

Por de la proposicién B.1, se tiene que para toda valuacién v, V(*A) =
V (*=A), lo cual por [_] significa V (*A «* =A) = 1. Por lo tanto,
valido.

O &

Proposicién 4.2 (Validez). Todo teorema de LBVF es vdlido.

Prueba. Sea A un teorema de LBVEF. Se prueba la validez de A, por induc-
cién sobre la longitud de la demostracién de A en LBVF.

Para el paso base, supéngase que la demostracion de A consta de una sola
férmula, la propia A, entonces A es un axioma de LBVF, y se tiene por la
proposicién [.]] que todos los axiomas de LBVF son férmulas vélidas.
Supoéngase ahora que la demostracién de A contiene n férmulas, siendon > 1,
y supo6ngase como hipétesis de induccién que todos los teoremas de LBVF que
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poseen demostraciones de menos de n pasos son formulas validas. O bien A
es un axioma, en cuyo caso A es una férmula vélida, o A se deduce mediante
MP de dos férmulas anteriores en la demostracion. Estas dos féormulas de-
berian tener las formas By B — A. Pero By B — A son teoremas de LBVF
cuyas demostraciones son sucesiones de menos de n féormulas, asi pues, B y
B — A son férmulas vélidas por hipétesis de induccién. Sea v una valua-
cién arbitraria, se tiene entonces que V(B) = V(B — A) = 1, y no puede
ocurrir que V(A) = 0, ya que al ser V(B) = 1, segtin [/ —] , se tendria que
V(B — A) =0, se concluye que para toda valuacién v, V(A) = 1, es decir A
también es valida.

De esta forma, por el principio de induccién matematica, todo teorema de
LBVF es una férmula valida. O

5 Completitud de LBVF

Una eztension de un sistema deductivo se obtiene alterando el conjunto de
axiomas de manera que todos los teoremas del sistema sigan siendo teoremas.
Una extension es consistente si no existe ninguna férmula A tal que tanto A
como ~ A sean teoremas de la extension. Una extension es completa si para
toda férmula A, o bien A o bien ~A es teorema. de la extension.

Proposicién 5.1 (Extensién consistente de LBVF).

a. LBVFE es consistente.

b. Si E es una extension de LBVF, A no es teorema de E, y E* es la
extension de LBVEF obtenida anadiendo ~A como nuevo axioma a FE,
entonces, E*es consistente.

Prueba. Supdéngase que LBVF no fuese consistente, por lo que debe existir
una férmula A tal que tanto A como ~ A sean teoremas. Entonces por la
proposicién 1.9, tanto A como ~ A son férmulas vélidas, pero esto es impo-
sible, ya que si ~ A es una férmula vélida, entonces para toda valuacién v,
V(~A) = 1, es decir, segtin la proposicién B.1, V(A4) = 0, por lo que A no
puede ser valida, lo cual no es el caso. Por lo tanto, LBVF es consistente.
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Para la parte [, sea A una férmula LBVF que no es teorema de E, y sea
FE* la extensién obtenida anadiendo ~A como nuevo axioma a E. Supdngase
que E* es inconsistente. Entonces, para alguna férmula B, tanto B como
~ B son teoremas de E*. Ahora bien, por la proposicién P.3a se tiene que
B — (~B — A) es teorema de LBVF y por lo tanto de E*, aplicando dos
veces MP se obtiene que A es teorema de E*. Pero E* sélo se diferencia de
FE en que tiene ~A como axioma adicional, asi que ‘A es un teorema de E*’
es equivalente a ‘A es un teorema de F a partir del conjunto {~A}’. Por el
teorema de deduccién resulta que ~A — A es un teorema de E. Como por la
proposicién R.Zb se tiene que (~A — A) — A es teorema de LBVF (y por lo
tanto de E), entonces utilizando MP, A también teorema de E, lo cual no es
el caso. Por lo tanto, E* es consistente.

En lo que sigue se hara referencia a los siguientes resultados muy conocidos
de la légica clasica CP, y se tienen como consecuencia de la proposicién R.2c
(para detalles de las pruebas ver [B] y [B]). Silogismo disyuntivo: de AV By
~ A se infiere B, demostracion indirecta: de A — (BA ~B) resulta ~A, y
de ~A — (BA ~ B) se obtiene A, doble negacién: de A se infiere ~~ Ay
viceversa, negacion de la disyuncion: ~(AV B) y ~AA ~B son equivalentes,
negacion de la conjuncion: ~(A N B) y ~AV ~B son equivalentes, negacion
del condicional: de ~(A — B) se deduce AN ~B y viceversa, transposicion:
A — B implica ~B —~ A y reciprocamente, modus tollens MT: de A — B
y ~B se sigue ~A, implicacién material: A — By ~AV B son equivalentes,
equivalencia material: A < B implica (AAB)V (~AA ~B) y reciprocamente,
transposicion en la equivalencia: A < By ~A <~ B son equivalentes, dilema
destructivo: de ~BV ~D; A — By C — D se deduce ~AV ~C. O

Proposicién 5.2 (Combinando afirmaciones y negaciones).
a. Negacion alterna de la negacion: = ~A — +A
b. Afirmacion alterna de la negacion: + ~A «— —A
c. Negacion alterna de la negacion alterna: ——A «— +A
d. Afirmacion alterna de la negacion alterna: +—-A «— —A
e. Negacion alterna de la afirmacion alterna: =+ A «— —A

- Afirmacion alterna de la afirmacion alterna: + + A — +A
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Prueba.

Para el caso de la pegacion alterna de la negacidnl, supéngase = ~A. Por
Ax 1.9 se tiene (~A A - ~A) — A, utilizando conmutatividad, exportacién y
MP resulta ~A — A, lo cual por la proposicién R.2b implica A. De nuevo por
se tiene (A A —A) —~—A, y como se tiene A, utilizando exportacién
y MP resulta -A —~—A, este resultado, por doble negacién y la proposicién
R-2b, implica ~—A. Al tener - ~ A, por la proposicién R.Ib resulta (~A)C.
Al tener A, por la proposicién R.3a resulta ~4 — + ~A, y como por
se tiene (~A — + ~A) — (~A)! entonces se infiere (~A)!. De (~A)! y
(NA)C, por introducciéon de la conjuncién y la definiciéon de completez alterna
se obtiene * ~A. Por se tiene *A «*~A, y al tener * ~A y [Ax0.10, se
infiere * A, lo cual por la definicién de fompletez alterng significa AT A A€, y
como por se tiene (AT AAC) — (+AV-A), entonces se infiere +AV-A.
Se tienen ~—A y +A V = A, por silogismo disyuntivo resulta +A. Utilizando
el teorema de deduccién, se concluye - ~A — +A.

Para la reciproca, supéngase +A. Utilizando la proposicién R.1d resulta A
Al tener +A, utilizando la proposicién R.Jle resulta A, como ademds, por la
proposicién R.Ta se tiene A — A€ entonces se infiere AC. Por introduccién de
la conjuncién y la definicién de completez alternd, de A’ y A® se obtiene *A.
Por se tiene *A «*~A, y como se tiene *A, utilizando [Ax 0.9, resulta
* ~A, lo cual por la definicién de fompletez alternd implica (~A)! A (~A)%,
y como por se tiene ((~A)T A (~A)Y) — (+ ~AV = ~A), entonces se
infiere + ~A V = ~A. Al tener A, por doble negacién se genera ~~A, como
ademds por se tiene ((~A) — + ~A) —~ A, por modus tollens se
obtiene ~((~A)! — + ~A), lo cual por negacién del condicional y eliminacién
de la conjuncién implica ~+ ~A. Se tienen + ~AV = ~A y ~+ ~A, por
silogismo disyuntivo resulta = ~ A. Utilizando el teorema de deduccién, se
concluye +4 — = ~A, y como ya se probé la reciproca, utilizando [Ax 0.11],
se obtiene = ~A «— +A.

Para el caso de la pfirmacion alterna de la negacion, supéngase + ~ A.
Utilizando la proposicién Bl resulta (~A)!. Al tener + ~ A, utilizando la
proposicién R.Jle resulta ~A, y por la proposicién R.Ia se infiere (~A)°. Por
introduccién de la conjuncién y la definicién de pompletez alterng, de (NA)I
y (~A)Y se obtiene * ~A. Por se tiene *A <*~ A, y como se tiene
* ~ A, utilizando [Ax0.10, resulta *A, lo cual por la definicién de
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alterna implica A’ A A®, y como por se tiene (AT A AC) — (+AV—=A),
entonces se infiere +A4 V = A. Al tener ~A, como ademés por se tiene
(AT — +A) — A, por modus tollens se obtiene ~(A! — 4 A), lo cual por ne-
gacion del condicional y eliminacién de la conjuncién implica ~+A. Se tienen
+AV-Ay~+A, por silogismo disyuntivo resulta —A. Utilizando el teorema
de deduccidn, se concluye + ~A — —A.

Para la reciproca, supéngase —A. Utilizando la proposicién R.JJf se obtiene
~ A. Por se tiene (AN ~A) -~ ~ Ay como se tiene ~ A,
utilizando exportacion y MP resulta = ~ A —~—= ~ A, este resultado, por
doble negacién y la proposicion R.9b, implica ~— ~ A. Al tener —A, por la
proposicién R.1b resulta AC. Al tener ~ A, por la proposicién P-%a y doble
negacién resulta A — +A, y como por se tiene (A — +A4) — Al
entonces se infiere A, De A y A®, por introduccién de la conjuncién y la
definicién de completez alternd se obtiene * A. Por se tiene *A «—*~A,
y al tener *A y [Ax 0.9, se infiere * ~ A, lo cual por la definicién de
tez significa (~ A)T A (~A)C, y como por se tiene ((~A)T A
(~A)) — (+ ~AV — ~A), entonces se infiere + ~A V = ~ A. Se tienen
~a~Ay + ~AV - ~A, por silogismo disyuntivo resulta + ~A. Utilizando
el teorema de deduccion, se concluye A — 4+ ~ A, y como ya se probé la
reciproca, utilizando [Ax 0.11], se obtiene + ~A « —A.

Para el caso de la pegacién alterna de la negacion alterng, supdngase
—=A. Por la proposicién R-JJc se infiere (—A)!, ademds al tener ——A, por
la proposicién R.Ib resulta (—A)®, por introduccién de la conjuncién y la
definicién de afirmacién alterna resulta *—A, utilizando se infiere *A4,
es decir AT A AC| utilizando se obtiene +A vV —A. Por se tiene
(FAN-—-A) — 4+ A,y al tener == A, resulta A — +A, ademds +A — +A es
teorema, por lo que aplicando dilema constructivo se concluye +A. Aplicando
el teorema de deduccién queda probado ——A — +A.

Para la reciproca, supéngase +A, utilizando la proposicién P-1d se infiere Al
Al tener +A, por la proposicién R.Te se obtiene A, lo cual por la proposicién
P.Tla genera AC. Por la definicién de fompletez alterng se obtiene *A, y por
[Ax 4§ resulta *= A, es decir, (—A)T A (=A)C, lo cual por [Ax 3.1 implica +—AV
——A. Por se tiene (A A —A) — ——A, y como se tiene A, se obtiene
- A — =—A, y como de la proposicién R.Il se tiene +—A — = A, por silogismo
hipotético resulta +-A — == A, y como se tienen +—-AV-—-Ay -—A — A,
por dilema constructivo se concluye =—A. Aplicando el teorema de deducciéon
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queda probado +A — ——A, y como se tiene la reciproca, por se
concluye ——A <« +A.

Para el caso de la pfirmacién alterna de la negacion alternal, supéngase —A,
utilizando la proposicién RJlc se obtiene A, ademds de ~A por la proposicién
Bb se obtiene A®, por lo que resulta *A, y por se genera *—A, es
decir (=A)! A (=A)%, 1o cual por implica +—AV —-—A, ademas, al tener
—A, por resulta -——A — +-A, y como se sabe que +—A — +-A,
por dilema constructivo se concluye +—A. Por el teorema de deduccién se ha
probado =4 — 4+-A. De la proposicién R.1e se sigue la reciproca, por lo que
se concluye que = A « +-A.

Para el caso pegacién alterna de la afirmacion alternal, supéngase — + A,

por las proposiciones R.b y Blc resultan (+A4)7 y (+4)%, es decir * + A4, lo
cual por significa *A, y por se infiere +A V —A, pero al tener
-+ A, por la proposicién R.1f se obtiene ~+A, aplicando silogismo disyuntivo
en los tdltimos resultados se concluye —A. Por el teorema de deduccion se ha
probado =+ A — —A.
Para la reciproca, supéngase = A, por las proposiciones R.Jb y R-Ilc resultan Al
y AC, es decir * A, lo cual por significa * + A, es decir (+A4) A (+4)°,
y por se infiere + + AV = + A. Al tener —A, por la proposicién R.Jf
se obtiene ~ A, aplicando la proposicién R.Je resulta ~+A, y de nuevo por
la proposicién R.Jle se infiere ~ + + A. Aplicando silogismo disyuntivo en
+4+AV-+ Ay ~++ A se concluye = + A. Por el teorema de deduccién
se ha probado -4 — =4+ A. Como se tiene la reciproca, se puede asegurar
A~ -+ A

Para el caso de la pfirmacion alterna de la afirmacion alternal, supéngase
que +A, por la proposicién R.1d resulta A7, ademas, de +A por la proposicién
.1l se obtiene A y por la proposicién B.Ja se infiere AY, de lo anterior se puede
afirmar *A, lo cual por significa * 4 A, es decir (+A4)L A (+A4)°, y por
se infiere ++ AV -+ A. Al tener + A, por la proposicién R.1f se obtiene
~—+ A, por silogismo disyuntivo en +4+AV—-+ Ay ~—+ A se concluye ++ A.
Por el teorema de deduccién se ha probado +A4 — + + A. Por la proposicién
P.Te se tiene la reciproca, por lo que se puede asegurar +A < + + A. O

Proposicién 5.3 (Extension consistente y completa). Sea E una extension
consistente de LBVF. Entonces existe una extension consistente y completa

de E.
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Prueba. Sea Ag, A1, Ao, ... una enumeracién de todas las férmulas de LBVF.
Se construye una sucesién Jy, Ji, Jo, ...de extensiones de E como sigue:

Sea Jy = E. Si Ay es teorema de Jy, sea J; = Jy. En caso contrario
anadase ~Ag como nuevo axioma para obtener Jy a partir de Jp.

En general, dado n > 1, para construir J, a partir de J,_1, se procede
de la siguiente manera: si A,_1 es teorema de J,_1, entonces J, = J,_1, en
caso contrario, sea J,, la extensién de J,_1 obtenida anadiendo ~A,,_1 como
nuevo axioma.

E es consistente, es decir, Jy es consistente por hipdtesis. Dado n > 1,
si J,—1 es consistente, entonces, por la proposicién p.Ib, J, es consistente.
Asi pues, por induccién, todo J, es consistente. Se define ahora J, como
aquella extension de F, la cual tiene como axiomas a aquellas férmulas que
son axiomas de al menos uno de los J,.

Se probaré que J es consistente. Supdngase lo contrario. Entonces, existe
una férmula A tal que, tanto A como ~A son teoremas de J. Ahora bien, las
demostraciones de A y ~A en J son sucesiones finitas de férmulas, de modo
que cada demostracion solamente puede contener casos particulares de un
numero finito de axiomas de .J. Por lo que, debe existir un n suficientemente
grande, para que todos estos axiomas utilizados sean axiomas de J,,. Se deduce
que tanto A como ~A son teoremas de J,, lo cual es imposible ya que J,, es
consistente. Por lo tanto J es consistente.

Para probar que J es completo, sea A una férmula de LBVF. A debe
aparecer en la lista Ag, A1, As,..., supdéngase que A es Ag. Si A es teorema
de J, entonces A; también es teorema de J, puesto que J es una extension
de Ji. Si Ag no es teorema de Ji, entonces de acuerdo con la construcciéon
de Jgy1, ~Aj es un axioma de Ji11, con lo que ~ Ay es teorema de Jii1, y
entonces ~Aj. también es teorema de J. Asi, en todo caso se tiene que Aj es
teorema de J 6 ~Aj es teorema de J, con lo que J es completo. U

Proposicién 5.4 (Construyendo una valuacién). Si E es una extension con-

sistente de LBVF, entonces existe una valuacion en la cual todo teorema de
FE toma el valor 1.

Prueba. Se define V' sobre las féormulas de LBVF haciendo: V(A) = 1 si
F; A,y V(A) =0sit; ~A, donde J es una extensién consistente y completa
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de E, como la dada en la proposicién p.3. Nétese que V' es una funcién, ya
que esta definida sobre todas las férmulas, por ser J consistente y completa.
Ahora bien, ya que J es consistente, entonces V(A) # V(~A) y por lo tanto,
V(A) =1« V(~A) = 0 para toda férmula A, por lo que se satisface la
definicién 4. Para afirmar que V es una valuacién, se debe mostrar que,
para cada uno de los conectivos, V satisface la definicién de valuacion.

Para el caso del condicional, utilizando la negacién del condicional, y la
introduccién y eliminacién de la conjuncién, se tiene que V(A — B) = 0 <
I—JN(A—>B) &k AN ~B & (l—JAyl—]NB) = [V(A) =1 yV(B) :0],
por lo que se satisface la definicién [ —.

Para el caso de la conjuncién, utilizando la introduccién y eliminacién de
la conjuncién, se tiene que V(AAB)=1<t+; ANB< (Fj AyFy B) &
[V(A) =1y V(B) = 1], por lo que se satisface la definicién /4.

Para el caso de la disyuncion, utilizando negacién de la disyuncién e in-
troduccion y eliminacién de la conjuncion, se tiene que V(AV B) =0 & Fj~
(AVB) s bFj~AN ~B & [Fj~Ay Fj~B]l < [V(A) =0y V(B) = 0], por
lo que se satisface la definicién 'V

Para el caso de bicondicional, utilizando equivalencia material, V'V , VA
y V ~(ya probadas) e introduccién y eliminacién de la conjuncién, se tiene
queV(A—B)=1<+F;A—-B<st;(AANB)V(~AAN~B) < V((AAB)V
(~AN~B))=1< [V(AANB)=16V(~AAN~B)=1]< [V(A) =V (B) =1
6 (A) =V (B) =0] & V(A) = V(B), por lo que se satisface /]

Para el caso de la determinabilidad. Supéngase que V(A®) = 0, por la
definicién de [/] resulta i ;~AC, como por se tiene I (AV —A) — AY,
entonces por modus tollens se infiere - ;~(AV = A), y por negacién de la dis-
yuncion y eliminacion de la conjuncién resultan Fjy~A y Fj~—A, utilizando
la definicién de V' se obtienen V(A) = 0y V(—A) = 0. Se ha probado entonces
que, V(A®) =0= (V(A) =0y V(=A) =0).

Para probar la reciproca supéngase que V(A) = 0y V(=A4) = 0. Por la defini-
ciéon de V resultan F;~ A y Fj~ —A, y como por se tiene
7 (Al — +A) — A, entonces, por modus tollens resulta F;~(A — +A), lo
cual por negacién del condicional y eliminacién de la conjuncién genera -; A!
y Fj~+A. Al tener F;~—-A y Fj~+4A, por introduccién de la conjuncién
y negacién de la disyuncién se obtiene Fj~(+A V —=A), y como por
se tiene F; (AT A AY) — (+A V —A), entonces por modus tollens se infiere
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F7~(AT A A9), 1o cual por negacién de la conjuncién significa - y~ATV ~ A,
y como también se tiene ; A!, por silogismo disyuntivo se obtiene -~ A,
lo cual, por la definicién de V significa, V(A®) = 0. Por lo tanto, (V(A) = 0
y V(=4) =0) = V(A% =0.

Se ha probado entonces que V(AY) =0 < [V(A) =0y V(=A) = 0], por lo
que se satisface la definicién V.

Para el caso de la primera negacién alterna, supéngase que V(A) =1y
V(=A) = 1. Por la definicién de ] resultan -; A y 7 A, y por introduccién
de la conjuncién se infiere -; A A -A. Por se tiene Fj (AN —A) —~A,
y por modus ponens resulta -y~ A, lo cual es imposible ya que -5 A y J es
consistente. Por lo tanto, V(—-A) =1 = V(A) = 0, por lo que se satisface la
definicién [ .

Para el caso de la incompatibilidad. Supéngase que V(A!) = 0, por la de-
finicién de V resulta - ;~A?, y como por se tiene -y (A — +A) — Al
entonces, por modus tollens se infiere - ;~(A — +A), por negacién del condi-
cional y eliminacién de la conjuncién se obtienen Fj; A y Fj~+A, finalmente
por la definicién de V' se concluyen V(A) = 1y V(+A) = 0. De esta forma,
se ha probado que V(A1) =0 = [V(A) =1y V(+A4) =0].

Para probar la reciproca supéngase que V(A) = 1y V(+A) = 0, pero que
V(AT) = 1. Por la definicién de V resultan F; A, F;~+A y F; Al Por
la proposicién R.Ja se tiene F; A — A%, por lo que se infiere F; A%, y
por introduccién de la conjuncién resulta ; A’ A A€, Por se tiene
F7 (AT AAY) — (+AV =A), y como se tiene el antecedente, se infiere el con-
secuente ; +AV—-A, como ademaés se tiene - j~—+ A, por silogismo disyuntivo
se obtiene F; = A, y por introduccién de la conjuncién resulta -y AA—A. Por
A ) se tiene 5 (AA—-A) —~—A, y como se tiene F; A A=A, entonces re-
sulta Fjy~—A, y como también se tiene 5 —A, resulta que J es inconsistente,
lo cual no es el caso. Por lo tanto, [V(A4) =1y V(+A4) = 0] = V(A) = 0.
Se ha probado entonces que, V(A!) =0 < [V(A) =1y V(+A4) = 0], por lo
que se satisface la definicién [1].

Para el caso de la afirmacién alterna, supéngase que V(A4) = 0.
Por la definicién de resulta Fj;~ A, y como por [A ) se tiene
7 (Al — +A) — A, utilizando modus tollens resulta j~(A! — +A), y por
negacién del condicional y eliminacién de la conjuncién se infiere -y~ +A.
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Por la definicién de V] resulta V(+A4) = 0. Se tiene entonces que V(4) =0 =
V(+A4) = 0, es decir, V(+A4) =1 = V(A) = 1, por lo que se satisface la
definicién 4.

Para el caso de la completez alterna en la equivalencia, supdéngase que
V(A) = V(B), por lo que V(A) = V(B) =16 V(A) = V(B) = 0. En el
primer caso, por la definicién de V] resultan -; A y - B, utilizando
se infieren -y B — Ay ;5 A — B, aplicando resulta F; A < B.
En el segundo caso, por la definiciéon de |V] resultan F;~A y F;~ B, por la
proposicién R.2a se tienen Fy A — (~A — B)y F; B — (~B — A), los
cuales por exportacién y conmutatividad, equivalen a Fy~A — (A — B) y
Fj~B — (B — A), y como se tienen los antecedentes, entonces, se infieren los
consecuentes -y A — By F; B — A, aplicando resulta -y A < B.
De esta manera en ambos casos se obtiene -5 A < B, y como por se
tiene F; (A < B) — (*A «* B), entonces se infiere % A <* B, lo cual, por
la definicién de [] significa V(*A «* B) = 1, finalmente, utilizando [ < (ya
probado) se concluye que, V(*A) = V(*B). Se ha probado de esta forma que
V(A) =V(B) = V(*A) = V(*B), por lo que se satisface la definicién [/*ed.

Para el caso de la completez alterna de la conjuncién, por la definiciéon
de ], V(*(AA B)) =1 <+ (AA B), y puesto que por se tiene F%
(AANB) < (*AN* B), resulta V(*(AAB)) = 1 < F5 AAN* B, por introduccién
y eliminacién de la conjuncién se obtiene V(*(AA B)) =1« [ Ay 5 BJ,
lo cual por la definicién de [V] significa V(*(AAB)) =1 < [V(*A) =1y
V(*B) = 1], por lo que se satisface la definicién [*A.

Para el caso de la afirmacién alterna de la negacion, por la definicién de
se tiene V(+ ~A) = 1 & F; + ~A, y como por la proposicién f.2b
se tiene F; + ~ A < —A, entonces resulta V(+ ~A) =1 &5 -4, lo
cual por la definicién de |V] significa V(+ ~A) =1 < V(=A) = 1, es decir
V(4 ~A) = V(=A), por lo que se satisface la definicién

Para el caso de la negacion alterna de la negacién, por la definicién de
se tiene V(= ~A) =1 &F; = ~A, y como por la proposicién p.9a
se tiene F; = ~ A < +A, entonces resulta V(- ~A) =1 &F; +4, lo
cual por la definicién de [] significa V(= ~A) =1 < V(+A) = 1, es decir
V(= ~A) =V (4+A), por lo que se satisface la definicién

Para el caso de la afirmacién alterna de la negacién alterna, por la de-
finicién de |V] se tiene V(+—-A4) = 1 < ;5 +-A, y como por la proposicién
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F.2d se tiene -5 +—A < —A, entonces resulta V(+-4) = 1 < F; =4, lo
cual por la definicién de ] significa V(+-A4) = 1 & V(=A) = 1, es decir
V(4+-A) = V(=A), por lo que se satisface la definicién [/ + .

Para el caso de la negacién alterna de la negacién alterna, por la definiciéon
de [ se tiene V(=—=A) = 1 < F; ==A, y como por la proposicién f.2c se
tiene ; =—A «— +A, entonces resulta V(-—A) = 1 < F; +A, lo cual por
la definicién de [] significa V(=—A) = 1 < V(+A4) = 1, es decir V(-—A) =
V(+A), por lo que se satisface la definicién [V —=.

Para el caso de la afirmacién alterna de la afirmacién alterna, por la defi-
nicién de [V] se tiene V(+ + A) =1 < +; + + A, y como por la proposicién
b.2f se tiene -5 + + A «» +A, entonces resulta V(++ A) = 1 & F; +A4, lo
cual por la definicién de V] significa V(+ + A) = 1 & V(4+A) = 1, es decir
V(++ A) = V(+A), por lo que se satisface la definicién [+ 4.

Para el caso de la negacion alterna de la afirmacién alterna, por la defi-
nicién de [ se tiene V(- + A) =1 < F; =+ A, y como por la proposicién
b.9e se tiene ; = + A < —A, entonces resulta V(= + A) =1 & 5 =4, lo
cual por la definicién de [V] significa V(= + A) = 1 < V(=A) = 1, es decir
V(= + A) = V(=A), por lo que se satisface la definicién /=4

Con base en el andlisis anterior se concluye finalmente que |V] es una va-
luacion.

Para finalizar la prueba, sea A un teorema de E, por lo que ;5 A. Por lo
tanto, utilizando la definicién de [] resulta que V(4) = 1. O

Proposicién 5.5 (Completitud). Las formulas vdlidas de LBVE son teore-

mad].

Prueba. Sea A una férmula de LBVF. Si A no es un teorema, entonces,
por la proposicién p.Ib, la extensién E, obtenida afiadiendo ~A como nuevo
axioma, es consistente. Asi pues, segtin la proposicion f.4, existe una valuacién
V' que da a todo teorema de E el valor 1, y como ~ A es un teorema de E
entonces, V(~A) = 1, es decir, V(A) = 0, y por lo tanto, A no es vélida. Se
ha probado de esta forma que, si A no es un teorema entonces A no es valida,
o dicho de otra manera, si A es valida entonces A es un teorema. ]

4En la prueba de completitud se han seguido las directrices dadas por Henkin en [H],
para probar la completitud de la 1égica de primer orden.
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Proposicién 5.6 (Caracterizacion seméntica). Si A es una férmula de LBVF,
entonces, A es valida si y solamente si A es un teorema.

Prueba. consecuencia de las proposiciones p.5 y [L.2. O

6 Operadores de completez

En Grana muestra que, un sistema deductivo es paracompleto respecto al
operador de negacion —, si existe una férmula y una valuacién tal que tanto
la férmula como su negacion son falsas. Por lo que, para probar que un siste-
ma es paracompleto respecto al operador —, basta probar que no tiene como
teorema la férmula AV —A, es decir que AV —A no es vélida. Generalizan-
do la nocién anterior se tiene: si #; es un operador mondadico de afirmacién
y 05 es un operador monadico de negacién, entonces se dice que un sistema
deductivo es paracompleto respecto a 61 y 69, si existe alguna férmula B y
alguna valuacién v tal que, V(61B) = V(02B) = 0. Para el caso de LBVF
se consideran 3 casos de paracompletez: el primero respecto a la afirmacion
usual (o clésica) y a la negacion alterna, el segundo respecto a la afirmacién
alterna y a la negacién usual, y el tercero respecto a la afirmacién alterna y
a la negaciéon alterna; resultando que el sistema es paracompleto en los tres
casos. Lo anterior significa que las férmulas AV —A, +AV ~Ay +AV —A no
son teoremas.

Proposicién 6.1 (Paracompletez de LBVF). .El sistema LBVF es paracom-
pleto respecto a las siguientes parejas de operadores:

a. Negacion alterna y afirmacion cldsica
b. Afirmacion alterna y negacion cldsica

c. Afirmacion alterna y negacion alterna

Prueba. Sea A una férmula atémica. La funcién vy, tal que V1 (A4) = Vi(—A) =
Vi(+ ~A) = Vi(+4) = Vi(~ ~A) = W(AC) = Vi((~ A))) = Vi(*4) =
Vi(*~A) = 0y Vi(AT) = Vi(~A) = Vi((~A)C) = 1, satisface los requisitos
de la definicién de valuacién (y de la proposicién B.1)), y por lo tanto, al ser
Vi(A) = Vi(=A) = 0, el sistema es paracompleto respecto a los operadores

|158 Ingenieria y Ciencia, ISSN 1794-9165



Manuel Sierra A.

negacion alterna y afirmacién clasica, y al ser Vi(—A) = Vi(+A) = 0, el siste-
ma es paracompleto respecto a los operadores negacién alterna y afirmacion
alterna.

Sea A una férmula atémica. La funcién ve, tal que Vo(+A) = Vo(=A4) =
Va(*A) = Va(AT) = Va(m A) = Va(= ~ A) = Va(+ ~ A) = Vo(*~ A) =
Va((~A)) = 0y Va(A) = Vo(AY) = Va((~A)!) = 1, satisface los requisitos
de la definicién de valuacién (y de la proposicién @), y por lo tanto, al ser
Vo(~A) = Va(4+A) = 0, el sistema es paracompleto respecto a los operadores
negacion clasica y afirmacién alterna. O

Proposicién 6.2 (Completez respecto a la afirmacién clésica y a la negacién
alterna).

a. AC « (~A — =A)
b. A —~A

c. ~A no implica ~A

Prueba. Para la parte H, supéngase A y ~ A. Por se tiene
(AT — +A) — A, y como se tiene ~ A, por modus tollens y negacién del
condicional se infiere A’A ~ +A, lo cual por eliminacién de la conjuncién
genera Al y ~+A. Por se tiene (AT A AY) — (+A Vv —A), pero al
tener A¢ y A, por introduccién de la conjuncién resulta AT A A€, por lo
que se infiere +A V = A, pero como se tiene ~+A, por silogismo disyuntivo
se deduce —A. Aplicando dos veces el teorema de deduccién se concluye que
A® — (~A — —A). Para la reciproca, por se tiene (A V —A) — A,
utilizando doble negacién e implicacién material resulta (~A — —A) — AC.
Se han probado A — (~A — —A) y (~A — —A) — A9, utilizando
se infiere A® «» (~A — —A). La parte [, es la proposicién R-If.

La parte [ es consecuencia de la proposicién f.Ja. ]

Proposicién 6.3 (Completez respecto a la negacion clasica y a la afirmacién
alterna).

a. Al — (A — +A)
b. +A — A
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c. A no implica +A
d. (+A)!
e. (~A)!

Prueba. Para la parte f, supéngase A’ y A. Por la proposicién R.1a se tiene
A — A%y como se tiene A, se infiere A®. Por introduccién de la conjuncién
se obtiene A’ A A®, por se tiene (AT A AC) — (+A V —A), por lo
que se infiere +A V —A. Por la proposicién [6.db se tiene A —~ A, y como
se tiene A, por modus tollens se obtiene ~—A. Al tener +AV —A y ~—A,
por silogismo disyuntivo se deduce +A. Aplicando dos veces el teorema de
deduccién resulta AT — (A — +A). Ademas, por se tiene la reciproca
(A — +A) — Al y utilizando se infiere A «» (A — +A).La parte b,
es la proposicién R.Te.

Para las partes [l y , observar que de la proposicién .9 partes [ y | resultan
+A - ++ Ay A — +-A4, y utilizando la proposicién p.Ja se obtienen
(+4)! y (~A)!]

La parte | es consecuencia de la proposicién p.1b. O

Proposicién 6.4 (Completez respecto a la afirmacién alterna y a la negacién
alterna).

a. ~(mAN+A)
b. mAV +A no es un teorema

c. "Ae (+AV-A)

Prueba.

Para la parte f, supéngase =A A +A. Por eliminacién de la conjuncién
resulta +A, y por la proposicién p.3b, se tiene +A — A, por lo que se infiere
A. Por introduccién de la conjuncién se obtiene A A =A, y como por
se tiene que (A A —=A) —~A entonces se infiere ~A, y como también se tiene
A, entonces por introduccién de la conjuncién se deduce AA ~ A. Utilizan-
do el teorema de deduccién se infiere (-A A +A4) — (AA ~ A), aplicando
demostracién indirecta se concluye ~(—A A +A4).

La parte [J es consecuencia de la proposicién p.Ic.
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Para la parte [, por se tiene (AT A A®) — (+A Vv —A), utilizando
la definicién de completez alterna resulta *A — (+AV —A).
Para la reciproca. Supéngase —A, por la proposicién B Ib se tiene =4 — A°,
por lo que resulta A®. De la proposicién f.2b se tiene =A —~ A, por lo
que resulta ~ A, y por se infiere ~ AV +A, lo cual por implicacién
material significa A — +A4, lo cual por la proposicién f.ga equivale a A?. Por
introduccién de la conjuncién se obtiene A’ A A€ 1o cual por la definicién de
pompletez alterng es *A. Por el teorema de deduccién se concluye -A —* A.
Por otro lado, por la proposicién R.1d se tiene +4 — A’ Por la proposicién
B.3b se tiene +A4 — A, y por la proposicién P.Ja se tiene A — AC, utilizando
silogismo hipotético resulta +A4 — AC. Se tienen +4 — Al y +A4 — AC, al
suponer +A, por MP, introduccién de la conjuncién y el teorema de deducciéon
se obtiene +A — (AT A A®), 1o cual por la definicién de fompletez alterng es
+A —* A. Se tienen +A4 —* Ay A —* A, por disyuncion en el antecedente,
se sigue (+AV —A) =% A.
Se han probado *A — (+AV-A4) y (+AV-A) —* A, por se concluye
*A e (+FAV-A). O

Proposicién 6.5 (Preservacién de la equivalencia). [

a. (A« B) — (+A < +B)
b. (A< B) — (~A < -B)
c. (A« B)— (Al — BT)
d. (A« B) — (A® « BY)

Prueba. Para todos los casos, supéngase que A < B, por lo que segin
resulta *A «—* B. Para el caso de la afirmacién alterna, supéngase +A, por
introduccién de la disyuncién resulta +A4 V = A, y por la proposicién f.4c se
obtiene *A, y al tener *A <—* B, se infiere *B, y de nuevo por la proposicién
B-4c resulta + BV —B. Al tener +A, por la proposicién R.1le resulta A, y como
se tiene A « B, se deduce B, y por la proposicién R.If se obtiene ~—B,
aplicando silogismo disyuntivo se concluye +B. Por el teorema de deduccion
se ha probado +A — +B, la reciproca se prueba de igual manera.

5De esta proposicién se tiene como consecuencia que en LBVF vale sustitucién por
equivalencia. Ver nota al pie en la proposicién @
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Para el caso de la negacién alterna, supéngase = A, por introduccion de la
disyuncién resulta +AV—A4, y por la proposicién [.4c se obtiene *A, y al tener
*A «* B, se infiere * B, y de nuevo por la proposicién f.4c resulta +B Vv —B.
Al tener —A, por la proposicién RIIf resulta ~ A, y como se tiene A < B,
se deduce ~ B, y por la proposicién R.1e se obtiene ~+B, aplicando silogis-
mo disyuntivo se concluye = B. Por el teorema de deduccién se ha probado
—-A — —B, la reciproca se prueba de igual manera.

Para el caso de la incompatibilidad, supéngase ~ A!, por la proposicién
B6.3a se obtienen A y ~+A, y al tener A < B se infiere B, y como se prob6 més
arriba, también resulta +A < +B, por lo que se infiere ~+B. Al tener B y
~+ B, por negacién del condicional y la proposicién f.Ja se obtiene ~B!. Por
el teorema de deduccién y transposicién se concluye B! — A’ la reciproca se
prueba de igual manera.

Para el caso de la completez, supéngase ~AC, por la proposicién 6.9a se
obtienen ~A y ~—A, y al tener A < B se infiere ~B, y como se probd mas
arriba, también resulta - A < —B, por lo que se infiere ~—B. Al tener ~B y
~=B, por negacién del condicional y la proposicién f.Za se obtiene ~BC. Por
el teorema de deduccién y transposicién se concluye B¢ — AC| la reciproca
se prueba de igual manera. O

Proposicién 6.6 (* con los conectivos).
a. *(A— B) < (*fAN* B)
b. “(AV B) < (*AN*B)
c. "(A— B)«< (*AN"B)

Prueba.

Para la parte p, por negacion de la conjuncién, doble negacién e im-
plicacién material, se obtiene (A — B) <>~ (AA ~ B), utilizando
resulta *(A — B) <*~ (AN ~ B), por [Ax4.] se deduce *(A — B) <
(AN ~ B), por se infiere *(A — B) < (*AA® ~ B), y de nuevo
por se concluye *(A — B) < (*AN* B).

Para la parte H, por negacién de la conjuncién y doble negacién, se obtiene
(AV B) «~(~AN ~B), utilizando resulta *(A V B) «*~(~AA ~B),
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por se deduce *(AV B) «* (~AA ~B), por se infiere *(AV B) «
(*~AA* ~B), y de nuevo por se concluye *(AV B) < (*AA* B).
Para la parte [, de [Ax0.10, Ax0.11] y [Ax0.19, se obtiene (A « B) «
[((A — B) A (B — A)], utilizando resulta *(A < B) «<* [(A — B) A
(B — A)], por se deduce *(A < B) < [*(A — B) A\* (B — A)], por la
parte [, se infiere *(A < B) « (*AA* B). O

7 Verdad y falsedad aristotélicas

En el libro IV de la Metafisica [fl], Aristételes define el concepto de verdad de
la siguiente manera “decir de lo que es que es, y de lo que no es que no es, es lo
verdadero; decir de lo que es que no es, y de lo que no es que es, es lo falso”.
Con el sistema LBVF se puede modelar esta definicién interpretando +X
como ‘X es verdadero’, =X como ‘X es falso’, * X como ‘decir X’, X como ‘X
es’y ~X como ‘X no es’. La definicién de verdad aristotélica estaria codificada
por la férmula (A A* A) < + A, y la definicién de falsedad aristotélica estaria
codificada por la férmula (~A A* A) < —A.

Proposicién 7.1 (Verdad y falsedad aristotélica).
a. (AN"A) - +A
b. (FANTA) - —A

Prueba. Supdéngase A A* A. Por eliminacién de la conjuncién se obtienen
Ay *A. Al tener A, por la proposicién B.2b, se infiere ~—A. Al tener *A,
por la proposicién p.4c, resulta +A4 V =A. Aplicando silogismo disyuntivo
en estos dos resultados se obtiene +A. Por el teorema de deduccién se ha
probado (AA* A) — +A. Por se tiene +A4 — (+AV —A), lo cual por la
proposicién p.4c significa +A —* A. Por la proposicién [6.3b se tiene +4 — A.
De estos dos resultados, utilizando se obtiene +A4 — (A A* A). Como
se tienen (A AN* A) — +Ay +A — (A A* A), utilizando se infiere
(AN A) - +A.

Para la parte [, supéngase ~A A* A. Por eliminacién de la conjuncién se
obtienen ~ A y *A. Al tener ~ A, por la proposicién B.3b, se infiere ~ +A.
Al tener *A, por la proposicién p.4c, resulta +A V —A. Aplicando silogismo
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disyuntivo en estos dos resultados se obtiene —A. Por el teorema de deduccion
se ha probado (~A A* A) — —A. Por [Ax0.4 se tiene =4 — (+A4V —-A),
lo cual por la proposicién B.4dc significa =4 —* A. Por la proposicién R.f
se tiene mA —~ A. De estos dos resultados, utilizando |A § se obtiene
A — (~A A" A). Como se tienen (~AAN*A) - Ay =A — (~AN"A),

utilizando se infiere (~A N* A) — —A. O

En [{] se presenta el sistema deductivo LBVA, Ldgica Bdsica para la Ver-
dad Aristotélica, como una extensién del CPC, Calculo Proposicional Cldsico
(axiomatizado por Ax0.1,..., [Ax0.13, proposiciones B.J y .1, y como re-
gla de inferencia se tiene modus ponens), adicionando los axiomas Ax VA:
(AA* A) < +Ay AxFA: (~AA* A) < =A, y definiendo AT = A — +A4,
AY = ~A - SA.

Con base en la anterior definicién, la proposicién [7.]] indica que los axiomas
de LBVA son derivables en LBVF, y por lo tanto, los teoremas de LBVA
también son derivables en LBVF, es decir, LBVF es una extensién de LBVA.

En la tabla [| se presentan algunos teoremas de la LBVF asociados a la
semantica bivalente del calculo proposicional clésico. Por ejemplo, para el caso
de la conjuncién se sabe que: ‘una conjuncién es falsa (en el sentido cldsico) si
y solo si al menos uno de los coyuntos es falso (en el sentido cldsico)’, mientras
que en el sentido Aristotélico extendido no se tiene esta equivalenciaf]

Tabla 1: Teoremas

No es teorema | (nAV —B) — —(A A B)
—-(AAB)— (mAV-B)

Verdad y *(AANB) — [(FAV -B) — (A A B)]
falsedad de la Teoremas (AANB)¢ — [(-AV -B) — =(AA B)]
conjuncién (*AA*B) = [-(AAB) < (mAV =B)]

(AAB)Y — [~(AAB) < (mAV =B)]
+(AAB) < (+AN+B)

k)

5Desde este punto de vista, el operador de completez alterna “*’ puede ser interpretado
como ‘tiene un valor de verdad’, ‘es una proposicion’, ‘estd bien fundamentado’, el operador
de afirmacién alterna ‘+’ puede ser interpretado como ‘el valor de verdad es 1 (verdadero)’,
‘es una proposicion verdadera’, y el operador de negacién alterna ‘—’ puede ser interpretado
como ‘el valor de verdad es 0 (falso)’, ‘es una proposicion falsa’.
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No es teorema | (+AV +B) — +(AV B)
+(AV B) — (+AV +B)
Verdad y [*AA* Bl = [(+AV +B) — +(AV B)]
falsedad de la Teoremas (AvB) - [(+AV +B) — +(AV B)]
disyuncién -(AV B) < (mAA-B)
AN B] — [+(AV B) < (+AV +DB)]
(AV B)! — [+(AV B) < (+AV +B)]

No son (AN-B) — (A — B)
teoremas | (A — +B) — +(A — B)
—-(A— B)— (AA-B)
—I—(A — B) — (A — +B)
[*AN*B] = [(AA-B) —» (A — B)]
Rlsedc dol (A= B)? = [(AN=B) = ~(A — D)
condicional | Teoremas AN B] = [(A— +B) = +(A — B)]
(A—B)' = [(A—+B) = +(A — B)]
[*A A* B] — [—\(A — B) — (A/\ —\B)]
(4= B)C — [~(A — B) = (AA-B)
[*AN*B] — [+(A — B) < (A — +B)]
(A= B) = [(A— +B) < +(A — B)]

Noson |(+A— +B)— +(A— B)

teoremas | ~(+AA-B) — +(A — B)

—I—(A — B) — (+A — —|—B)

Verdad y [*AN*B] — [(+A — +B) — +(A — B)]
falsedad del +(A — B) »~(+AA-B)

condicional | Teoremas | [*A A* B] — [~(+A A -B) — +(A — B)]
_\(A — B) > (—l—A A —\B)

[*A N* B] — [+(A — B) — (—l—A — —|—B)]
[*AA* B] — [+(A — B) <~(+A A =B)]

No es teorema | A — ——A

— ~A —|—A
Verdad oA nd
faelZe(?adyde A=A
Teoremas *A— (A — A

la negacion
8 (2A)C = (A — ——A)

(mA)C — (=4 — A)
*A— (A e A
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1166

Verdad y falsedad Teoremas —-—A - +A
de la falsedad —-A — +-A
Verdad y falsedad Teorem A4+ A
de la verdad eoremas +A—++A

Verdad de la falsedad y
falsedad de la verdad

Teorema | +—A «— -+ A

No son Teoremas | (AV B) — (~B — +A)
Silogismo +(AVB)— (mA— +B)
disyuntivo Teoremas (AVB)— (mA— B)
Al - [(AV B) — (~B — +A)]
No son (mAV+B) - +(A— B)
Teoremas | (wA — B) — (AV B)
Implicacion +(A = B) = (~AV+B)
. (*A N* B) — [(—\A \V/ —I—B) — +(A — B)]
material
Teoremas | A — [(wA — B) — (AV B)]
[*AA*B] — [+(A — B) < (mAV +B)]
A° = [(AV B) & (-4 — B)]

Modus tollens
y transposicién

-B — —A4) - +(A— B)
A— B) — (-B — —A)
(-B — —A) — (A— B)
A= B) = (-B = ~A)
AN B] = [(-B — ~A) — +(A — B)]
A€ — [(A— B) — (=B — -A)

BC — [(<B — ~A4) — (4 — B)
Teoremas | *A — [(A — B) — (=B — —4)]
"B = [(~B — ~A) — (A— B)]
[*AA* B] = [+(A — B) < (=B — —A)]
(B A AC) = [(A — B) = (=B — ~A)]
[*A N* B] — [(A — B) — (—\B — —\A)]

No son E

Teoremas
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[(+A— +B)A (+A — -B)] - -4
No son [(FA— +B)AN (A —-B)] > +A
Teoremas [(A— B)A(A— -B)]—-A
(A= B)A (A= ~B) — A
Reduccién *A — ([(+A — +B) A (+A — =B)] — —-A)
al absurdo *A — ([(FA — +B) A (mA — —B)] — +A4)
AC = [{(A— B) A (A— ~B)} — A
Teoremas AC L [{(~A = B) A (<A — —B)} — 4]
*A—[{(A— B)AN (A — —-B)} — 4]
*A— [{(wA —- B)AN (A — =B)} — 4]
(+A A —\A) — B
~(+AN-A)
Trivializacién con Teoremas (AN-A)— B
las contradicciones ~(AN-A)
(+A/\ NA) — B
~(+AA ~A)
~+AA ~—A) — B
No son ENA/\ ~-4) — B
teoremas
(~~AN ~+A) — B
Trivializacién con las *A — [(~+AA ~—A) — B]
indeterminaciones *A — [(~AN ~—A) — B]
Teoremas | *A — [(~~AA ~+A) — B]
A€ — [(~AA ~=A) — B]
Al — [(~~AN ~+A) — B]

La forma como se prueban estos teoremas se ilustra en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 7.2 (Afirmacién aristotélica del condicional). Si en un condi-
cional el antecedente y el consecuente son proposiciones, entonces, el condi-
cional es verdadero si y solamente si no puede ocurrir que el antecedente sea
verdadero y el consecuente sea falso.

a. +(A — B) —»~(+AA-B)

b. ~(+A A ~B) no implica +(A — B)

c. AN B) = [~(+AA-B) — +(A — B)]
d. (*AN* B) = [~(+A A -B) < +(A — B)]
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Prueba. Para la parte [, supéngase +(A — B). Utilizando la proposicién
B.3b se obtiene A — B, y como de la proposicién [.3b se tiene =B —~ B,
entonces se infiere A —~ =B, como ademds de la proposicién p.3b se tie-
ne +A — A, resulta +A —~—B, es decir, ~+AV ~ =B, lo cual significa
~(+A A =B). Se ha probado de esta manera que +(A — B) —~(+A A =B).

Para probar que ~ (+A A =B) no implica +(A — B), considérese la
valuacién v, la cual asigna los valores que se indican en la tabla .

Tabla 2: valuacién

Al -A +A *A*~A - ~A —+ ~A AI AC (NA)I (NA)C

110|111 1 1 0 111 1 1
B[-~B[+B[*B[* ~B[~~B[+~B|B'|B°[(~B)'[ (~B)°

110100 0 0 0 0] 1 1 0
A—B|-~(A—B)|+(A—B)[*(A—B)|* ~(A—B)|-~(A—B)|+~(A—B)

1 0 0 0 0 0 0

(A— B) | (A— B)° | (~(A— B) | (~(A— B))°
0 1 1 0

Para la parte |, supéngase *A A* B y ~(+A A —~B). En caso de inferirse
(A — B), por la proposicién [.db se obtendrfa ~(A — B), es decir, Ay ~B,
y como se tiene * A, por la proposicién [.a se infiere +A. Al tener ~(+AA-B),
resulta ~+AV ~—B, y como se tiene +A, se deduce ~—B, pero al tener *B,
por la proposicién B.4c se obtiene +B, lo cual por la proposicién B.3b implica
B, obteniéndose una contradiccién. Por lo tanto, resulta ~—(4 — B). Al
tener *A A* B, utilizando la proposicién f.Ga se infiere *(A — B), y por la
proposicién [6.4c se concluye +(A — B). Se ha probado de esta manera que
(*AN*B) = [~(+AAN-B) — +(A — B)]

La parte [, es consecuencia de las partes | y f]. ]

8 Solucion a una paradoja

Muchas paradojas logicas involucran los conceptos de verdad o falsedad, por
ejemplo, la siguiente variante de la paradoja del mentiroso (para detalles ver
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[]). Considérese la situacién en la cual se tiene una oracién que dice: esta
oracion es falsa. Cuando se identifican ser el caso con verdadero y no ser
el caso con falso, entonces se tiene la paradoja: si la oracién es verdadera
entonces resulta que también es falsa, y si la oracién es falsa entonces resulta
que no es falsa.

Al interior del sistema LBVF, representando lo que dice la oracion es el
caso como O, la oracion O es falsa como —O, y la oracion O es verdadera
como +0O, entonces la situacién queda representada por el enunciado O < —O.

Si la oracién O es verdadera (+0O), por la proposicién R.Ile, resulta que lo
que dice O es el caso (O), y como la oracién dice que O es falsa (O < —0), se
sigue que O es falsa (—0), y entonces, por la proposicién [6.4a, O no puede ser
verdadera (~+0), se obtiene de esta manera una contradicciéon (+OA ~+0),
se concluye por demostracion indirecta, que O no es verdadera (~+0). Ahora,
si O es falsa (—O) entonces, por la proposicién [.2b, lo que dice O no es el
caso (~Q0), y como la oracién dice que O es falsa (O < —0), se sigue que O no
es falsa (~—0), se obtiene una contradiccién (—~OA ~—=0), por demostracién
indirecta, se concluye que O no es falsa (~—0), y como la oracién dice que O
es falsa (O < —0), se infiere que O no es el caso (~0O). Se ha probado que O
ni es verdadera ni es falsa (~+OA ~=0), lo cual, segtin la proposicién f.4c,
significa que O no es completa respecto a la afirmacién y a la negaciéon alternas,
es decir, O no estd bien fundada (~*0), este hecho, al utilizar la proposicién
B.6c, implica que la situacién no estd bien fundada (~*(O < —0)). Para
garantizar que no hay paradoja, basta verificar que la siguiente asignacién v
satisface la situacién: V(0) = V(=0) = V(+0) = V(*0) = V(0°) =0 y
V(0! =1.

9 Conclusiones

En el sistema LBVF, de acuerdo con la proposicién P.Jc, se recuperan todos
los teoremas del calculo proposicional clasico. Pero ademas, tal como se in-
dica en la tabla de teoremas, es posible probar estos mismos resultados con
los operadores alternos, haciendo explicitos los requisitos minimos de com-
pletez de las formulas involucradas en el resultado clasico. En la proposiciéon
1] se muestra que el sistema LBVF extiende al sistema LBVA, con el cual
se caracterizan deductivamente las definiciones de verdad y falsedad aristo—
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télica, ademas, con la solucién a la variante de la paradoja del mentiroso, se
concluye que el sistema LBVF extiende de manera estricta a la légica pro-
posicional clésica. Este resultado, junto a las consecuencias presentadas en
la tabla de teoremas, muestran que los operadores de afirmacién y negacién
alternas, son auténticas generalizaciones de las nociones usuales de verdad y
falsedad. Se sabe que, las nociones usuales de verdad y falsedad, se encuentran
estrechamente vinculadas a la afirmacion y negacién cldsicas, mientras que los
resultados presentados muestran que, los nuevos operadores de verdad y fal-
sedad, se encuentran ligados a operadores de completez, estableciéndose una
conexion con las 1égicas paracompletas presentadas inicialmente por Arruda
y Alves en [I(]. Este hecho puede ser de interés, puesto que el anélisis, en
lo referente a los operadores de afirmacién y negacion alternas, es mas fino
que el hecho por la légica clasica con los operadores usuales de afirmacién y
negacion.

Referencias

[1] Aristételes. Metafisica, Libro 4, capitulo 7, 1011 b. Referenciado en , I@

[2] Kavier Caicedo Ferrel|. [Elementos de ldgica y calculabilidad), ISBN 970-625-190-5.
Editorial Universidad de los Andes, Bogotd. 1990. Referenciado en ,

[3] A.G. Hamilton, Ldgica para matemdticos. Editorial Paraninfo S.A. Madrid. 1981.
Referenciado en [[39, [49

[4] Alfred Tarski. [Logic, semantics and metamathematicq, second edition, 978-
0915144761. Hackett Publishing Company, Indianapolis, 1983. Referenciado en

[5] Manuel Sierra A. ILégica bdsica con afirmacién alternd. Ingenieria v Ciencial, ISSN
1794-9165, 1(1), 2005. Referenciado en

[6] Leon Henkin. [The completeness of the first order functional calculud. [The journal
[ of symbolic logid, 14(3), 1949. Referenciado en

[7] Nicola Grana. |Sulla Teoria delle Valutazioni di N. C. A. da_ Costd, ISBN
9788820719425. Napoli: Liguri Editore, 1990. Referenciado en

[8] Manuel Sierra A. Sistema paraconsistente y paracompleto LBPcPo.
| versidad EAFTT], ISSN 0120-341X, 44(147), 2007. Referenciado en [.64

|17O Ingenieria y Ciencia, ISSN 1794-9165


http://matematicas.uniandes.edu.co/cv/webpage.php?Uid=xcaicedo
http://www.engrupo.com.mx/gei/sec_65.htm
http://www.amazon.com/Logic-Semantics-Metamathematics-Alfred-Tarski/dp/091514476X
http://www.eafit.edu.co/ingciencia/revista1/ArtManuel.pdf
http://www.eafit.edu.co/EafitCn/Revistas/ingciencia/
http://projecteuclid.org/DPubS?service=UI&version=1.0&verb=Display&handle=euclid.jsl/1183730666
http://www.aslonline.org/journals-journal.html
http://www.aslonline.org/journals-journal.html
http://search.recensioni.ebay.it/Sulla-teoria-delle-valutazioni-di-Newton-C-A-Da-Costa_ISBN-10_8820719428_W0QQfvcsZ1460QQsoprZ49595498
http://www.eafit.edu.co/EafitCn/Investigacion/Revista/Index
http://www.eafit.edu.co/EafitCn/Investigacion/Revista/Index

Manuel Sierra A.

[9] 1. M. Bochenski. [Historia de la l6gica formal, ISBN 84-249-2153-4. Editorial Gre-
dos, Madrid, 1976. Referenciado en [L64

[10] A. Arruda y E. Alves. A semantical study of some systems of vagueness logic,
Bulletin of the Section of Logid, ISSN 0138-0680. Polish Academy of Sciences 8,
1979. Referenciado en

Volumen 3, nimero 6 171|


http://dialnet.unirioja.es/servlet/libro?codigo=44448
http://www.filozof.uni.lodz.pl/bulletin/

