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Resumen
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Sobre un ideal minimal de operadores definido a través de espacios de interpolacién

1 Introduccién

Los trabajos de Matter [, f] de la década de los ochenta, introducen un nuevo
ideal maximal de operadores, llamado ideal de operadores (p, o)-absolutamente
continuos, 1 < p < 00, 0 < ¢ < 1, en relaciéon con las propiedades de super-
reflexividad de los espacios de Banach. Lo mas significativo de estos ideales
es su estrecha relaciéon con procedimientos de calculo tipicos de la teoria de
espacios de interpolacién. Esta situacién se puede observar en [fJ], donde apare-
cen espacios de interpolacion definidos por el método real como herramientas
esenciales en la caracterizacion de ciertos operadores propios de la teoria de
Matter. Por la misma época, los trabajos de Pisier pusieron de manifiesto la
utilidad de considerar la relacién profunda que existe entre ideales de ope-
radores y normas tensoriales [[]. Como fruto de la sintesis de ambas teorfas
se constituye lo que se puede llamar una teoria clasica de normas tensoria-
les e ideales de operadores presentada en el trabajo de Defant y Floret [,
destacando la correspondencia entre ideales de operadores y normas tenso-
riales. A partir de [fl], al ideal maximal asociado a una norma tensoral o se
le llama ideal de operadores a—integrales, y al minimal, ideal de operadores
a—nucleares.

Sin embargo, aunque en los trabajos de Matter, los ideales son maximales,
no hay ningtn estudio en relaciéon con las normas tensoriales subyacentes. Es-
tas relaciones fueron estudiadas en el caso 1 < p < oo en [fi], caracterizéndose
los correspondientes ideales de operadores nucleares e integrales mediante fac-
torizaciones, en las que de nuevo aparecen ciertos espacios de interpolacién
como elemento central. El estudio del caso p = 1 fue presentado en [fj]. Todos
estos trabajos muestran el papel que pueden desarrollar los espacios de inter-
polacion a la hora de definir nuevas normas tensoriales mas generales que las
clasicas, planteandose de manera inmediata el problema de caracterizar los
operadores asociados de tipo nuclear e integral.

En este trabajo se define en primera instancia una norma tensorial, a partir
de espacios de interpolacion entre espacios /P, y finalmente se caracteriza el
ideal minimal de operadores asociado.
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2 Conceptos basicos y notacion

Cuando se haga referencia a un espacio vectorial, se asume que el cuerpo de
los escalares seran los reales R. No obstante, todos los resultados son validos,
con procedimiento andlogo, si el cuerpo de escalares es complejo. Dados dos
espacios de Banach E y F, se denota por L(E, F) el espacio de operadores
lineales y continuos de E en F. Si T € L(E,F), el operador adjunto de T’
serd T" € L(F', E"). Se mencionan algunos conceptos preliminares.

2.1 Normas tensoriales e ideales de operadores

De acuerdo con [[ll], se presentan algunas nociones bésicas acerca de ideales

de operadores y normas tensoriales.

Un ideal de operadores entre espacios de Banach es un functor 2 que
asocia a cada par de espacios de Banach E y F un subconjunto 2(E, F')
de L(E,F) tal que se cumplen las siguientes condiciones: para espacios de
Banach arbitrarios E, F,G y H

1. Vo' e E',Vye F 2’ @yeAE,F)
2. VSl,SQEQl(E,F) Sl—l-SQEQl(E,F)
3. VRe L(G,H),VS e A(F,G),VT € L(E,F) RoSoTecUE,H).

En tal caso, para cada par de espacios de Banach (E, F'), a 20(E, F') se le
llama componente del ideal 2 repecto a E y F'. Es claro que la componente
A(E, F) de A es un subespacio vectorial de L(E, F').

Sea 2 un ideal y a un functor que asocia a cada componente A(E, F')
una norma (cuasinorma o seminorma), tal que para cada R en L(G,H), S
en A(F,G) y T en L(E, F) se verifica que a(Ro SoT) < ||R|la(S)|T]|. A la
pareja (U, ) se le llama ideal normado (cuasinormado o seminormado).

Ahora, si E y F son dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo R, se
denota por B(FE, F') el espacio de aplicaciones bilineales y continuas de E x F
en R. Cada elemento (z,y) € E x F define una forma lineal candnica sobre
B(E, F) denotada por el simbolo z®y y definida para cada ¢ € B(E, F') por
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(x®y,p) := p(x,y). Se llama producto tensorial de los espacios vectoriales F
y F'y, se denota E® F, al subespacio vectorial del dual algebraico de B(FE, F)
generado por el conjunto de formas lineales z @y con x € Eyy € F. Los
elementos de F ® F' se llaman tensores y cada uno admite representaciones
de la forma z = )" | z; ® y;.

Dados los espacios vectoriales E, F,G, H y las aplicaciones lineales A :
EF — Fy B:G — H sellama producto tensorial de aplicaciones, a la
aplicacion A® B: E® G — F ® H definida para cada z = ) " ; ; @ y; en
E®G por (A® B)(z) =", A(z;) ® B(y;) € F® H.

Cuando en el producto tensorial de dos espacios F y F', se tenga definida
una norma «, se hard referencia al espacio vectorial normado como F®, F'y a
su compleccién como E®4F. A la norma de un elemento cualquiera z € EQF,
se le denotara por a(z; E, F') o por a(z). Una norma « definida en el producto

tensorial £ ® F' se dice que es razonable si verifica que a(z®y) = ||z||gllyl|r
paratodoz € E,y € F,y queparatodoz’ € E'y vy € F', 2/®y’ € (EQyF)
y 12" @yl pe.ry = 12'1[e 11yl -

Una norma tensorial « es un functor que hace corresponder a cada par de
espacios normados (F, F') una norma sobre E ® F' formando un nuevo espacio
normado.

Se dice que una norma tensorial « es un tensornorma si verifica que para
cada par de espacios normados E 'y F, «(-, E, F) es una norma razonable en
FE ® F, y ademas satisface la propiedad métrica de las aplicaciones, esto es,
dados los espacios normados F1, Fo, Fy, Fy y las aplicaciones A € L(FE1, F}),
B € L(FE3, Fy), se debe tener que A ® B € L(E) ®qy Fa, F1 ®4 F2) y que
[A® B| < [[AlllB].

De acuerdo con |[fl], el siguiente es un criterio equivalente a la definicién de
tensornorma: sea « una asignaciéon que a cada pareja de espacios normados
FE y F en cierta clase de espacios A, que contenga a la clase de espacios de
dimensién finita, le hace corresponder una funcién real « (-; E, F)). « es una
tensornorma en A si y sélo si verifica las siguientes propiedades:

a) «(;E,F) es una seminorma en F ® F para todo Ey Fen A
b) a(1® LR,R) =1

c¢) Se cumple la propiedad métrica de las aplicaciones en A.
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2.2 Espacios de interpolacion

A continuacién se enuncian las definiciones pertinentes sobre espacios de in-
terpolacién obtenidos por el método real y algunos resultados necesarios para
el eje de este trabajo.

Una pareja (Ag, A1) de espacios de Banach Ay y A; se dice que es una
pareja compatible si existe un espacio vectorial topolégico de Hausdorff F,
tal que Ag y Ay son subespacios de E.

Sea (Ap, A1) una pareja compatible correspondiente a un espacio de Haus-
dorff E. Se denota por Ag + A; al conjunto de elementos x € E que son
representables en la forma x = xg + x; para algin g € Ag y 1 € A;. Para
x en Ay + Aj, se define

1201 ag .4, = f {llzoll 4, + ll21ll4, } (1)

donde el infimo es tomado sobre todas las representaciones de x = xg + x1,
xg € Ag y x1 € A;. Para cada elemento x € Ag N Ay se define

1] agria, = max {[l]l 4, » ]l } - (2)

Si (Ap, A1) es una pareja compatible, entonces Ag N Ay y Ag + Ap son
espacios de Banach bajo las normas en (f]) y ([l) respectivamente (ver [[j], lema
2.3.1). Si AgN A;j es denso en Ay y en A; se verifica

(AoﬂAl),: 6—|—A,1, (Ao—f—Al)/:AE)ﬂA,l

Un espacio de Banach X se dice que es un espacio intermedio respecto de
una pareja compatible (Ao, A1) si AgN Ay C X C Ay + A, con inclusiones
respectivas continuas.

Para el método de interpolacién real existen diversas construcciones, que
béasicamente responden a los llamados métodos de interpolacién generales de
tipo J y de tipo K, con sus versiones continua y discreta. Estos métodos
generales de construccién son equivalentes, aunque no iguales (ver [{).

Método K. Dada una pareja compatible de espacios de Banach (Ag, A1),
se define la funcién K(-, -, (Ao, A1)) : ]0,00[ x (Ag + A1) — [0, 00 para cada
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r€Ag+ Ayt >0, por
K(t. 2. (Ao, Ar)) = inf {lzoll gy + ¢ ], /2= 20+ 21}

donde el infimo es tomado sobre todas las representaciones de x = zg + x1
con rg € Ag y x1 € Aj. Si no hay lugar a confusién, la notacion general
K(t,z, (Ao, A1)) se sustituird por la més sencilla K(¢, x).

Sea 0 < 0 < 1y 1 < q < oo. Se define el espacio de interpolacion
(Ao, A1)g q.x como el conjunto de los = € Ay + A; tales que

(5 (542)'4) s 1<q<oc
K(t,2)

Hx”(Ao,Al)e,q,)c = .
SUDt~0 3 si ¢g=o0

es finita. Se puede probar que [|-|| 4, 4,) es una norma en (Ao, A1)p,qx-

0,q,K

Método J. Dada una pareja compatible de espacios de Banach (Ag, A1),
se define la funcién J(-,-, (Ao, A1)) : ]0,00] x (A9 N Ay) — [0, 00[ para cada
r€eAgNAL yt >0, por

J(t,x) = J(t,x, (Ao, A1) = max{ || 4, .t [|2] 4, } -

Sea0 <0 <1y 1< q<oo.Sedefine el espacio de interpolacion (Ao, A1),q,7
como el conjunto de elementos x € Ayg+ A1 que son representables en la forma

_ [Tu®)
:c—/o D (3)

donde u : [0,00] — Ag N A; es una funcién fuertemente medible y la integral

I ult) gt es convergente en el espacio suma Ay + A1 y ademas

1
e (5 (25 2) 120 <

”xH(A Ay)
0,41)6,q,7 SUDy=g (t u(t))

si g=o0

es finita. El infimo es tomado sobre todas las representaciones de z de la
forma ([J). Se puede probar que 140,416 .., €5 unanorma en (Ao, A1)oq.7-
También se puede probar que (Ag, A1)g 4,7 es isomorfo a (Ag, A1)a,q K-

|68 Ingenieria y Ciencia, ISSN 1794-9165



Maria Eugenia Puerta Yepes y Gabriel Ignacio Loaiza Ossa

Con vista a las relaciones isométricas, si Ag N A; es denso en Ag y en A
se verifican las relaciones de dualidad (ver proposicién 3.1.21 en [R])

/
ol A (o, )
( ( 0 1) xGAoII’:Al j(tilafm(AOvAl))

x', )l
J(t, 2 (AL, A)) = su [, ,
( (Ao, A1) xergAl K(t=1, z, (Ao, A1))

y entonces se tiene mediante el teorema 3.7.1 en [ﬂ] que para0 < 0 < 1ly
1 < ¢ < > se cumple la isometria

(A0, A1)o,q,7) = (AG, ADo,g' k-

En cambio, en general, con respecto a la dualidad en el método IC, sélo se pue-
de afirmar que (Af, A])g,y,7 €s isomorfo a ((Ao, A1)aqx)" v que (Af, Al o1,
es isomorfo al dual de la clausura de Ag N Ay en (Ao, A1)0,00 K-

Por otra parte, si 1 < ¢ < oo las aplicaciones inclusion

Ilq : AgNA; — (AOaAl)G,q,ICy
Jig + (Ao, A1)ogk — Ao+ Ar, (4)

1

tienen norma menor o igual que wy y @, - respectivamente (ver teorema 3.3.1

en [f]), donde

1
®© /min{1,t}\?dt\* .
wq—</0 (%) 7) si 1<g<oo. (5)

Reticulos de Banach. Se establece ahora la notacién y definiciones refe-
rentes al tema y para una mejor ilustracion se cita a [{, [Ld, [, [J].

Un espacio vectorial real F/, se dice que es un espacio vectorial ordenado
cuando estd provisto de una relacién de orden parcial < (reflexiva, anti-
simétrica y transitiva) compatible con la estructura algebraica de E, en el
sentido de que satisface los dos siguientes axiomas:

1. Six <y, entonces z+ z < y+ 2z paratodo z € K

2. Six <y, entonces ax < ay para todo a > 0.
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Un elemento x en un espacio vectorial ordenado E es llamado positivo si
x > 0. El conjunto de todos los elementos positivos de E se denota por ET,
es decir, EY :={x € E /x> 0}.
Un reticulo vectorial es un espacio vectorial real ordenado E en el que los
elementos
xVy:=sup{z,yty zAy:=inf{z,y}

existen en F para todo x,y € E. Si se define para un z € E cualquiera, 21 :=

rVO0yaz :=(—x) V0, se puede descomponer z como x = z7 — 2™, llamando
2T su parte positiva y = su parte negativa y notando que xt, 2~ € Et y
que ™ Az~ = 0. Se define también |z| := z V (—z) y se le llama mddulo de
x, que también se puede descomponer como |z| =z + z~.

Un conjunto A de un reticulo vectorial E se dice que es solido si para todo
x € Ay para todo y € E, tales que |y| < |z|, se verifica que y € A.

Un reticulo vectorial topolégico es un reticulo vectorial dotado de una
topologia Hausdorff que posee una base de entornos de cero que son conjuntos
sélidos.

Una seminorma (norma) p(.) en un reticulo vectorial topoldgico se dice
que es una seminorma (norma) de reticulo si |z| < |y| implica que p(x) < p(y).
Un reticulo vectorial topolégico se dice que es normado si su topologia viene
dada mediante una sola norma de reticulo. Si ademés es completo, se dice que
el reticulo es de Banach.

Todos los espacios de sucesiones que aparecen en este trabajo, son reticulos
de Banach y sus propiedades reticulares serdn necesarias en varios de los
desarrollos presentados.

3 Norma tensorial definida a partir de espacios de interpola-
cion

En esta seccién se presenta la norma tensorial, con la que se dotard de una
topologia al producto tensorial entre dos espacios de Banach, permitiendo en
la préxima seccién introducir el ideal minimal de operadores asociado a dicha
tensornorma. Previamente se obtendran algunos resultados sencillos sobre
espacios de interpolacién entre espacios P, que tendran importancia decisiva
en la definicién de la norma tensorial asociada al ideal minimal de operadores.
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En particular, en este trabajo se considerara la pareja compatible A =
(ePo P1) con 1 < pg < p1 < oo y su pareja dual X = (£P0, £P1). Se denotara por
Aq, 7> Ag k los espacios de interpolacién obtenidos mediante el método J y K,
respectivamente, a partir de la pareja A. Andlogamente se denota por )\;7 Ve
)\;7 « los espacios de interpolacién obtenidos a partir de la pareja A’. Con esta
notacién, sil < ¢ < 0oy 0 < 6 < 1elespacio dual (Ag,7)" = ((€P°, 0P )g q4.7) =
(0P0, 0PV )g o i = Ay xc- Obsérvese que (Aq7)" # A, 7. Teniendo presente lo
dicho antes para la dualidad en el método K, dado que el espacio A, 7 es
reflexivo si 1 < ¢ < oo, se verifica la isometria

()‘;’,IC)/ = )‘q,J-

A /
Lot o (P01 )g oo i
Para el caso ¢ = 1, sea X501 = ¢Po N (71 la clausura de £P0 N (P =
! o
P en A x, se verifica que (XDoP 1) es isométrico al espacio A1, 7. En efecto,
/WA
sea ¢ € (ngpl) . Por la observacién del teorema 3.7.1 en [[], ¢ € A7, luego

¢ puede describirse como una sucesién (z;) € A1 7 y se tiene entonces que

ol = ol = sup Ko, (o)
Gzl <1
y dado € > 0, existe (2;) € A ¢ ¥ k € N tal que H(zZ)H)\;OIC <ly

lelln, , < (i), (zi))] + € = +tes< + 2e.

k
E Tizi
i=1

oo
E LiZg
1=1

Sean e; := (0,...,1,0,...) € )\:)oJC’

! ot
Como ‘Zle ziei| < [zl »r L Sly Zle zie; € MP1 C XBOP1 | se tiene

o0,

o, € sup (G )] +2¢ = ol g, +2¢.

W<t y
Il g <

y dado que € > 0 es arbitrario y (A17J)’ = fx;,lc

el , < el _mw, = sup (o, w)]
’ (Ko™ el g <1

Volumen 3, nimero 6 71|



Sobre un ideal minimal de operadores definido a través de espacios de interpolacién

< s el < el ol < el
lwllyr <1 ’
lo cual implica que ||g0||/\1!j = ||l Xy

Lema 1. Para 1< q<oo, |[(ej)lly, =" yl(ej)l,, . ==
Demostracion. Sea 1 < hg, hy < 0o. Considérense las inclusiones candnicas
Ihoh1 /ho mghl N (£h0’6h1)67q7’<: IhOhl . (€h0’€h1)97q7lc —, pho +gh1

S P P (0, )y I (9,65 0 4 P
Obsérvese que si 1 < ¢ < oo, (Jhohl) = Ig;,hl. Por tanto, como para

Mg = (P PV )g o ko, po < p1 es verdad que Po + (P1 = (PO y (PO M (P = (Po,
Asi, por (1) y () se tiene que para cada j € N

Il = [[ (@),

L=l = || (B2 (o)
tuego, el . =
/ !l /ot
Por otra parte, de (Ipopl) = Jfg?l, (Ipopl) Jgg?l, @ vy (B) se tiene
(]pom) | _ HIPOPI

/o
popl p’ / PoP1 . \/
razonamiento anterior con las aplicaciones I, P — N ey I g D

1
wq '’

1(e)llro < 4

HIPOP1

< Pop1
;v HIQq

I, . < —llel,, .

Wq

HJp o < w, y por tanto, repitiendo el mismo

Epo, se obtiene que H(ej)H)\q =

Ahora, sil < ho, hy < oo, sea X20™ 1a clausura de €001 en (¢ho (M), o 7
y las inclusiones candnicas Jhoh1 ¢ho mght — Xhoh Jhoh1 Xhoh1
fho 4 pha

Segfm lo dicho en los teoremas anteriores de dualidad, se verifica que
(Jhohl) = gfhl y  (Xhohy = Mx = (ho, M) 1 v por tanto puede
hacerse una prueba analoga a la anterior. |

Un resultado en relacion a este tema y que serd relevante en los desarrollos
es:
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Teorema 1. (Krée, ver o 1], teorema 5.2.1) Si 1 < q < oo, la identidad

entre (LPO(Q, M, w), LP* (2, M, p1))o.q v €l espacio de Lorentz LP1(Q, M, 1), es
un isomorfismo, donde p estd definido mediante la igualdad % = 1p—06 —I-p%, con

constantes de equivalencia entre las normas correspondientes independientes

de (2, p).

Definicion 1. Dados un espacio de sucesiones n y un espacio normado E,
se definen las funciones:

my: BN — RY, ¢, 1 EN +—— RT, mediante ( siendo RT = [0,00] )

m (@) = =[],
en((zi)) + = sup H(|<$“x/>|)21Hn
llz[ g <1
Si se tiene una sucesion finita (x1, 2, ..., z,) en F, se define m,((x;)i~,) =

(1,2, ..., 20,0,0,...)) v & (z5)iy) = &y ((z1,22,...,2,,0,0,...)).

Se define ahora el funcional que permitira establecer una tensornorma.

Definicién 2. Sean E y F espacios normados. Se define la funcion g\(-; E, F) :
E® F — R* para todo z en el espacio E ® F :

n
. _z k; k;
ga(z; E, F) = inf {Z ﬂAq’j((xZ‘j)jzl)E)\/q/ K((?/ij)f:ﬂ} )
i=1 ’
n k;
tomando el infimo sobre todas las representaciones de la forma z = ) > xi;®
i=1j5=1
Yij-
Teorema 2. La funcion gy es una norma tensorial en la clase de los espacios
normados.

Demostracidén. Se realiza la prueba haciendo uso del criterio 12.2 de [[] para
normas tensoriales.

(1) Sean E y F espacios normados. Véase que gy(-; E,F) es una se-
minorma en F ® F. De la definicién de gy se sigue inmediatamente que
gr(z; E,F) > 0y que g\ (0z; E,F) = |0| g (z; E, F) para todo z € E® F
y todo 6 € R. Basta ver entonces que gy(+; E, F') verifica la desigualdad trian-
gular para todo 21, 20 € EQ F.
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Dados zl, 29 6 E®Fye>0,por deﬁnicién de infimo existen representa-

ciones z; = Z Z Ti; @y 2y = Z Z x3; @ yj; tales que

i=1j= i=n+1j=
€
Zﬂ-)‘qJ 5)\' ((yll])) < gx (21§E,F) + § y
m
> M (@)en, () < ox (2 B, F) + 5
i=n-+1 ’
n+m k;
Entonces 21 + z2 admite una representacién z; +z2 = > Z uij ® vy, donde
i=1 j=

_ 1 — 1 g ; — 2 2
Uij = Ty; Y Vij = Vs 511§z§n,yuij—xijyvi]—yij si n+1<1<m,
con lo cual,

n+m

gr (21420, B, F) < Z Mg ((wig)) ex,  ((vig))

= m @ )ey, () +3 m,(@E)ey, (42)
i=1

i=n—+1
<o (2B, F) +gx (22 B, F) + e,
y como € > 0 es arbitrario, se sigue que gy (z1 + 29; E, F) < gx (21; E, F) +
gx (ZQ;Eu F)
(2) Se verd ahora que g)(1® 1;R,R)=1

SiE=Rsetieneque E'=R y{BeE/|f|<1}={BeR/|f| <1}y
(a, B) = af. Considérese una representacion cualquiera de 1 ® 1 de la forma

n k;
1o1=3"% ay o 4. (6)
i=1 j=1
Noétese que

 (B5) = sup 87Dy, = sup o] 108Dy,
yl<1 @R < (7)
= 1Dl =, ((3))
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ya que v = 1 es uno de los valores admisibles para la definicién. Ahora, como
1®1 es una forma bilineal sobre R x R, por definiciéon de tensor es cierto que

n k;
=1®1,11)|= <1®1 ZZQU®@]> = Zzazjﬁz‘j ;

i=1 j=1 i=1 j=1

y por la relacion de dualidad entre los espacios Ay, 7 y )‘;’JC

IN

-
I
_

<(‘O¢i1’ ; ‘Oéig’ IRRES) ’azkl‘ ’ 70) ) (‘/821‘ ) ’ﬁz?’ PIRXEY} ’/szz‘ 3oy 0)>
Dl 108Dy, = 2, (@), ((Bi)
T (@), (B)).

IN

.
Il
—

I

s
I
_

con lo cual, tomando fnfimos sobre las representaciones de la forma (),
p(1®LRR) >1. (®)

Reciprocamente, si en la representacién () se hace a;; = 3;; = 0 para
1,7 # 1y aip = P11 = 1, se sigue entonces que

(1 LR R) < g7 ((1,0,...,0)) ey ((1,0,...,0)), 9)

q' K

y de (@)
ex, (L0, 0) =y, (1,0,0,0) = [(1,0,....0), - (10)

Ademas 7y, ((1,0,...,0)) = ||(1,0,... ,O)H)\q’] .
Por otra parte, en la seccién de conceptos basicos sobre espacios de inter-
polacion, se prueba que ||eZHX = 1wy y ||e2||>\ = wq_l, para una cierta
'K

constante positiva . Entonces considerando ([Id) y (f), se tiene

(O LRR) <, (1,0,.,0) ey (1,0,.,0) <1 (1)
Yde () y® o(l®LRR)=1.
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(3) Finalmente, se verd que g, satisface la propiedad métrica de las
aplicaciones. Sean A € L (Ey,F1) y B € L(Ey, Fy) y considérese la apli-
caciln A ® B : Ei ®q, Es — F| ®q, F>. Supéngase que ||B| # 0 (si
B = 0 la desigualdad a demostrar es trivial). Para cada representacién z =
2im1 Z?Ll Tij ® yij € Eh @ Ey,

n k;
(A®B)(2) =Y > A(2i)) ®B(yj) e L Fy .
i=1 j=1
Por ser Ay 7 un reticulo, para cada i = 1,2,...,n

M7 (Ai)) = 1A @Dy, , < TAA DI,
= [[A[IClzas DI, = 1A, 7 (i)

y
ex, (B(yy) = sup (KB (wij) ¥ ) Dy
T s 7 N
= sup ||(|(yij, B' (y )>!)Hx
Iy lI<1
= sup I8l (| (s T8 >DH
Iy <1
B/ /
5 e [ S,
lyl1<1 5T/,
B/ !
y como H = v

ex, « (Bis) <[|B|lex, (i)
Por consiguiente, de todo lo anterior, se tiene que
(A0 B) ()AL F) < S, (), (Buy)
< Zil 1Al 7, 7 (@) [ Bllex:,  ((9i)
= AL 1BI = w5 (@) <, (03).
y tomando infimos sobre las distintas representaciones de z, se tiene

9x (A®@ B) (2); F1, Fa) < [|A[| [ Bl ga (2; Ex, E) ,
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con lo cual
[A@Bll= sup g\ ((A® B)(2);F1, F2) < [|A] [|B]]
9x(z:E1,E2)<1
que es lo que se queria probar. |

Para caracterizar los elementos del espacio complecciéon de E @ F, bajo
la norma tensorial g, se usa una de las propiedades importantes heredadas
de los espacios /P, por los espacios de tipo Ay, 7 ¥ Ak la cual es la propiedad
de convergencia seccional, que consiste en que dada una sucesién (x;) C A, 7,
(lo mismo para el espacio Ay x) para cada € > 0, existe jo € N tal que para
todo j > jo

o)
Zwkek <e.
k=j

Aq, T

La demostracién del teorema siguiente se omite por ser una prueba que, aun-
que no es corta, sigue una metodologia muy estandar en matematicas.

Teorema 3. 1) Sean E y F espacios normados. Todo elemento z del espa-
cio E@)ng puede ser representado como suma de una Serie convergente en
E&x\)ng del tipo

0o NG

z:zz.’xzj@yij ne€N, zj; €L, y; € Fj=1,...,n;,VieN
i=1 j=1

tal que

Z 77/\q,J((xij))@\;,x((yij)) < 0.
=1

Ademds, denotando por gx(z) la norma de z € E@QAF, se verifica
o
gx(z) = inf {ZMq,j((xij))EA;,,K((yij))}
=1

tomando el infimo sobre todas las posibles representaciones de z como serie
infinita y con la condicion dada.
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2) Sean E y F espacios normados. Toda serie

o0 (o]
szij ® Yij, i € E, Yij € FVijeN
i=1 j=1

tal que

Zmq,j((fvz'j))ﬁxq,,,c((yij)) < o
=1

es convergente en E®g, F.

4 Operadores A\, sy nucleares

En esta seccion, el objetivo central es mostrar la caracterizacién del ideal mi-
nimal de operadores asociado a la tensornorma gy, a través de factorizaciones
en las que interviene el espacio de interpolacién real A\, 7. Los elementos de
cada componente del ideal se llamaran operadores A\, 7—nucleares.

En general, de acuerdo con [fl], un método para construir el ideal minimal
de operadores asociado a una norma tensorial finitamente generada « en la
clase de espacios de Banach es el siguiente: dados un par de espacios de Banach
FE, F existe una aplicacion inyectiva y continua con norma menor o igual que
uno ®, : E' ®, F — L(FE,F) de manera que para todo z € F' ®, F
con representaciéon z = Z?Zl T, ® y;, se verifica que ®,(z) = T, tal que
T.(x) =Y, <z, >y.

La aplicacién @, se puede extender con continuidad a la compleccion del
a—producto tensorial. Se denota por d,, a la extension de la aplicacién. Los
operadores de su conjunto imagen se dice que son a—nucleares y el conjunto
formado por ellos se denota por U(F, F). En tal caso el ideal minimal resulta
ser el ideal que tiene como componentes los U(FE, F'). Se resalta que a pesar
de que P, es inyectiva, $,, no tiene porque serlo.

Este estudio se puntualizard en el caso en que o = gy, de esta manera se
. . .z . /
considera la aplicacién @4, : E' ®,4, F' — L(E, F).
Dados F, F espacios de Banach, la forma de los elementos del espacio com-
pleccién permite definir una aplicaciéon candnica no necesariamente inyectiva
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Pp p e E’@QAF — L(E,F) tal que

[e.e] ng
V=) aj; @y € E'®,,F, (12)
i=1 j=1
o0
con Y m,,((@i)ey, (b)) < oo, (13)
=1

0o N,
para todo z € E, ®@pp(z)(z)=>_ > < Ty >yij-
i=17=1

En efecto, por la dualidad entre A\, 7 y )\;/ «» dado € > 0, si se toma n € N
suficientemente grande, por la convergencia de ([[3), se tiene

n+h n; n+h n;
Do eyl < sup >N [{ai )| [(vig )
i=n j=1 ||y||F/<1z n j=1
n+h
< sup Dl (i) (1w v)))
lly’ IIFISIZ n
n+h
< sup |zl Do (1l (w90 D,
Yl <1 i=n B
n+h
< HxHZm” Nex, ((yij) < elll]-

Luego, la sucesién de sumas parciales de la serie correspondiente a g p(z)(z)
es de Cauchy en F' y entonces convergente en F. Ademads, si se toman dos
representaciones para z de la forma

o0 My o0 k'i
/ —/ —
ZIE E xij®yij:§:§ Tij @ Yij
i=1 j=1 i=1 j=1

para todo x € E, 3y € F’, se tiene que 1 ®1y' € (E’@QAF)/ = (E' ®y, F)" (por
ser g, una norma tensorial) y entonces

o n;
Z x®y Zz<xm’ <yma Zz<xz]7 <yZ]7y>
i=1 j=1 i=1 j=1
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y dado que 3’ es arbitrario en F”, se obtiene

[o¢] N4 o kz
E E <xz]7 y’L] § E ’L]7 yl]
i=1 j=1 i=1 j=1

luego ® r estd bien definida.

Por otra parte, dado € > 0 existe una representacion de z en la forma
oo N,
= E E x” ®y”
i=1 j=1

tal que por definicién de gy (z)

Z Mo (@i)ex, (W) < gr(2) +e. (14)

|

a0 [ >|}

ly' |l zr <1 i=1 j=1

En consecuencia, por ([2) y (

1®pr(2)| = sup
lellp<1

oo N,

Z Z (@i ) vig

=1 j=1

IN

sup
llzll p<1

; MEG{”W S (1) >|>>}
: II:tS||1;p<1”x”{IIySIiII) ZH HxUH H/\j Kyw >|)|>\;"C}
< s SO0 Iy, 00w 9O DI,

lly’ ||F/_ i=1
< Z?TAQ,;((%))Q;/,K (i) < gx(2) +e.
=1

Luego, dado que € > 0 es arbitrario, tomando infimo sobre todas las repre-
sentaciones de z

1PE.7(2)[l < gr(2)
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y de esto se sigue que ||®g p|| < 1. Por tanto, las aplicaciones ®g p(z) : E — F
y ®p p: E'®F — L(E, F) son continuas.

Definicién 3. Sean E y F' espacios de Banach. Un operador T € L(E, F) se
llama Ny 7-nuclear si T = ®p p(2) para algin z € E'®,, F.

Es facil ver que el conjunto de todos los operadores )\, 7—nucleares de E
en F, denotado por Mgy, (E,F), es un ideal de operadores normado cuando
estd provisto de la norma

Ny, (T) :=inf {g\(z) /T = ®p,p(2), 2 € E'®y, F } .
Es claro que N, es la norma del espacio cociente E'®,, F/Ker(®g ). Como
E'®,, F es un espacio de Banach, también lo es N, (E, F).

El espacio de Bochner ¢![n], con 7 el espacio de interpolacién definido
mediante el método J, y que se ha denotado antes como A, 7, permitira la
caracterizacion de los operadores )\, 7nucleares en términos de factorizacio-
nes.

Teorema 4. Sean E y F espacios de Banach. Un operador T € L(E,F) es
Ag, g —nuclear si y sélo si factoriza en la forma

T
E F
A B
D
e (A7)

Diagrama unico

donde A y B son continuas y D es un operador diagonal positivo continuo.
Ademds Ng, (T) := inf {||A|| [|D|| | B||} tomando el infimo sobre todas las fac-
torizaciones posibles del tipo indicado.

Demostracién. [=>| Si T': E — F es un operador )\, s nuclear, se vera que
T factoriza en la forma T = BDA con A, By D como antes. Para cada € > 0
existe una representacion
oo NG
z = szij R Yi; € El®g>\F, (15)
i=1 j=1
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tal que

quy 5,\’ - (Wig)) <Ng,(T) + e

yT () =322 <:c;j, > yi;j. Nétese ademéds que si ex, ((y”)) = 0 para
algin 7 € N, serfa y;; = 0 para todo j = 1,2,...,n; (recuerdese que €y,

es una norma en A, (F) ) y el sumando i-ésimo de ([3) definirfa la aph—
cacién nula de E en F' y por tanto se suprimiria dicho sumando i-ésimo en
([l3). Andlogamente se puede suponer que y;; # 0 para todo 4, j. Asf pues,

escribiendo para cada i € N, C; = EX o ((yzj);”:1> se tiene

oo Ny oo Ny
) IR 3 SIS
=1 j=1 =1 j=1

y llamando z}; = Cizj; y ¥ij = 7] se obtiene

Vie N m, (7)) = a5 (Cilwyy)) = ma, 5 ((@)ex, (9i5)

y
. ~ Yij
Vi e N 8)\;/,’(((%]‘)) = 8)\;/,’( ((é)) =1,
luego
me me Dex, (i) < Ngy(T) +¢ (16)
y o0 n;
=> > (@) 5y
i=1 j=1

Se define A : E — (*°[(>°], por

Ve e B, A(z)= @ | .
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Claramente A es lineal y continua ya que

lA@)] = (#ir2)

o0

~/

x'..
Y 3=1/ i=1llgoopoo]
(#2)
= sup | sup , 7=1,2,...n < ||zl
ieN ‘55’..
ij
y por tanto, [|[A (z)[| < [[z[/, luego
Al <1. (17)

Sea D : £°[¢*°] — (*[\,.7], la aplicacién definida por

W) € 516, D)) = (s 135007,

D esta bien definida, es continua y lineal. En efecto, por las propiedades de

reticulos y ([I6)
—ZH (mij || 7 Z]H j= 1’

- o0
Eizww—w mH( Fo) L,

oo

=1

DI = || (s 7 000)

IN

oo

< Z ” nZ] ”Zoo [€°°] T, j((Nm)?l 1)
< N5 ) (N (T) 4 ).
Con lo que D es un operador diagonal y
D]} < Ny, (T) + €., (18)

Por tltimo, se define B : [\, 7] — F por

0o Mg

V((Bi5)) € 61[ gl B(((Bi))) Z Z BiiYij - (19)

=1 j=1
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La aplicacién B es lineal y continua, pues si y’' € F’ con ||| < 1, como
((ym)) =1 para todo i y ((3i;)) € (*[Ag,7], dado € > 0, existe N € N tal

ququn>Nyh€N

n+h
ST MBIl , <<
i=n+1
Y por tanto
nth n; nth ni
> Byt = sup <Z Zﬂijﬂij,y/>
i=n—+1j=1 ||yl||F/§1 i=n+1 j=1
n+h n;
= sup | > > B {Uiy)
oIl <1 2n1 =1

n+h n;

< Z Zﬁzy <y1]7

Ily’ ”F/SlZ =n+1 |j=1

n+h
= sup Z |< 5@] (<glj’y/>)>|
'l <1, 2041
n+h
sup Z 1(8i) ”/\qj (@i ))
||y e <1;25711
n+h
> 1By, 5 ex, ((@ig)i0)
i=n+1
n+h

= > 1Bl , <e

i=n-+1

!
Aq’,K

Luego, la serie ([[9) tiene una sucesién de sumas parciales que es Cauchy y
por tanto converge. Entonces de modo analogo

HB(ﬁu)” = ZZﬁzgyu = Sup <ZZﬁi]’§z‘jay/>

i=1 j—1 ly'I<t| \i=1 j=1

IN

> By, , ex, (@)
i=1
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< S1G,, = WG o, -
=1

En consecuencia, B estéd bien definida, es lineal y continua con

Bl <1. (20)
Finalmente por ([Lf) se tiene
n; S
(Fip o)
BDA(z) = B|D A
‘ 7
* =1/ =1
~ n; \*
= (@) ,,)
o0 ng
/v/ ~
= 2 > (@) =T ().
i=1 j=1

Adems, por (T3), (@) v ()
JAI DB < Ny (T) + .

Como € > 0 es arbitrario, tomando el infimo sobre todas las representaciones

de T' como las del Hiagrama anicq

inf (A DB} <Ny (T)- (21)

[<=] Reciprocamente, sean 7' un operador que factoriza como indica el
diagrama tnicd y o = inf | A|| || D|| || B|| para todas las factorizaciones posibles.
Se vera que T  es Ay 7—nuclear. Dado € > 0, sean A, By D tales que T'= BDA

y

[AHIDIHIB] < a+e.

Sean e := (0,...,1,0,...) € {*® y E;; = (0,0,...,ej,...) € (£>°[¢>°])’, donde
e; esta colocado en el eje i-ésimo. Entonces, como A’ estd definida de (£>°[¢>°])’
en B, sea A'(E;j) =uj; € E'. La familia {u;] /i,J € N} es acotada en E’
ya que

sup |[uiyl| = sup [[A"(Ey)|| < sup [[A[[[|E;] = [[A"]| = [l (22)
1,jEN i,jEN 1,jEN
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Ahora bien, si z € E y A(x) = ((mi5)) € £°[(>°] como E;; € (£>[>]),
entonces

Vi,j €N ni; = (A(z), Eij) = (x, A'(Eyj)) = <x,uw>

es decir,
Ve e B, A(x) = ((uj;,x)) € £[0]. (23)

De otro lado, como D : £*[(*] — ([, 7] es diagonal, existe ((b;;)) €
(Y g.7) tal que D (((Bi5))) = ((bijBij)) € €}[Ag, 7). La sucesién

(L,1,...), (L1,...),...,) € 621

D(((1,1,...,), (L,1,..0), ) = ((big) € € [Ny 7]

1@l ;< 1D (24)

Finalmente, para cada 7, j € N se denota por y;; la imagen de E;; bajo B,
es decir B(E;;) = y;j. Luego, si ((aj;)) € £*[\g.7], entonces, por la propiedad
de convergencia seccional en Ay 7

az] § § az] ij
i=1 j=1

y dado que B es lineal y continua

mwmsznme—zz%<> > 3 oy

=17 =1 i=1j=1
En conclusién, por (R3)

T(x) = BDA( )=BD(((<u;j,x>))):B((( (s, 2))))
- Zzbll<uz]7x yzg—zz b uZ],x Yij

1= 1] 1 i=1 j=1

- ZZ TijT) Yij

=1 j=1
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donde se ha definido x = bwu para cada i, 7 € N.
Se tiene entonces T'(-) = > 2, > 222, < Ty > yij. Por el apartado (2) del
teorema [, sélo resta ver que Z Ty ((T55))En ;c((y”)) < 0.
=1 Ao

Teniendo presente que para cada ¢ € N

i ) = s (sl

Iy [l <1

(o ¢]
= sup  sup > B (yipv)
7j=1

SRS

= sup sup Z ﬂj <B(Eij)’ y/>

Iyl <11B, <1 |57

o0
= sup sup <B ZﬂjEij ,y’>
j=1

S CAT S

o)
= sup B ZﬁJEZ]
7j=1

16, <

IN

" )Sup 1HBH > BiE;

Paa= = lapg)

x
= sup 1HBH D Bie
=1

18I, < .

= sup [IBI[(B)ll5, , = I1BI-

18, , <1

Por (R2), (R4) y las propiedades reticulares de A, 7 se tiene

Z%a Dex, (i) ZH igeiis D1, o, o (wis)
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< 1BIY_ ([ (sl [l 1D I,
=1
< 1AIIBIY 105D,
=1
= AN BN @) s,
< [AIIBIIDI < a+e.

Entonces, por el teorema ], T es Ag,7nuclear y Ny (T) < a+e, yalsere >0
arbitrario Ny, (T') < a. Luego, teniendo presente (1), se sigue que

Ny, (T) = mf [|A[ [[B] | D]

para todas las factorizaciones de T indicadas. |

5 Conclusiones

1. Se logra definir una tensornorma gy a partir de espacios de interpolacién
entre espacios /P,

2. El ideal minimal asociado a la tensornorma en el sentido de [i] se carac-
teriza mediante factorizaciones que involucran a los espacios de Bochner

O Agg] y £[6] .
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