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Sobre alguns conceitos fundamentais da
metamatematica.

Alfred Tarski, traduzido e comentado por Patricia Del
Nero Velasco' e Edelcio Gongalves de Souza’

Resumo

O presente artigo consiste na tradugdo € conseqiiente estudo do
texto de Alfred Tarski, On some fundamental concepts of
metamathematics, no qual o desenvolvimento de estruturas
loégicas abstratas torna possivel investigagdes metodologicas
concernentes as disciplinas dedutivas concretas.

A primeira tentativa de abordar uma  parte da
metodologia  das ciéncias dedutivas como  ciéncia
dedutiva foi realizada por Tarski em uma conferéncia
para a Sociedade Polonesa de Matematica, em 1928.
Conferéncia essa publicada pela primeira vez em 1930, com o
titulo Uber einige fundamentale Begriffe der Metamathematik e
traduzida para o inglés no livro Logic, semantic,
metamathematics (cuja primeira edigdo data de 1956), com o
titulo On some fundamental concepts of metamathematics’

O objetivo deste artigo é apresentar uma tradugdo do
texto inaugural acima mencionado, seguida por comentarios e
notas explicativas. No texto em questdo, Tarski faz uma
primeira introdugdo a logica abstrata (ou universal), definindo o
significado e estabelecendo as propriedades elementares de
alguns importantes conceitos pertencentes as ciéncias dedutivas,
a partir da definigdo de um sistema logico constituido somente
por sentengas e pelo operador de conseqiiéncia (o qual indica,

! Doutoranda do Programa de Estudos P6s-Graduados em Filosofia da PUC-
SP.
? Programa de Estudos Pés-Graduados em Filosofia da PUC-SP.

3 Cf. Tarski [6].
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dado um conjunto de sentengas, qual é o conjunto que é
conseqiiéncia do conjunto dado).

No artigo mencionado, Tarski afirma que as disciplinas
dedutivas formalizadas constituem o campo de pesquisa da
metamatematica. Portanto, estabelece uma estrutura conceitual
abstrata a partir da qual investigagdes metodologicas posteriores
referentes as disciplinas dedutivas concretas podem ser
desenvolvidas®. As idéias presentes no artigo inaugural foram
posteriormente desenvolvidas por Tarski (embora publicadas
igualmente em 1930) em outro artigo, intitulado Fundamental
concepts of the methodology of the deductive sciences’, no qual
o autor apresenta novos resultados e inicia a articulag@o da idéia
de uma base logica (ou logica subordinada) de um sistema
dedutivo. A tradugdo que se segue inclui as notas de rodapé do
autor e do tradutor do texto original, J. H. Woodger (essas
ultimas, identificadas pela abreviagao [JHW]).

Sobre alguns conceitos fundamentais da metamatematica®
Alfred Tarski

Nosso objetivo nesta comunicacdo € definir o significado, e
estabelecer as propriedades elementares, de alguns conceitos
importantes pertencentes a metodologia das ciéncias dedutivas, a qual,
segundo Hilbert, denomina-se comumente por mefamatemdtica’

4 Deve-se notar que esse trabalho de Tarski é anterior ao ensaio "The
concept of truth in formalized languages” (1934), no qual sua tese
acerca da seméntica dos sistemas formais tormou-se célebre.

3 Cf. Tarski [7].

§ [JHW] NOTA BIBLIOGRAFICA. As principais idéias deste artigo
foram esbogadas pelo autor em uma conferéncia para a Sociedade
Polonesa de Matematica, Se¢do Varsdvia, em 1928. Para u m resumo
desta conferéncia procurar por Tarski, A. [11]. A conferéncia foi
apresentada (por J. Lukasiewicz) para a Sociedade Cientifica de
Vars6via em 27 de Margo de 1930; foi publicada com o titulo ‘Uber
einege fundamentale Begriffe der Metamathematik’ em Comptes
Rendus des séances de la Société des Sciences et des Lettres de
Varsovie, vol. 23, 1930, cl. iii, p. 22-29.

" Muitas idéias e resultados esbogados neste artigo foram apresentados
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Disciplinas dedutivas formalizadas constituem o campo
de pesquisa da metamatematica, a grosso modo, no mesmo
sentido no qual as entidades espaciais formam o campo de
pesquisa da geometria. Estas disciplinas sdo consideradas, do
ponto de vista da metamatematica, como conjuntos de
sentencas. Estas sentengas, as quais (segundo a sugestdo de S.
Lesniewski) sdo também chamadas sentengas significativas, sio
elas mesmas consideradas como certas inscrigdes de uma forma
bem definida. O conjunto de todas as sentengas é aqui denotado
pelo simbolo 'S'. A partir das sentengas de qualquer conjunto X,
outras sentengas podem ser obtidas por meio de certas
operagbes denominadas regras de inferéncia. Estas sentengas
sdo chamadas as consegiiéncias do conjunto X. O conjunto de
todas as conseqiiéncias ¢ denotado pelo simbolo 'Cn(X)*.

Uma defini¢do exata dos dois conceitos, de sentenga e de
conseqiiéncia, pode ser dada somente naqueles ramos da
metamatematica nos quais o campo de investigagdo é uma
disciplina formalizada concreta. Por conta da generalidade das
presentes consideragdes, entretanto, estes conceitos serdo aqui
considerados como primitivos e serdo caracterizados por meio
de uma série de axiomas. Na notacfo usual da teoria geral dos
conjuntos estes axiomas podem ser formulados da seguinte
maneira:

Axioma 1. |S| < N,.

Axioma 2. Se X ¢ S, entdo X < Cn(X) < S.

Axioma 3. Se X c S, entdo Cn(Cn(X))=Cn(X).

Axioma 4. Se X ¢ S, entdio Cn(X)= U y c x ¢ v| < 2eCn(Y).

Axioma 5. Existe uma sentenga x € S tal que Cn({x})=S.

Visando alcangar resultados mais profundos, outros
axiomas de uma natureza mais especial sdo acrescentados a
estes. Em contraste ao primeiro grupo de axiomas, aqueles do

de modo mais detalhado em dois artigos posteriores do autor, [7] e [9].
8 [JHW] Muito freqiientemente elas sdo referidas como sentengas
derivaveis do conjunto X, enquanto o termo consegiiéncias ¢
reservado para conseqiiéncias semanticas. Ver [10] (onde o termo
‘conseqiiéncia logica' é usado ao invés de 'conseqiiéncia seméntica’).
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segundo grupo aplicam-se, ndo a todas as disciplinas dedutivas,
mas somente aquelas que pressupdem o calculo sentencial, no
sentido que nas consideragdes relativas a estas disciplinas
podemos usar como premissas todas as senten¢as verdadeiras
do calculo sentencial’. Nos axiomas deste segundo grupo
ocorrem como novos conceitos primitivos duas operagdes por
meio das quais a partir de sentengas simples podem ser
formadas outras mais complicadas, a saber, as operag¢Ges de
formar implicagdes e negagdes. A implicagdo com o
antecedente x e o conseqiiente y € aqui denotada pelo simbolo
'c(x,y)", e a negagdo de x pelo simbolo e 'n(x)". Os axiomas sdo
como segue'’:
N Axioma 6*. Sex € Sey € S, entdo c(X,y) € Sen(x)

S

Axioma 7*. Se X = S,y € S, z € S e ¢(y,z) € Cn(X),
entdo z € Cn(X w{y}).

Axioma 8*.Se X = S,y € S,z € Se z e Cn(X u{y}),
entdo c(y,z) € Cn(X)".

® je. todas as sentengas que pertencem ao sistema ordinario

(bivalente) do célculo sentencial; cf. [13], § 2, Def. 5.

% A numeragio dos axiomas do segundo grupo e os teoremas que se
seguem deles sdo distinguidos dos axiomas restantes e teoremas pela
presenga de um asterisco ‘*’.

1 Como ja explicado, sentengas sdo aqui reconhecidas como objetos
materiais (inscri¢des). Deste ponto de vista o conteudo do axioma 6*
ndo corresponde exatamente as propriedades intuitivas dos conceitos
ocorridos nele. Nao é sempre possivel formar a implicagdo de duas
sentengas (elas podem ocorrer em lugares largamente separados). A
fim de simplificar o assunto tivemos que cometer um erro na
formulagdo do axioma; este consiste em identificar sentengas
eqiiiformes (como S. Lesniewski as chamou). Este erro pode ser
removido interpretando S como o conjunto de todos os tipos de
sentengas (e n3o de sentengas) e modificando de modo anidlogo o
sentido intuitivo dos outros conceitos primitivos. Em relagdo a isto,
por tipo de sentenga x entendemos o conjunto de todas as sentengas
que sdo equiformes com x.

2 JHW] O Ax.8* é uma das formulagdes do que é conhecida na literatura
como o teorema da dedugdo. Este teorema, nesta aplicagio para o formalismo
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Axioma 9*. Se x € S, entdo Cn({x, n(x)})=S.
Axioma 10*. Se x € S, entio Cn({x}) n
Cn({n(x)})=Cn(D).

Os axiomas 8* e 10* sdo satisfeitos somente quando
aplicados aquelas disciplinas formalizadas nas sentengas em
que nenhuma variavel livre ocorre®™. Ao invés do Ax. 7* e Ax.
8* em sua total generalidade, é suficiente adotar como axiomas
0s seguintes casos particulares destes enunciados:

Axioma 7'*.Sex € S,y € S,z € S e c(y,z) € Cn({x}),
entdo z € Cn({x,y}).

Axioma 8'*. Se x € S,y € S,z € Se z € Cn({x,y}),
entdo c(y,z) € Cn({x}).

Além disso, o Ax. 7'* pode ser equivalentemente
substituido por um enunciado algo mais simples:
Axioma 7"*. Se y € S e z € S, entio z €

Cn({y.c(y, 2"

do Principia Mathematica, foi primeiramente estabelecido pelo autor desde
1921 (em conexdo com a discussdo na monografia de K.Ajdukiewiez [1]); o
resultado foi discutido na conferéncia do autor para o Instituto de Filosofia de
Varsovia, Se¢do de Logica, listada pelo titulo na Ruch Filozoficzny, vol.6
(1921-2), p.72a. Subseqiientemente, o teorema da dedugdo foi freqiientemente
aplicado em discussdo metamatematica. Assim e.g. alguns teoremas afirmados
na nota [12] de A.Lindenbaum e A Tarski, assim como na nota de A.Tarski
[11], foram obtidos com a ajuda essencial deste resultado. Em particular,
teorema II na primeira destas notas ¢ simplesmente uma forma especifica do
teorema da dedugdo. A demonstragio do teorema da dedugio para uma teoria
formalizada particular é delineada no [8], p.286 (demonstragdo do teorema
2a). Para referéncia de outras ocorréncias do teorema da dedugéo na literatura
ver a resenha de A.Church (de um livro de W.V.Quine) no Jowrnal of
Symbolic Logic, vol.12 (1947), pp.60-61.

B Isto significa que expressdes (fungdes sentenciais) com variaveis
livres nao sao reconhecidas como sentengas.

14 [THW] Em edigdes anteriores deste artigo foi sugerido que o Ax. 8'*
pode ser substituido equivalentemente por um caso particular deste,
que é mais fraco que o Ax. 8'*, na realidade pela afirmagio obtida do
Ax. 8'* considerando X como o conjunto vazio (¢ ndo um conjunto
com um unico elemento). Esta afirmagdo, entretanto, foi demonstrada
ser errdnea; ver Pogorzelski [4], p. 168. Simplificagbes possiveis do
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Na base destes axiomas uma série de teoremas
concernentes aos conceitos envolvidos pode ser provada, por
exemplo:

Teorema 1. Se X ¢ Y ¢ S, entdo Cn(X) < Cn(Y).

Teorema 2. Se X U Y ¢ S, entdo Cn(X U Y)=Cn(X U
Cn(Y))=Cn(Cn(X) U Cn(Y)).

Este teorema pode ser generalizado para cobrir um
numero arbitrario (até mesmo infinito) de uniGes.

Teorema 3*. Se x € S,y € Se z € S, entdo c(c(x,y),
c(c(y,z), c(x,2) € Cn(Q), cx,c(nx),y) € Cn(d) e
c(c(n(x),x),x) € Cn(D).

Este teorema afirma que toda sentenga obtida pela
substitui¢do de um dos trés axiomas do sistema ordinario do
calculo sentencial, que € devido a J. Lukasiewicz!®, é uma
conseqiiéncia do conjunto vazio & (e portanto é também uma
conseqiiéncia de todo conjunto X de sentencas). Pelo uso do
Ax.7* este teorema pode ser estendido para toda instidncia de
substituigio de tautologias, i.e., para toda instincia de
substitui¢do de sentencas verdadeiras do calculo sentencial.

Por meio dos conceitos S ¢ Cn(X), outros importantes
conceitos da metamateméatica podem ser definidos. Por
exemplo:

Defini¢do 1. Um conjunto X de sentengas é denominado
um sistema dedutivo (ou simplesmente um sistema), em
simbolos X € S, se Cn(X)=X c S.

As seguintes propriedades dos sistemas sdo facilmente
provadas:

Teorema 4. Para todo conjunto X < S existe o menor
sistema Y que inclui X e de fato Y = Cn(X).

Em conseqiiéncia deste teorema o conjunto Cn(J) € o
menor sistema de todos; este conjunto pode ser chamado o
sistema de todas as sentengas logicamente verdadeiras.

Ax. 7 ndo foram mencionadas em edi¢Ges anteriores.
5 Cf[13], § 2.
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Teorema 5. Se Rc Se R = J, entdo Ny . 5X € S (a
intersecg¢do de qualquer numero de sistemas € um sistema).

Teorema 6. Se para qualquer dois sistemas X € Re Y
€ RexisteumsisttmaZ e RcomXcZeYcZ,eR=J,
entdo Ux.x X € S.

Teorema 7* (de A. Lindenbaum). Se R = S, |R| < Ny e
Uxx X € S, entdo Ux . g X € R; em outras palavras, nenhum
sistema pode ser representado como a unido de um numero
finito de sistemas distintos dele mesmo.

Teorema 8*. Se R S, |R| <Ny, Ye S, Yo Uxer X
e Y # J, entdo existe um sistema X € Stal que Y < X.

Introduziremos a seguir a nogdo de equivaléncia
(logica), bem como as importantes nog¢des de conmsisténcia e
completude.

Defini¢do 2. Os conjuntos X e Y de sentengas sdo
denominados (logicamente) equivalentes, em simbolos X = Y,
se XU Y < S e Cn(X)=Cn(Y).

Defini¢do 3. O conjunto X de sentengas é chamado
consistente, em simbolos X € W,se X cSeseaformulaX =S
ndo é satisfeita i.e., se Cn(X) # S.

Defini¢do 4. O conjunto X ¢ dito completo, em simbolos
X €V, se X c S e se para todo conjunto Y € W que inclui X
satisfaz a formula X =Y.

Com a ajuda dos axiomas do segundo grupo é possivel
mostrar que as defini¢gdes 3 e 4 concordam com as definigoes
usuais de consisténcia e completude:

Teorema 9*. X € W se e somente se X < S e se para
nenhuma sentenga y € S temos y € Cn(X) e n(y) € Cn(X).

Teorema 10*. X € V se e somente se X — S e se para
toda sentenga y € S ao menos uma das formulas y € Cn(X) e
n(y) € Cn(X) ¢ satisfeita.

Os seguintes teoremas sio também derivaveis:

Teorema 11. Se R < W e se para toda classe finita L <
R existe um conjunto Y € R que satisfaz a formula Ux . L X
Y,entioUx.q X € W.
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Teorema 12. (de Lindenbaum). Se X € W entdo existe
um conjunto Y € S N W N V tal que X ¢ Y; em outras
palavras, todo conjunto consistente de sentengas pode ser
aumentado para formar um sistema consistente e completo'®.

Teorema 13*. Considere X < S. Para que y € Cn(X) é
necessario e suficiente que y € S e que a formula X U {n(y)} €
W nio seja satisfeita.

O conceito de completude é freqiientemente confundido
com dois outros conceitos, que estdo relacionados com ele em
contetdo: o de categoricidade e o de ndo-ramificabilidade’. A
préxima nogdo a ser definida estd intimamente relacionada a de
completude:

Defini¢do 5. O grau de completude de um conjunto X ¢
S de sentengas, em simbolos y(X), é o menor nimero ordinal a
# J que satisfaz a seguinte condi¢do: ndo existe seqiiéncia
crescente de conjuntos consistentes ndo equivalentes X, de
sentengas do tipo o que comece com X i.e., nenhuma seqiiéncia
de conjuntos X, satisfazendo as féormulas: X=X, X, c X, cSe
Cn(X,) #Cn(X,) para§ <n < a).

Desta defini¢do, segue que:

Teorema 14. y(X)=1 sc e somente se X =S ie,se X S
e se a formula X € W nio é satisfeita); y(X)=2 se e somente se
XeWnV;yX)>2seesomentese X € W-V.

16 [JTHW] Este teorema foi originalmente estabelecido por Lindenbaum para
sistemas incompletos do calculo sentencial. Quando a demonstragio deste foi
subsequentemente reconstruida com uma estrutura mais geral, de fato sobre a
base do primeiro grupo de nossos axiomas, observou-se que, para assegurar a
validade da demonstragdo, é necessario inserir no conjunto de axiomas uma
afirmagdo de um carater mais particular que todos os axiomas mencionados, a
saber, o Ax. 5. De fato, um enunciado mais fraco de que existe um conjunto
finito X c S para o qual Cn(X)=S seria suficiente para este proposito. Pode-se
notar que, na base de nosso conjunto axiomatico total incluindo ambos os
grupos de axiomas, o Ax. 5 pode ser derivado de outros axiomas e pode
portanto ser omitido.

17 Cf. as notas concernentes a estas nogdes no artigo [7], no fim do \S\

7.
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Finalmente introduzimos os seguintes conceitos:

Defini¢do 6. Um conjunto X de sentengas é denominado
independente, em simbolos X € U, se X c S e se Y=X sempre
segue das formulas: Y=Xe Y c X.

Defini¢do 7. Um conjunto Y de sentengas ¢ denominado
uma base do conjunto X de sentengas, em simbolos Y € B(X),
seX=YeY el

Defini¢éio 8}. Um conjunto Y de sentencas é denominado
um sistema axiomadtico finito}, ou abreviadamente um sistema
axiomadtico, do conjunto X de sentengas, em simbolos Y € Ax
X),seX=Ye|Y|<N,

Defini¢do 9. Um conjunto X de sentengas ¢ dito
finitamente axiomatizavel, ou abreviadamente axiomatizdvel,
em simbolos X € A, se Ax (X) = &.

Teorema 15*. X € U se e somente se X < S e para todo
y € X a formula X-{y} U {—y} € W é satisfeita.

Teorema 16. Se X < S e |X| < Ny, entdo existe um
conjunto Y < X tal que Y € B(X); i.e., todo conjunto finito de
sentengas contém uma base como subconjunto.

Teorema 17*. Se X < S, entdo B(X) # I, i.e., todo
conjunto de sentengas possui uma base.

Teorema 18. As seguintes condi¢gdes sdo equivalentes:
(1) X € A; (2) existe um conjunto Y < X, tal que Y € Ax(X);
3) AxX) N B(X) ¢ J; (4) existe um conjunto Y < X tal que
[Y|<RoeY e BX).

Teorema 19*. Para que X € A ¢ necessério ¢ suficiente
que X < S e que X ndo possua base infinita.

Teorema 20*. Seja X € S; para que X € A € necessario
¢ suficiente que ndo exista classe B < S que satisfaga as
seguintes condigdes: X ¢ R e X = Uyex Y i€, que X ndo possa
ser representado como uma soma de sistemas distintos dele
proprio).
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Teorema 21. Temos que |[S N A| < Nge |S-A|<|S| <
2™ se existe um conjunto infinito X € U, entio [S N A| = R;
e|S-Al=] S|=2N°.

Deve-se notar que em quase todas as disciplinas
dedutivas conhecidas um conjunto infinito € ao mesmo tempo
independente de sentengas pode ser construido, o qual deste
modo cumpre as hipoteses da segunda parte do tltimo teorema.
Nestas disciplinas existem portanto mais sistemas néo-
axiomatizaveis do que sistemas axiomatizaveis; sistemas sdo,
desta forma, somente axiomatizaveis em casos excepcionaism.

Para alguns autores o conceito de independéncia de um
conjunto de sentengas ¢ desenvolvido em varias dire¢Ges
(independéncia completa por E. H. Moore", independéncia
maximal por H. M. Sheffer’®). Estas nogdes ndo serdo discutidas
aqui.

Dentro do aparato conceitual deste artigo, podemos
continuar as investigacGes metamatematicas relacionadas com
disciplinas dedutivas concretas. Para este propoésito em cada
caso singular os conceitos de sentenga e de consegiiéncia devem
primeiramente ser definidos. Tomamos, entdo, como ponto de
partida algum conjunto X de sentengas no qual estamos
interessados. Investigamos o mesmo do ponto de vista da
consisténcia ¢ axiomatizabilidade; tentamos determinar o grau
de completude dele, e possivelmente especificar todos os
sistemas, em particular todos os sistemas consistentes e
completos, os quais incluem X como um subconjunto®.

18 Lindenbaum foi o primeiro a chamar a atengdo para este fato (em conexio
com o célculo sentencial, ver [13], p. 51), estimulando, assim, o interesse em
sistemas nio-axiomatizveis.

9 Introduction to a form of general analysis, New Haven, 1910, p. 82.}.

2 Sheffer, H. M. [5], p. 32.

2l [JHW] Para um exemplo de investigagdes nestas diregbes que lidam com a
mais simples disciplina dedutiva, a saber, o cdlculo sentencial, o leitor pode
consultar [13]. Alguns resultados concernentes a outras disciplinas dedutivas
sdo brevemente discutidas no [9], \S\ 5.
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Notas?

1. Axiomas. Como podemos ver em On some
fundamental concepts of metamathematics, a utilizagdo do
asterisco na notagdo tarskiana indica a especificagdo dos
axiomas e teoremas que fazem uso das operag¢Ges de negagio e
de implicagio.

Aqueles que ndo contém asterisco ndo necessitam dessa
especificagdo, podendo ser usados em sistemas logicos que
prescindam da caracteristica mencionada (i.e., em sistemas mais
gerais).

Os axiomas 1 e 6* dizem respeito ao conjunto S de
sentencas: o axioma 1 afirma que S, um conjunto de sentengas
significativas de uma dada linguagem, é finito ou enumeravel; o
axioma 6* introduz as operagOes de negagdo e de implicagdo
em S.

Em relagdo ao operador de consequéncia Cn, por outro
lado, devem ser considerados os demais axiomas.

O axioma 2 é comumente denominado axioma da
autodedutibilidade, e afirma que se uma sentenga a pertence a
um conjunto X, entdo essa mesma sentenga a pertence as
conseqiiéncias de X. Ou seja: toda sentenga pertencente a um

dado conjunto é considerada como uma conseqiiéncia deste
conjunto.

O axioma 3, denominado axioma da idempoténcia,
afirma que as conseqiiéncias das conseqii€ncias de um conjunto
X é igual as proprias conseqiiéncias de X. Em outras palavras: o
conjunto das conseqiiéncias de um dado conjunto ndo pode ser
alargado por meio de uma nova aplicagdo do operador de
conseqiiéncia.

22 Estas notas foram baseadas na dissertagio de mestrado Estudos de
Logica Abstrata: sobre um artigo inaugural de A. Tarski, de Patricia
Del Nero Velasco. Cf. [14].
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O axioma 4 (conhecido como axioma da compacidade
dedutiva), por sua vez, diz que as conseqiéncias de um
conjunto correspondem a unido das conseqiiéncias de todos os
seus subconjuntos finitos.

O axioma 5 é denominado axioma da trivializac¢do: existe
uma sentenga a tal que as conseqiiéncias do conjunto
constituido por a correspondem ao conjunto de todas as
sentengas de L. Em outros termos, dito de maneira ndo precisa,
isto significa que existe uma sentenga que trivializa o sistema,
ou seja, uma sentenga a partir da qual todas as sentengas sdo
conseqiiéncia.

Os axiomas 7* e 8* correspondem ao que comumente
chamamos de Teorema da Deducdo. Os axiomas mencionados
seccionam o Teorema da Dedu¢do em duas implicagdes, uma
vez que este ultimo é, em geral, enunciado como uma
equivaléncia.

O axioma 9* afirma que as conseqiiéncias de um
conjunto que contém uma sentenga € a negagdo dessa
correspondem ao conjunto de todas as sentengas do sistema em
questdo, ou seja, que um conjunto que contém uma sentenga
qualquer e sua negagdo € inconsistente.

O axioma 10*, por fim, salienta que a intersec¢do das
conseqiiéncias de um conjunto constituido pela sentenga a e das
conseqiiéncias de um conjunto constituido pela negagao de a
(conjuntos formados por elementos contraditérios) € igual ao
conjunto formado pelas conseqiiéncias do vazio.

2. Demonstracio do teorema 1. Suponhaque Xc Y ea
€ Cn(X). Assim, pelo axioma 4, a € Uz ¢ x snioeCn(Z). Logo,
existe Z < X finito tal que a € Cn(Z). Assim, existe Z ¢ Y
finito tal que a € Cn(Z). Portanto, usando novamente o axioma
4, obtemos a € Cn(Y).

Observagdo. De acordo com o primeiro teorema,
comumente denominado Lei de monotonicidade, o operador de
conseqiiéncia Cn, no dominio dos conjuntos de sentengas, €
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monotdnico, ou seja, s€ uma sentenga a pertence as
conseqiiéncias do conjunto X e X estd contido em Y, entdo a
sentenca a pertence também as conseqiiéncias do conjunto Y.
Cabe lembrar que nos estudos posteriores de logica abstrata a
monotonicidade ¢é assumida como axioma, ao invés da
compacidade. No entanto, o sistema assim definido € mais fraco
que o sistema do presente texto, pois a compacidade nio €
dedutivel da monotonicidade com os outros axiomas.

3. Demonstracio do teorema 2. A idéia é mostrar,
utilizando o teorema 1, que:

Cn(X UY) iy Cn(X w Cn(Y)) iy Cn(Cn(X) w Cn(Y))
CainCn(X VU Y)

Para(). YcCn(Y) > XuYcXulnY)= Ch(X v
Y) c Cn(X v Cn(Y)).

Para (ii). X ¢ Cn(X) = X v Cn(Y) c
Cn(X) U Cn(Y) = Cn(X v Cn(Y)) € Cn(Cn(X)
U Cn(Y)).

Para (iii).
XcXuY¥=>C0nX)cCn(XUY)
YeXuY=>Cn(Y)eCn(XUY)

> Ch(X)vwltn(Y) cOn(XvY) = Cn(Cn(X) v
Cn(Y)cCn(Cn(XUY)=ax3+» Cn(X U Y). v

4. Lemas auxiliares. Usaremos os seguintes lemas sem
demonstragéo:

Lema 1. Se C ¢é finito ¢ C < Cn(A), entio existe um
conjunto B,finito tal que B < A e C < Cn(B).

Lema 2. Se x € Cn(A) e A < Cn(B) entdio x € Cn(B).

Lema 3. Cn(A) ¢ Cn(A U B), i.e., se x € Cn(A) entio x
€ Cn(A U B).

Lema 4. (Modus Ponens). y € Cn({x,x = y}).
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Utilizaremos o conectivo “* — “ para a
implicagdo e * — * para a negacio.

5. Demonstragdo do teorema 3*. Para (i): (x > y) >
(y > 2) > (x = 2))) € Cn(D). Temos (a) b € Cn({a, a — b})
—->beCn({a,a—>b,b>c})ed)b>ceCn({b—>c})—>b
—c € Cn({a,a—> b,b—c}). De (a) e (b) temos (¢) {b,b — ¢}
c Cn({a,a > b, b — c}). Mas (lema 4) ¢ € Cn({b,b > c}), e
assim (lema 2), c € Cn({a —» b, b — c,a}). Usando trés vezes o
axioma 8*, obtemos (a > b) = ((b = ¢) = (a — ¢)) € Cn(D).

Para (ii): (x = (—x— y)) € Cn(D). Cn({a, —a}) = S
(axioma 9*) —» b € Cn({a, —a}). Usando duas vezes o axioma
8*, obtemos a —» (—a — b) € Cn(J ).

Para (iii): ((—x = x) > x) € Cn(J ). O axioma 2 afirma
que {a} < Cn({a}). Logo, a € Cn({a}) e (lema 3) a € Cn({a} v
{—a — a}). Pelo axioma 8, temos (—-a — a) —> a € Cn({a}).
Concomitantemente, podemos escrever (lema 4) a € Cn(—a, —a
— a). Aplicando o axioma 8, obtemos (—a — a) > a €
Cn({—a}). Como também (—a — a) — a € Cn({a}), temos que
(—a = a)> a € Cn({a}) N Cn({— a}). Como o axioma 10
afirma que Cn({a}) N Cn({—a}) = Cn(J), entdo temos que (—a
—a) —> a € Cn(D).

Observagio. O teorema 3* ¢ o lema de modus ponens
permitem a obtengdo de resultados que constituem um sistema
axiomatico para o calculo proposicional, a saber, (i) (a > (b >
a)) € Cn(D), (i) ((a>b-o>c)>((@a—>b)> (@) e
Cn(Q) e (iii)) ((a > b) = ((—a > b) - b)) € Cn(J). (Para
outras axiomaticas ver Mendelson [2].) Desse modo, ao
demonstrarmos que os axiomas do calculo cldssico sdo
tautologias na estrutura de Tarski, obtemos que a estrutura
tarskiana estudada abrange o sistema axiomatico em questio e,
portanto, torna-se possivel demonstrar todos os teoremas
tarskianos (inclusive os que prescindem de asterisco, i.e., os de
carater estritamente abstrato) a partir do calculo proposicional
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classico. Logo, ndo faremos menc¢do aos teoremas que possuem
asterisco.

6. Demonstragdo do teorema 4. Seja Y = Cn(X). Entdo,
Cn(Y) = Cn(Cn(X)) = Cn(X) = Y. Portanto, Y é teoria (no
artigo Tarski define sistema dedutivo que aqui denominaremos
teoria) e X < Y pois X < Cn(X). Suponha que exista uma
teoria Y’ tal que X ¢ Y’ < Y. Logo (teorema 1) Cn(X) <
Cn(Y’) < Cn(Y). Mas Cn(Y) = Cn(X). Logo, Cn(Y’) = Cn(Y).
Como Y e Y’ sdo teorias, Cn(Y)=Y e Cn(Y’) =Y’. Entdo Y =
Y’. E segue o resultado.

7. Demonstragio do teorema 5. E conseqiiéncia
imediata do seguinte resultado: (i) Se A e B sio teorias, entdo A
M B é teoria.

Demonstragdo de (i). O teorema 1 permite-nos escrever
Cn(A N B) = Cn(A) e Cn(A N B) < Cn(B). Logo, Cn(A n B)
c Cn(A) n Cn(B). Como, por hipotese, A € B sdo teorias,
obtemos que Cn(A N B) € A N B. Assim (axioma 2), AN B=
Cn(A N B), i.e., A " B € teoria.

8. Demonstragao do teorema 6. Vamos utilizar dois
resultados:

(i) Seja R < @(S). Se para todo X,Y € R existe um
conjunto Z € R tal que X < Z, Y < Z, entdo para toda
subclasse finita L de R existe um conjunto Z € R tal que Uy ¢
V < Z. (Resultado da teoria de conjuntos que ndo serd
demonstrado.)

(ii) Seja R < @(S). Para todo L < R finito existe um
conjunto Y € R tal que Ux. . X = Y. Entdo, Cn(Ux . g X) = Ux
< n Cn(X).

Com esses resultados a demonstragio do teorema 6 ¢
como se segue: utilizando (i), temos que para toda subclasse
finita L < R, existe um conjunto Z € R tal que Uy .. V S Z.
Logo, utilizando (ii), temos (*) Cn(Ux « # X) = Ux ¢ « Cn(X).
Como X € R, X é teoria e, entdo, Cn(X) = X. Substituindo do
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lado direito de (*) temos Cn(Ux < g X) = Ux ¢ « X e, portanto,
Ux < X é teoria.

Demonstragdo de (ii). Considere x € Cn(Ux g X) .
Definimos A = Uxcqx X. Entdo, x € Cn(A) = UaC A, finito
Cn(A’). Logo, existe A’ < A finito tal que x € Cn(A’). Entdo
A’ ¢ Ux ¢« ¢ X finito. Como A’ ¢ finito, existe L < R finito tal
que A’ ¢ Ux <L X. Como L é finito, por hipétese, existe Y € R
tal que Ux . X Y. Assim, A’ C Y e, entdo, Cn(A”) < Cn(Y).
Portanto, x € Cn(Y) e como Y € R, temos que x € Uy ¢ %
Cn(X). Considere agora x € Ux ¢ Cn(X). Entio, existe X’ €
R tal que x € Cn(X’). Como X’ < Ux c g X, entdo Cn(X’) <
Cn(Ux c & X). Logo, x € Cn(Ux < % X).

9. Demonstragao do teorema 11. Vamos utilizar o
seguinte resultado:

(i) O conjunto A é consistente se e somente se todo
subconjunto finito de A é consistente.

Com esse resultado a demonstragdo do teorema 11 é
como segue: suponha por absurdo que Uy . %z X € inconsistente.
Assim, por (i), existe A € Ux.x X finito e inconsistente. Como
A, é finito, existe uma subclasse L < R finita tal que
A < Ux e | X. Logo, por hipotese, existe Y € R e portanto
consistente tal que Ux . . X < Y. Assim, A ¢ Y e novamente
por (i), Y é inconsistente (contradig¢do!).

Demonstragdo de (i). Considere A’ < A tal que A’ é
inconsistente. Logo, Cn(A’) = S. Como A’ c A, entdo, Cn(A’)
< Cn(A). Temos entdo que S = Cn(A’) < Cn(A) c S. Logo,
Cn(A)=S.

Considere, agora, A < S inconsistente, i.e., Cn(A) = S.
Assim, S = Ujx: ¢ A, finio Cn(A’). Seja a € S tal que Cn({a}) =S,
cuja existéncia é dada pelo axioma 5. Portanto, existe A’ ¢ A
finito tal que a € Cn(A’). Entdo, {a} < Cn(A’) e, portanto, S =
Cn({a}) < Cn(Cn(A’)) = Cn(A’). Assim, Cn(A’)=Se A’ c A
finito.
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10. Conjunto Completo. Diz-se que um conjunto ¢
completo se para todo conjunto consistente do qual esse
primeiro € subconjunto, tem-se que tais conjuntos sdo
equivalentes. No entanto, podemos caracterizar um conjunto
completo do seguinte modo: (i) X é completo se e somente se
para todo x ¢ Cn(X), Cn(X v {x})=S.

Demonstragdo. Seja X < S. Se X ¢€ inconsistente, entdo
ambos os lados da equivaléncia sdo satisfeitos e ndo ha mais
nada a demonstrar. Consideremos, entdo, X consistente, i.e.,
Cn(X) # S. Suponha que X é completo € seja x ¢ Cn(X).
Suponha, por absurdo, que Cn(X U {x}) # S. Assim, X U {x} é
consistente e X < X v {x}. Como X é completo, Cn(X) = Cn(X
U {x}). Mas x € Cn({X v {x}) e, portanto, x € Cn(X)
(contradigdo!). Suponha, agora, que para todo x ¢ Cn(X), Cn(X
U {x}) = S. Seja Y consistente tal que X < Y. Suponha, por
absurdo, que Cn(X) # Cn(Y). Por monotonicidade, Cn(X) <
Cn(Y), e entdo existe x € Cn(Y) tal que x ¢ Cn(X). Logo, por
hipotese, Cn(X U {x}) = S. Mas, X U {x} < Cn(Y) e, assim,
Cn(X u {x}) € Cn(Cn(Y)) = Cn(Y). Entdo, S = Cn(Y), e,
portanto, Cn(Y) = S (contradigéo!).

11. Demonstracio do teorema 12. Vamos utilizar o
seguinte resultado:

(i) X é teoria consistente ¢ completa se e somente se X é
consistente € paratoda x € S,oux € XouCn(X U {x})=S.

Com esse resultado a demonstragio do teorema 12 ¢é
como segue: como, pelo axioma 1, S € enumeravel, seja a,,
az,..., a,,... UMa enumeracdo das sentencas de S. Construiremos,
a partir de um conjunto consistente X, uma seqii€ncia infinita de
conjuntos X; (i € N). Definimos:

X0=X

X;=Xou {a;}, se Xo U {a,} é consistente}, ou
X, =Xy , em caso contrario.
X, =X; U {ay}, se X; U {a,} é consistente, ou
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X, =X, ,em caso contrario.

Xn=Xp1 U {an}, se Xp U {a,} € consistente}, ou
X, = X,.1 ,em caso contrario

Seja R = {X,, X1, X2,...} € Y = U; . y X;. Por construgdo,
temos os seguintes resultados:

(1) Xi < X1 (visto que X = X; U {ai1} ou Xiuy = Xj);
(2) Seicj, entdo X; c Xj;

() XicY;

(4) Se L < 1R finito, entdo existe i € N tal que UL ¢ X;

(5) Vi € N, X; é consistente. (De fato, por construgio, X;
= Xi1 v {a;}, se X;.; v {a} ¢ consistente, e nesse caso, X; €
consistente; ou X; = X,;, e nesse caso, como o anterior é
consistente, X; também o €.) Portanto, R < CNS.

Por (4), (5) e oteorema 11, UR=U; .y X;=Y é
consistente. :

Agora, suponha, por absurdo, que x ¢ Y e Cn(Y v {x})
# S. Assim, x ¢ X e, por construgdo, Cn(X;; v {x}) = S. Mas
X1V {x} 2 Y u {x}, eassim, Cn(X;.; U {x}) € Cn(Y U {x}).
Portanto, S = Cn(X;.; U {x}) = Cn(Y v {x}) # S (contradigao!).
Logo, x € Y ou Cn(Y v {x}) = Se, por (i), Y € uma teoria
consistente e completa.

Demonstragdo de (i). Seja X uma teoria consistente e
completa. O conjunto X, por hipétese, é consistente. Seja x € S.
Se x € X, entdo segue o resultado. Se x ¢ X, entdo x ¢ Cn(X),
pois X ¢ teoria. Como também X € completo, pelo resultado (i)
danota 10, Cn(X U {x})=S.
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Seja, agora, X consistente tal que para todax € S,oux €
X ou Cn(X U {x}) = S. Por hipétese, X ¢ consistente. Suponha,
por absurdo, que X nfo ¢ teoria, i.e., X ! Cn(X). Logo, existe x
€ Cn(X) tal que x ¢ X. Assim, Cn(X U {x}) =S. Mas Cn(X U
{x}) =teo 2 Cn(Cn(X) U {x}) = Cn(Cn(X)) = Cn(X), e, portanto,
Cn(X) = S (contradigdo!).

Logo, X ¢ teoria. Para mostrar que X € completo,
reescreveremos o resultado (i) da nota 10: X é completo se e
somente se para todo x € S, se X ¢ Cn(X) entdo Cn(X U {x}) =
S. Suponha, assim, que x ¢ Cn(X). Como X ¢ teoria, x ¢ X e,
por hipétese, obtemos Cn(X U {x}) =S. Logo, X, é completo.

12. Conjunto independente. Um conjunto ¢ chamado
independente se ¢ somente se ndo ¢ equivalente a nenhum de
seus subconjuntos proprios. Contudo, ha outras caracterizagdes
para tal: (i) As seguintes condi¢Ges sdo equivalentes: a. X é
independente; b. VY c X, X " Cn(Y) = Y;c. Vx e X, x ¢
Cn(X - {x}).

A terceira condi¢do ¢ a comumente usada na literatura.

Demonstracdo de (i). A idéia é mos£rar que (a) > (b) >
(©) - (a).

(@) > (b) Suponha X independente e¢ seja Y um
subconjunto qualquer de X. Utilizando o teorema 2, temos:
Cn((X-Cn(Y)) v Y) = Cn((X - Cn(Y)) v Cn(Y)) = Cn(X U
Cn(Y)=Cn(XUY)=xcyCn(X). Como (X-Cn(Y))uYcX
e X ¢ independente, (X - Cn(Y)) U Y = X. Mas Y < X. Logo,
pela proposi¢do conjuntista que afirma que se (A - B) U C=A,
Cc Aentio (A nB)c C, obtemos X " Cn(Y) c Y.

(b) — (c) Suponha (b) e que Vx, x € X. Como (X - {x})
c X, temos, por hipdtese, X N Cn(X - {x}) = X - {x}) e,
assim, {x} " X N Cn(X -{x}) = .Como x € {x} ex € X,
necessariamente x ¢ Cn(X - {x}).

(c) > (a) Suponha, agora, que Vx € X, x ¢ Cn(X -{x}).
Suponha, por absurdo, que X ndo ¢ independente, i.e., existe um
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Y tal que Cn(X) =Cn(Y), Y ¢ X. Entfo, 3x € X, x ¢ Y. Como
xeX,xe Cn(X)e,assim,x € Cn(Y). Como Yc Xex ¢ Y,
entdo também Y < X - {x}, e Cn(Y) c Cn(X - {x}). Logo, x €
Cn(X - {x}) (contradi¢do!).

13. Demonstragdo do teorema 16. Seja X um conjunto
finito, ou seja, X = {p;, p2 .., Paj. Vamos construir uma
seqiiéncia finita de conjuntos Ay, Aj, ..., A, de acordo com a
seguinte regra:

A0=X

A1=A¢- {p1},sepi € Cn(Ag - {p1})

A= Ay ,caso contrario

An=Ani - {pn}’ se pn € Cn(Ay - {pn})

A, = An. caso contrario

Por construgdo, VP; € An, temos que p; € Cn(An - {p:}).
Pelo resultado (i) da nota 12, A, é independente. Resta
provarmos que Cn(A,) = Cn(X). Para tanto, mostraremos que
Cn(A;) = Cn(A;1), 1 £i<n. Considere, entio, os conjuntos A; e
A;,. Temos duas possibilidades: (i) A; = A;;, € nesse caso,
como o operador de conseqiiéncia é uma fun¢do, Cn(A)) =
Cn(A;.); (ii) A; = Ay; - {pi}, e nesse caso, p; € Cn(A; - {pi})-
Assim, p; € Cn(A;). Como A; = A, - {pi}, temos que A;., = A;
U {pi}. Portanto, Cn(A;.;) = Cn(A; U {pi}) = Cn({p:} U A) =
Cn({pi} U Cn(A)) =pi € Cn(A;) Cn(Cn(A)) = Cn(A,). Logo,
podemos escrever: Cn(A,) = Cn(A,.;) = Cn(A,.2) =...= Cn(A,n)
= Cn(Ao) = Cn(X).

14. Observagdo. Deve-se notar que, no sistema légico
apresentado, o conjunto de sentengas S € axiomatizavel.
Observagdo que ¢ justificada pelo axioma 5, o qual afirma que
existe uma sentenga a tal que Cn({a}) = S. Dessa forma, como
existe um conjunto {a} finito e equivalente a S, temos que {a} é
um sistema axiomatico de S, e, portanto, S € axiomatizavel. Em
sistemas 16gicos que prescindem do axioma da trivializagdo,
faz-se necessério introduzir nos teoremas cujas demonstragdes
comumente fazem uso desse axioma, o conjunto S de todas as
sentengas como axiomatizavel. Deste modo, garantimos a
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existéncia de um conjunto que ¢ sistema axiomatico finito de S,
ou seja, de um conjunto finito que € equivalente a S.

15. Demonstracio do teorema 18. A idéia é mostrar que
@) » (i) » (@il) > (v) > ().

(i) & (ii) Seja X axiomatizavel. Portanto, existe um Z
que ¢ sistema axiomatico de X, ou seja, Cn(X) = Cn(Z) e Z ¢é
finito. Como Z < Cn(Z), temos que Z < Cn(X). Assim, pelo
lema 1, existe um conjunto Y finito tal que Y € X e Z < Cn(Y).
Logo, Cn(Y) < Cn(X). Como Z < Cn(Y), Cn(Z) < Cn(Cn(Y))
= Cn(Y) e, assim, Cn(Z) < Cn(Y) < Cn(X). Portanto, Cn(Y) =
Cn(X).

(ii) — (iii) Suponha que ha um conjunto Y < X tal que
Cn(Y) = Cn(X) ¢ Y ¢ finito. Pelo teorema 16, existe um
conjuntoZ c Ytalque Z¢é basede Y, ie., Cn(Y)=Cn(Z)e Z ¢
independente. Assim, Cn(X) = Cn(Z) e, por conseguinte, Z ¢
base de X. Mas Z ¢ finito (pois Z < Y finito). Logo, Z ¢
axiomatizavel.

(ii1)) > (iv) Suponha que existe um conjunto Z tal que Z
¢ axiomatizavel e base de X. Demonstraremos que (1) existe um
conjunto Y ¢ X tal que Y ¢ finito, (2) Y, é base de X.

Para (1). Por hipotese, Cn(X) = Cn(Z), Z ¢ finito e
independente. Como Z < Cn(Z), Z < Cn(X). Mas Z ¢ finito.
Logo, pelo lema 1, existe um conjunto V finito tal que V< X e
Z < Cn(V). Como V ¢ finito, pelo teorema 16, existe um
conjunto Y ¢ V tal que Y é base de V. Como Y ¢ V, V ¢ finito
eVcX,entdioYéfinitoe Y ¢ X.

Para (2). Como Y é base de V, Cn(Y) = Cn(V) e Y ¢
independente. Por outro lado, como Z < Cn(V), Cn(Z) <
Cn(Cn(V)) = Cn(V). Como V c X, Cn(V) < Cn(X). Mas Cn(X)
= Cn(Z) e, assim, Cn(V) = Cn(Z). Temos, entdo: Cn(Y) =
Cn(V) = Cn(Z) = Cn(X). Logo, Y ¢ base de X.
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(iv) = (i) Suponha que Y ¢ finito e base de X. Logo,
Cn(Y) = Cn(X). Portanto, Y € um sistema axiomético de X, e
assim, X € axiomatizavel.

16. Demonstrac¢io do teorema 21. Em primeiro lugar,
notemos que S N A € a classe dos Cn(X) tal que X ¢ finito.
Mas, como [S| < Ny, entdo [{X:X € finito}| < N,. Logo, |S N A|
< Ny. Por outro lado, S - A = S < ®(S). Como [S| < N,
(axioma 1), entdo |p(S)| < 2%? (teorema de Cantor). Portanto,
IS - A| < |S| < 2%°. Para as igualdades, ver Tarski [7], corolario
37.
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