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Resumo

Neste trabalho exploramos a dualidade entre ldgicas
paraconsistentes e logicas intuicionistas, enfocando um calculo
proposto por Richard Sylvan em 1990, o célculo CCw. Nos
mostramos como € possivel construir uma nova semaintica,
correta € completa, para este cdlculo, baseada em grafos nio
reflexivos. Tal semintica propicia, ainda, que se esclaregam
relagdes entre paraconsisténcia e intuicionismo. A defini¢do de
negagdo, em ambos os sistemas, joga um papel fundamental.

Palavras-chave: intuicionismo, paraconsisténcia, dualidade.

Adualidade entre sistemas paraconsistentes € sistemas
intuicionistas tem sido tema recorrente na literatura, seja devido
aos aspectos sintaticos, seja por motivagdes semanticas (ver, a
propdsito, [LdC84], [LdC86], [PRNS89], [Syl90], [AlQ91],
[SeC95], [Urb96]). Neste trabalho, nés exploramos esta
dualidade, tomando em consideracdo um calculo
paraconsistente, CCwm, proposto por Richard Sylvan; em
seguida, noés estabelecemos outra semantica para CCow,
baseada em grafos ndo reflexivos; na verdade, nos tomamos o
reticulado dos sub-grafos de um dado grafo G e definimos as
operagoes de unido, intersegdo e complementagdo e as
relacionamos com férmulas na linguagem de CCw; ao final,
mostraremos como uma nova definigdo da operagio de
complementagdo no reticulado dos sub-grafos de um grafo
dado, defini¢do esta que se encontra em [ReZ96], pode servir
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para logicas intuicionistas, em particular a logica proposta por
Heyting, evidenciando, assim, a dualidade referida.

I. O céalculo CCo

Em [Syl90], Richard Sylvan propds uma analise dos
sistemas Cn, 1 <n £ o, de da Costa {dC093}, relacionando-os a
loégicas intuicionistas; segundo o autor, existe uma dualidade
sintatica entre ambos os sistemas, da seguinte maneira:
enquanto o intuicionismo rejeita a lei do terceiro excluido
(A v = A) e afirma a ndo-contradigdo (— (A A — A)), os
sistemas Cn geralmente afirmam a lei do terceiro excluido e
rejeitam a ndo-contradig¢do e, ainda, enquanto o intuicionismo
afirma A > — — A erejeita — — A D A, os sistemas de da Costa
fazem justamente o contrario. Apos mostrar como parece
impossivel prover todos os sisttmas Cn de uma regra que
garanta a substituigdo de equivalentes, Sylvan detém-se no
célculo Co e obtém um outro célculo, por ele chamado CCw e
que ele considera um “melhoramento” de Cw. A novidade € que
CCw continua um calculo paraconsistente, no sentido de que
ndo deriva todas as instincias de Duns Scotus, isto €, ndo deriva
esquemas da forma A A —A D B, embora derive — (— A A A)
que, na formulagdo de da Costa, ndo deveria ser derivada em
geral. Os critérios para se definir um calculo como
paraconsistente foram formulados por Newton C.A. da Costa,
que € o pioneiro na construgdo de tais sistemas; em seu trabalho
“Sistemas Formais Inconsistentes”, apresentado em 1963
(republicado em 1993, ver [dC093]), ele propde varios sistemas
- em verdade, uma hierarquia deles - que podem servir de base a
sistemas dedutivos inconsistentes satisfazendo as seguintes
propriedades [Arr80]:

I. Nestes sistemas, em geral, ndo é valido o esquema

II. De duas proposigdes contraditorias, ndo se pode
deduzir, em geral, qualquer proposi¢do; (estamos
identificando com este critério o esquema cldssico Duns
Scotus e todas os seus correlatos);

Principios UFRN Natal v. 8 n. 10 p. 62-74  Jul/dez. 2001



__64

III. Nestes célculos, sdo validos todos os esquemas e regras
da ldgica classica que ndo interfiram com as primeiras
condigbes.

Embora CCw nao satisfaga todos os critérios de da Costa,
pode servir como logica subjacente para teorias inconsistentes
sem que se derive a trivialidade da teoria, o que nos parece
motivagdo bastante para considera-lo.

O calculo CCo tem os seguintes axiomas:

DAS(B>oA)
2)(A>B)o((A>(BoC)>>(ADC))
3) (AAB)DA

4)(AAB)DB

S)A>(B>(AAB))

6)A>(AVvB)

B> (AvB) .

8 (A>C)o((Bo>C)>((AvB)D(C))
9) Av—-A
juntamente com as seguintes regras de inferéncia:
Regra Modus Ponens: A,A>B/B
RegraRC: ADB/—=-B>—-A

Algumas observacgdes:

1. Se acrescentarmos a CCw o esquema classico
(ADB)> (=B >—A)entio '

CCo + (A 2 B) o (— B> — A) =légica classica, CL.
2.Cot+t(—wA>-B)/Bo>A=CL.

3. A unica diferenga entre Co ¢ CCw € a regra RC que,
em virtude das observagdes acima, deve ser aplicada
somente a teoremas.

Sylvan estende sua andlise da dualidade ao dominio
semantico. Enquanto a nega¢do no intuicionismo € avaliada em
termos de impossibilidade, como —¢, uma regra dual analisaria
a mesma como ndo—necessidade, portanto como — , isto é, 0—.
A analogia modal sugere uma regra de avaliagio para a negagéo
paraconsistente — da seguinte forma: I (- A, a) = 1 se e
somente se para algum b € K, Sabe I (A, b) =0, e aqui S é uma
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relagdo diadica num conjunto de mundos K, satisfazendo
determinadas condi¢des. A semantica dada para CC baseia-se
em estruturas de mundo da forma M = (G, K, R), na qual G e
K e R & uma relagio de ordem sobre K. E definida uma CC
estrutura-modelo M como uma estrutura (T, K, <, S) na qual T
e K; < e S sdo relagdes diddicas sobre K, tal que a relagdo de
ordem < ¢ reflexiva e transitiva (e opcionalmente anti-
simétrica), ¢ a relagdo S satisfaz, universalmente, a seguinte
condigdo (si): se a < ¢ e Sab entdo Scb. Definidos os conceitos
de valoracdo e interpretacdo na estrutura modelo M acima, sdo
provados os teoremas de correg¢do e completude.

Nossa proposta ¢ dar uma nova seméntica para CCo,
diferente da que foi apresentada por Sylvan. Consideramos que
a condi¢do (si), com o artificio da relagdo S, que ndo sabemos
bem do que se trata, ¢ pouco intuitiva e problematica.
Pretendemos fornecer tal semantica, tomando como base ndo
mais as estruturas de mundos possiveis, mas considerando
grafos nao reflexivos introduzidos em [Law91].

II. Uma nova semantica

Defini¢do 1: Um grafo G é um objeto da forma G =
(Go, Gy, 1, ©) no qual Gy ¢ G; sdo conjuntos; i, f sdo fungSes tais
que i, f: G; — Go.

Podemos interpretar G, como um conjunto de vértices;
G, como um conjunto de flechas orientadas; i ¢ f indicam,
respectivamente, o vértice inicial e o vértice final, em G.

Exemplo 1: Sgjam G, = {1,2}, G;= {5,.n}-
° /%

Pela definigdo, G = ({1,2}, {3, n}, i, f). Como i indica o
vértice final e f indica o vértice final, entdo i(d) = 1, f(n) = 2,
i(3) = f(n) =2.
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Defini¢do 2: Um sub-grafo X de G ¢ uma quadrupla X = (X,,
X, i, f) na qual Xy < Go; X, c G e tal que toda flecha em X;
tem vértice inicial e final em X,. Se X é sub-grafo de G, nés
escrevemos X c G.

Defini¢do 3: Sejam ., B grafos. Entdo, a relagdo de ordem < é
definida da seguinte maneira: a <  se, e somente se, o < B.

Teorema 1: A relagdo < , tal como definida acima, é uma
relagdo de ordem parcial.

Prova:_Devemos provar que <, definida como <, ¢ uma relagio
de ordem parcial, isto é, uma relagéo reflexiva, anti-simétrica e
transitiva.

1) < ¢ reflexiva: suponhamos que — (a < o). Entdo, — (o c
oua=a),istoé, - (a ca)ea#a. Oqueéimpossivel. Logo,
o ¢ a. Por defini¢do, a < a. Logo, <, como definida, é uma
relagdo reflexiva.

2) < ¢é anti-simétrica: devemos provar que se a < fe ff < a
entdo o = B; suponhamos (1) que oo < B e B < o e suponhamos
(2), também, que o # B. De (1), por definigdo, temos a = B e B
c a. De a c B, obtemos que o — B ou o = B. Pela hipotese (2),
concluimos que o < B. De B < o, pelo mesmo raciocinio,
obtemos que p — a. Logo,de a c B e B < a, temos que a = B,
contradizendo a hipétese (2). Logo, o = B e, portanto, a relagdo
<, como definida, é anti-simétrica.

3) < é transitiva: devemos provar que se a < f e f <y entdo a <
v; suponhamos que o < e B <. Por defini¢do,a c e B cy.
Suponhamos também que, — (a < ), que por defini¢do €, — (o
cy),istoé, m(acyoua=y),ouseja -~(xcCy)ea#y.
Deste ultimo, temos que Jx (xea e xgy). Por 3-eliminacio,
para um determinado elemento ¢, cea e cey. De a < B, temos
que a < B ou a = B. Dois casos a considerar: (1) se a c B,
entdo como cea, temos que cef. (2) se a = B, como cea, por
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substitui¢do, cef3. Em qualquer caso cef. De B < v, temos
também dois casos: (1) se B = ¥, como cgy, temos que c&f. (2)
se B =y, por substitui¢do, c¢ . Em qualquer caso, c¢f. Logo,
cef e c¢P, o que € impossivel. Logo, a < y. Provamos entdo
que a relagdo <, definida como ¢, € transitiva.

Por (1), (2), (3), concluimos que a relagdo <, como definida, é
uma relagdo de ordem parcial.

Teorema 2: O conjunto de todos os sub-grafos de um grafo G
qualquer, P(G), forma um reticulado sob a relagdo <.

Prova: Seja P(G) o conjunto de todos os sub-grafos de G. Sejam
N e U as operagdes usuais de teorias de conjuntos; se X e Y sdo
sub-grafos de G, XN Y = ({Xo N Yo}, {X; NY,1}, i, De XUY
= ({Xo WYy}, {Xi1 U Y3}, 1, f). Definidas tais operagdes, < P(G),
< > (ou, alternativamente, < P(G), [, U >) forma um reticulado.

Definicdo 4 : Considere, agora, a estrutura KG = <P(G), £, v >,
na qual P(G) é um reticulado (o conjunto de todos os sub-grafos
de G), < € arelagdo ja definida e v € uma funcgio tal que v: FOR
= P(G), com FOR o conjunto das férmulas de CCw. Para
elementos g(A), g(B), g(C) de PG, isto €, sub-grafos de G, a
estrutura KG satisfaz, ainda, as seguintes condigdes:
1. v(A) = g(A), se A € uma féormula atdmica.
. (A AB)=g(A) Ng®).
. Y(A v B)=g(A)Ug®).
. (A 5 B) = sup {g(C) tal que g(C) A g(A) <g(B)}.

. (=A) = menor sub-grafo g(B), de G, tal que g(B) Ug(A)=G,
ou seja, inf {g(B), tal que g(B) U g(A) = G}.

h A Wi

Observacdo: Nos exigimos, conforme defini¢do 2, num sub-
grafo, que toda flecha tenha vértices, inicial e final, bem
definidos. Note ainda que se g(A) < g(B), entdo v(A > B) =G.
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Defini¢ao 5: Uma formula bem formada (fbf) A de CCo ¢é
verdadeira numa estrutura KG se, e somente se, w(A) = G.

Definigdo 6: Uma fbf A de CCw ¢ vdlida se, € somente se, para
qualquer estrutura KG, v(A) =G.

Teorema 3 (Correcfo): Todo teorema de CCw € uma formula
valida.

Prova: Devemos provar que, dada qualquer fbf A de CCw, se A
for um teorema de CCw, entdo A € uma fbf valida. A prova ¢
feita por indugdo em teoremas, isto €, vamos provar: 1) Todos
os postulados de CCw sdo fbfs validas de CCw; 2) As regras
Modus Ponens e RC preservam validade.

Provando, agora, o item (1), para alguns postulados:

(PHAS(BDA)

Prova: Suponhamos que exista uma estrutura KG na qual (A o
(B o A)) # G. Entdo ndo ocorre que g(A) < g(B o A). Isto é,
ndo ocorre que g(A) < (g(B) < g(A)). Mas, isto € impossivel.
Logo, (A o (B o> A)) = G para toda estrutura KG e, portanto,
A D (B > A) éuma fbf vilida de CCw.

P3)(AAB)DA

Prova: Suponhamos que exista uma estrutura KG na qual v((A
A B) o A) # G. Entio, ndo ocorre que g(A A B) < g(A), isto é,
ndo ocorre que (g(A) N g(B)) < g(A), o que é impossivel. Logo,
v((A A B) o A) = G para toda estrutura KG e, portanto, (A A B)
2 A é uma fbf valida de CCo.

PHAV-A

Prova: Imediata, a partir da defini¢do de v(— A).
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Prova: Suponhamos que exista uma estrutura KG, na qual v(——
A D A) # G. Entdo, ndo ocorre que g(— — A) < g(A). Mas, g (—
—A) = menor sub-grafo g(B) tal que gB)Ug(-A)
= @G; pela prova de (P9), acima, g(B) = g(A). Logo, (—— A D
A) = G, para toda KG e, assim, -~ — A D A é uma fbf vilida de
CCo.

(2) Para as regras, consideremos o seguinte:

Regra Modus Ponens. Suponhamos que MP ndo preserve
validade. Entdo, A ¢ A © B sdo fbfs vilidas de CCw, mas B nido
¢ valida. Deste ultimo fato, temos que existe uma estrutura KG
na qual B ndo ¢ verdadeira. Entdo v(B) # G. Mas A e A o B sdo
verdadeiras em qualquer estrutura KG . Logo, (A) =G e
v(A o B) = G. Deste ultimo fato, g(A) < g(B). Logo W(B)=G, o
que ¢ uma contradi¢do com a hipotese.

Regra RC: Suponhamos (1) que A o B seja uma fbf valida de
CCw. Entdio WA o B) = G para toda estrutura KG.
Suponhamos, também (2), que —B seja uma fbf vélida, logo
v(—B) = G para toda estrutura KG, e que v(—A) # G. Mas, dado
que g(A) < g(B), segue-se que —g(B) < —g(A); assim,
g(—B) £ g(—A) e, portanto, G < g(—A), o que contraria a
hipétese (2); logo g(—B o -A) =G.

Fica entdo provado o Teorema da Corregéo.

Algumas observacoes:

1. Na prova de que a regra RC preserva validade, utilizamos o
fato de que g(—A) = —g(A), cuja prova ¢ imediata do item 5 da
definigdo 4.
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2. Existem estruturas KG tais que ndo sdo validos os
seguintes esquemas: AA-A>BeA>--A:

a) Seja o exemplo 1 dado anteriormente € tomemos P(G), o
conjunto de todos os subconjuntos do grafo G. Consideremos o
sub-grafo X; dado por ({1,2}, {8}, 1, f); o menor sub-grafo
g, de G, tal que X, U g =G é o sub-grafo X, dado por ({2},
{n}, i, N); assim, X, = ¢(X;); mas, observe-se que X, (1 X; é o
sub-grafo dado por ({2}, &, i, f) # J; note que esta
possibilidade nédo esta excluida de nossa defini¢do 1, pois ali se
exigiu que toda flecha em G, tivesse vértice inicial e vértice
final em G,. Pontos isolados sdo também sub-grafos. Portanto,
existem estruturas KG tais que, dado um sub-grafo g, g (1 —g #
J; assim, Duns Scotus, € seus correlatos, ndo sdo validos.

b) Tomemos, agora, os pontos isolados 1 € 2, ou seja, o sub-
grafo p = ({1,2}, G, i, f); seu complementar é o proprio sub-
grafo G e o complementar de G, em P(G), € o sub-grafo vazio;
assim, ndo ocorre que p < — - p.

Defini¢do 7 : Uma dlgebra brouweriana ¢é uma estrutura
<A, N, uU,—, T>tal que:

1) <A, N, U >éum reticulado com elemento unitario T;

2) A é fechado sob—;

3) Para todoa,b,c € A,a—b <cse, esomentese,a<buc.

Teorema 4: O reticulado dos sub-grafos de um grafo dado
forma uma dlgebra brouweriana.

Prova: Ver [ReZ96: 29].

Observagio: Algebras brouwerianas foram introduzidas por
McKinsey e Tarski [McT46] e se revelam adequadas para o
estudo de logicas paraconsistentes [SAQ97]. Em Reyes e
Zolfaghari [ReZ96] estdo definidas algebras co-Heyting como
algebras duais das adlgebras de Heyting; algebras co-Heyting
permitem que seja definida uma operagdo dual da operagdo
“—” das dlgebras de Heyting; esta operagdo, que os autores
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chamam de “subtragdo”, € estabelecida para reticulados
distributivos limitados L, da seguinte maneira: \: L x L—— L
e deve satisfazer a condi¢do de que x \ y < z se e somente se
x £y v z Esta ultima é a definicdo da operagdo “pseudo-
difereng¢a’: —, introduzida por Tarski no trabalho referido.
Teorema 5 (Completude): Toda formula valida A é um
teorema de CCo.

Prova: Se A ndo é teorema de CCw, entdo existe uma estrutura
KG tal que v(A) # G nesta estrutura e, portanto, A ndo ¢ valida.

II1. Sobre as relagdes entre paraconsisténcia e intuicionismo

Poderiamos definir, tal como em [ReZ96], um grafo
como um conjunto com dois tipos de elementos estruturados,
flechas e vértices, obtidos pelas relagdes internas dadas pelas
fungdes i e f. Tal procedimento simplificaria a notagdo e as
relagOes entre o grafo G e seus sub-grafos. O exemplo 1 seria,
entdo, escrito como o conjunto G = {1, 2, 8, n}. Terlamos,
entdo, o seguinte reticulado P(G).

{1,2} 2}
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Os sub-grafos das observagées (a) ¢ (b) do item 2, apos o
teorema 3, seriam, simplesmente, os conjuntos X, = {1, 2, 8},
X, = {2, 1}, X5 = {1, 2} e os conjuntos G ¢ o vazio. O
problema de se tomar sub-grafos como conjuntos desse tipo esta
em que, ao se¢ estabelecer a operagdo de complementacdo, da
teoria dos conjuntos, é necessirio fazer uma determinada
escolha, pois o complemento de X, c¢(X), em geral, ndo é um
grafo. Por exemplo, o complemento de X, nesta notagdo, é o
conjunto {n}, que ndo é um grafo, pois foi exigido que toda
flecha tivesse vértice inicial e vértice final no conjunto dos
vértices. Por isso, tomamos como complemento de X, em
nossa discussdo apos o teorema 3, a quadrupla ({2}, {n}, i, f)
que € equivalente, nesta nova notagdo, ao conjunto {2, n} - este,
¢ um grafo, conforme exige a definigdo. Mas era possivel outro
caminho para se pensar a operagdo de complementagdo. O
caminho que tomamos foi o de “completar” o complemento
para satisfazer a defini¢do; se, ao invés disso, tivéssemos
“descartado” o complementar “problematico” (esta nogdo se
encontra em [ReZ96], pagina 30), obteriamos outra negagdo
que, entretanto, ndo mais se prestava para logicas
- paraconsistentes. Apenas como exemplo, esta nova
possibilidade nos obrigava a tomar como o conjunto
complementar de X, o conjunto vazio. Isso pode ser feito
formalmente, como a seguir.

A condigdo 5 da defini¢do 4, na qual foi dada a condigdo
da avaliagdo da negagdo, poderia ser modificada para a
seguinte:

5I. v(—A)=maior sub-grafo g(B), de G, tal que g(B) 1 g(A) =
@, ou seja, sup {g(B), tal que g(B) N g(A) = T}.

Neste caso, entfio, ndo mais se teria uma semantica para
CCo, mas uma semintica para o cdlculo intuicionista de
Heyting. Com efeito, note-se que, agora, valem os seguintes
esquemas: A A = A D B; pois, X; (= {1,2,8}) NcX)=De,
portanto, valem Duns Scotus e seus correlatos; por sua vez
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X; U ¢(Xy) # G, o que mostra que ndo vale a lei do terceiro
excluido.

O exemplo acima, desta vez tendo por base grafos nio
reflexivos, leva-nos a reafirmar que logicas paraconsistentes e
logicas intuicionistas estdo intimamente conectadas, tendo suas
diferengas explicitadas na defini¢do de negagdo; observe, a
proposito, que as duas avalia¢Ges estabelecidas para negagoes —
5 € 5 1 - gozam das seguintes diferengas: aquilo que, na
avaliacdo da negacdo paraconsistente, ¢ definido mediante a
operacdo inf, a opera¢do unido, € o elemento G do reticulado
P(G), na avaliacdo da negagio intuicionista, é definido mediante
o sup, a operaco interse¢do e o elemento & do reticulado P(G).
As condigdes 5 e 51 sdo, nesse sentido, duais.

Abstract

In this paper we explore the duality between paraconsistent and
intuitionistic logics, by taking in account a calculus proposed by
Richard Sylvan in 1990, the logical system CCw. We show how
it is possible to build a new semantics, which is sound and
complete, for that calculus. This semantics is based in non-
reflexive graphs. Such semantics still shows some relationships
between paraconsistency and intuitionism. The definition of
negation, in both systems, plays a fundamental role.

Key words: intuitionism, paraconsistency, duality.
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