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ARTICULOS

EL GRUPO DE
TRANSFORMACIONES EN
' EL ALGEBRA BINARIA.
ENTRE SHEFFER Y PIAGET

Oviedo

JULIAN VELARDE LOMBRANA

1. Algebra de Boole

e dice que un conjunto posee una estruc-
 tura algebrdica si posee al menos una ley
de composicién. Se denomina Zlgebra una
| estructura que posee al menos dos leyes
de. composicién. Y una estructura alge-
braica que admite tres operaciones —dos
binarias, que representamos por «Us» y
«N», ¥ una monaria, que representamos por «—»— uni-
das por las propiedades que expresan las tablas de la F. 1
se denomina d/gebra de Boole.

Una cantidad booleana simple (o variable booleana)
—que representamos por «x»— es una cantidad que no
consta de componentes y que es susceptible de tomar so-
lamente dos valores que se excluyen, como son todo o na-
da, verdad o falsedad, si o no, abierto o cerrado, par o im-
par, etc. Estos pueden representarse de miiltiples formas:
«I»y «O», «V» y «Fr, «+»y «—»,

|11 1 1] o1 | o

0 1 0 0 0 0 o |1

FIG. 1

Una cantidad booleana general —aque representamos
por «X» es un conjunto de cantidades booleanas simples,
esto es, un conjunto finito —una columna, matriz— o in-
finito —un segmento— organizado de tal forma que a ca-
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da elemento de ese conjunto se asocia una cantidad boo-

leana simple.

Sean o y P cantidades booleanas (simples o genera-
les). Si a cada valor de a corresponde un valor determina-
do de B, se dice que B es funcidn booleana. Dividiendo las
variables y las funciones en simples y generales caben?

(1) Funciones simples de variables simples: y =f(x)

(2) Funciones simples de variables generales: y = f(X)
(3) Funciones generales de variables generales: Y = F(X)
(4) Funciones generales de*variables simples: Y = F(x)

Teniendo X # componentes € Y p componentes, el
niimero de funciones booleanas es

elod

2"representa el nimero de opciones que toma X. Y cada -
opcidn se puede poner en correspondencia con una cual-
quiera de las 2°que toma Y.

Limitdndonos a las funciones simples —p = 1— te-
nemos los casos siguientes:

(a) Sin=1:.

2' '
@y =4
esto es, hay cuatro funciones simples de una variable sim-
ple, que podemos representar en la tabla siguiente:

x [ 6 [ & |6 |f

I 1 0 o

0 1 0 1. 0

FIG. 2
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(by Sin=2:

29%= 16.

esto es, hay dieciséis funciones simples de dos variables simples, representadas en la siguiente tabla:

Cada funcién simple de una o mds variables simples
forma una coleccién E de # elementos, y puesto que los
elementos han de sér «0» 6 «1», resulta un ndmero de-

terminado de permutaciones con repeticion.

Siendo E una coleccién de 7 objetos en los que pue-
de haber o ejemplares del objeto de tipo «, B ejemplares
del objeto de tipo 4, vy ejemplares del objeto de tipo ¢,

etc., tenemos

de donde resultan

Dermutaciones con repeticion.

En el caso de las funciones simples de una variable
simple, dado ‘que hay dos clases, a y p —la clase de los

n!

ol By

a+pPp+..+y=n

«1» y la clase de los «O»—, caben para o =2

Una permutacion en el caso de a = 2 (dos « 1», por ejem-

. plo).

2!
2!

Y lo mismo para = 2 (dos «0»):

En total, 2 permutaciones con repeticién para cuando

2!

or 2!

una clase es igual a dos y la otra igual a cero.

Sia = 1y B =1, entonces tenemos

Obtenemos, asi, las cuatro permutaciones que consti-
tiyen las cuatro funciones simples de una variable simple.

2!
(3N

xy | i | | fs | fa | £ | fo| £ | £ | fo | fio| £ ] fi2| fi3 | fra | fis | fie

i1l 1j1]1flololo]lo|lolo]o]|o

0] 1{1|1]1]lolojojo|1l|1]|1]1]0}0}O0f}oO

o1 1}j1jojoj1j1jo}lo)jl|1}jojOo}1]1j0]|0

o0l 1| 0| 1]0]1 101 1{of1lo|1}(0

Alolo|lolololololololo|ololo|lo]a
FI1G. 3

En el caso de las funciones simples de dos variables
simples tenemos colecciones de » objetos (con z = 4)
pertenecientes a dos clases, o y P, agrupadas en los si-
guientes tipos:

al—|B 16| a|—]| B

Tipo (@) | 4 0 0 4
by | 3 1 1 3
RS ) 2 — —

Esto es, en la tabla de la F. 3 las columnas forman colec-
ciones de los tipos (a), (b) v (c), mas ;cudntas hay de cada
tipo? Aplicando la férmula anterior de las permutaciones
con repeticién, tenemos:

Del tipo (a):
4!
4! 0!

4!
0! 4!
En total, dos permutaciones con repeticién de un

mismo elemento. Son.las columnas 1y 16 de la F. 3, se-
fialadas con el signo «A».

Del tipo (b):

4!
1t 3!

En total, ocho permutaciones con repeticién de tres
elementos de una clase y uno de la otra. Son las columnas

EL BASILISCO

33


http://www.fgbueno.es

2,3,5,8,9, 12, 14y15 de laF. 3, senaladascone151gno
«o»

Del tipo (c):
41

212t

Seis permutaciones con repeticién de dos elementos
de una clase y dos de otra. Son las columnas 4, 6, 7, 10,
11y 13 delaF. 3, sefialadas con el signo «».

Las funciones booleanas simples forman, pues,
colecciones de determinado ntimero y tipo. (Empleamos
el término «coleccién» para subrayar el hecho de que los

elementos del conjunto son discernibles).

Dada una coleccién E de 7 elementos se denomina
transformacin de E a la operacién que hace corresponder
a E otra coleccién E’ con los # elementos de E. Las trans-
formaciones forman un grupo de permutaciones. Cada
transformacién opera una permutacién. Asi, dado el rec-
tangulo de la F. 4, la operacién consistente en una sime-
tria respecto del eje M-N constituye una transformacién
Tj, cuyo resultado es el rectandulo de Ia F. 5

A ~ B C | D
Y G N
C D A B
FIG. 4 FIG. 5
ABCD
Tj = )
CDAB

En la tabla de la F. 3 el rectangulo de la F. 4 se co-
rresponde, por ejemplo, con la columna 8, y el rectingulo
de la F. 5, con la columna 14. M3as ¢sen qué consiste la
-operacién que como en los rectingulos transforma la pri-
‘mera columna en la segunda?

Si una transformacién es una operacién monaria, po-
demos aplicar ésta en la tabla de la F. 4, bien a las varia-
bles —x 6 y—, bien a las funciones, que podemos sim-
bolizar por «*», Variables y funciones constituyen ahora
los argumentos de la operacién. Si consideramos, ade-
mas, la operacién cero —la que deja las cosas como es-
tan, por ejemplo el giro de 360° en el rectingulo antes
mencionado— como una operacién, caben

25=8

transformaciones. Simbolizando la operacién monaria
por una raya («—») encima de los argumentos y la falta
de simbolo para la operacién cero, obtenemos las ocho
transformaciones siguientes:

I x%vy
B: x¥y
C: =y
D: X=¥y

* % % %

Q)M
R
| el ] ]

Hemos indicado que las columnas de la F. 3 forman
colecciones de tres tipos: Ocho del tipo (b) v menos de
los otros dos. Con las ocho transformaciones posibles

“podemos obtener ocho colecciones a partir de una dada,

mas las colecciones resultantes de las distintas transforma-
ciones ¢son todas distintas entre si? La respuesta depende

de la interpretacién de los signos «*» y «—», esto es, de

las funciones.

Comencemos por las funciones monarias expuestas
en la tabla de la F. 2. La transformacién cero corresponde
a la columna dos (£.2). Y la transformacién complemento
(«—») corresponde a la columna tres (f. 3). Asi, ¥ sirve
para designar el complemento de x, cuyas propiedades
son:

(1) X=x
(2) Six>y,entoncesT<Y

Hemos dividido la tabla de la F. 3 en tres tipos de
colecciones con dos clases de elementos cada coleccidn, la
clase o y la clase B. Puesto que la transformacién comple-
mento convierte los elementos de una clase en elementos
de otra y dado que las clases en cada tipo son simétricas, a
partir de las transformaciones cero y complemento pode-
mos establecer el siguiente teorema:

Sea «A» una coleccién perteneciente a uno de los
tipos (), (b) o (c), el resultado de la transformacién cero
o de la transformacién complemento es otra coleccidén
que pertenece al mismo tipo que «A».

Sea «x = y», por ejemplo, la funcién 5 (1011). Si le
aplicamos la transformacién D (¢X = y»), el resultado es la
funcién 15 (0001).

Si aplicamos las ocho transformaciones posibles a una
coleccién de 1a F. 3 ¢Cuéntas colecciones distintas entre si
obtenemos?. Antes de ofrecer una respuesta hemos de in-
troducir el concepto de «dualidad».

La dualidad es una aplicacién del conjunto de los va-
lores de una cantidad booleana sobre si misma definida
por:

0—1
1—0

(1) La duahdad es una relacién simétrica. Por lo tanto, si
denominamos a x’ la dual de x,

&)Y =x

(2) La dualidad invierte la relacién de orden. Por lo
tanto,
si X1 = x2, entonces x1’ < x2’

(3) Con relacién al complemento tenemos entonces
que:
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¥=%X=X

F(X) = [FX)]

FX) = [FX)r
Por lo tanto,

- Pl
I
»

pero
FX) # F(X).

Las transformaciones constituyen un grupo de per-
mutaciones. El concepto de permutacién exige el de or-
den y, consecuentemente, el de dualidad. Hay coleccio-
nes cuya dual constituye su complemento o la transfor-
macién idéntica. Ocurre esto con las colecciones pertene-
cientes al tipo (a) y (¢), esto es, aquéllas en las que los
elementos pertenecientes a las clases o y P son simétricos.
De donde resulta que:

{1) Con respecto al tipo (b) de colecciones la aplica-
cién de las ocho transformaciones posibles a una colec-
cién del tipo (b) produce ocho colecciones (columnas)
distintas del tipo (b) (las ocho que pertenecen a dicho
tipo), que podemos representar mediante la figura 6.

-[-s«(’ﬁ‘l)

()

fu (xyy

( 3 (=)

FIG. 6

(2) Con respecto al tipo (a) de colecciones, las trans-
formaciones

C,EG=I
D,F,H=B

Segiin esto:

CEG,]I
f! D, F, H, B f:

(3) Con respecto al tipo (c) de colecciones se precisa
distinguir tres tipos de simetria que guardan entre si los
elementos pertenecientes a las clases a y f:

fis (=)

(C1)
(C2)
(C3)

1 : Ej., fz

p Bl

2 - | Ej., fa
2 .

1 1 1 }Ej., fe

—— N R

Para (C1) tenemos:

D,E,H=1
C,F,G=B

H

Esto es,

D.EHI rgp
fa fis

Para (C2) tenemos:

D,EEG=1
C,EH=B

Esto es,
D,E G, 1

I C,E,H,B

fio

Esto es,
C’ F’ H: I

D,E, G, B
fs ‘

f1

Hasta aqui nos hemos ‘ocupado de la combinatoria
referente a cantidades y funciones booleanas y a transfor-
maciones. Sin abandonar el 4lgebra abstracta es posible el
estudio de las ocho transformaciones en si mismas y el sis-
tema que constituyen.

Teorema: El conjunto de transformaciones I, B, C, D,
E, F, G, H forman un grupo conmutativo por relacién ala
operacién «producto» de transformaciones.

Ei producto de dos transtormaciones Tj y Tk, que
notamos Tj Tk es la transformacién resultante —T — de
la operacién que consiste en efectuar sucesivamente T4 y
Tk ie. Ty Tk = T:.

El conjunto de transformaciones E satisface las condi-
ciones siguientes:

(I) Condicién de cierve: La operacién «producto» apli-
cada a dos transformaciones de E da como resultado una
transformacién que pertenece también a E. Por ejemplo,
C/E = G.

(II) Condicién de asociatividad: Si'Tj, Tk y T son tres
transformaciones cualesquiera de E no necesariamente
distintas, entonces )

(Tj/TkYTr = Ti/(Tk/Th)
35

EL BASILISCO


http://www.fgbueno.es

(11D Condzczon de la existencia de una tmmformaczon

‘zdentzm Ti, tal que

TiTj=T)Ti=T;j

En nuestra tabla Ti corresponde a la transformacién

(V) Condiciin de la existencia de una transformaciin
inversa: A cada transformacién T de E corresponde otra
T! también de E tal que

T = TYT = Ti

(V) Condicién de conmutatividad: Para cada dos trans-
formaciones de E se cumple que

Tj/Tk = Tk/Tj

La tabla de la F. 7 representa los axiomas que rigen la
estructura de grupo conmutativo del conjusito E de trans-
formaciones

1|{BlciD|E| F|G|H|
1 1 B{C |DJE F |GIH
B[Bll|D|c|F|E|H|G
‘c lcipj1 |B|ec|H|E]F
D‘ DIC B 1 HI G {FI|E
E|E|F|G[H|1]B|c|D
F|F|E|H|Gg|B|1]|D|C
G |GIH|x® |F|c]iD |1 |B
EIG.7 H |H|G| F |E|D|[C{B]|1

2. Algebras particulares

El dlgebra «abstracta» (de las letras) hasta aqui desa-
rrollada se convierte en dlgebra particular cuando los sim-
bolos recuperan su dimensién semantica. Pasamos, asi, al
algebra de circuitos, al dlgebra numérica, al dlgebra de
proposiciones, etc. Areas de diversos campos quedan es-
tructuradas de acuerdo con las leyes del dlgebra «abstrac-
ta» (de las letras) y ello permite una comparacién de los
diversos campos precisamente a través de esas dreas de
idéntica estructuracién. Nuestro objetivo —inserto en la
tarea de Boole— es la comparacién de dos campos: El de
los niimeros (Aritmética) y el de las proposiciones (Logi-
ca) a través del dlgebra. En concreto, establecer un iso-
morfismo lo mds amplio posible entre ambos
campos. '

Sea L el campo del dlgebra de proposiciones: Las va-
riables simples representan proposiciones; los dos valores
booleanos «1» y «0» representan la verdad y la falsedad

respectivamente; las funciones que encabezan las colum-

nas de las tablas de las figuras 2 y 3 se corresponden con
los funtores —monadicos y diddicos— de la légica cldsica
bivalente. -

Se puede intentar establecer una correspondencia bi-
univoca entre los elementos mencionados del campo L y
otros elementos del campo A —el campo de la Aritméti-
ca. Habria que buscar para cada funtor l6gico una opera-
cién aritmética: Mds este camino queda cerrado a poco de
transitarlo. Es preciso buscar atajos, pero no uno cual-
quiera; el elegido no ha de ser tan angosto que obligue a
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dejar atris parte del matenal del campo. El que propone-
mos es el siguiente:

Considerar los funtores légicos agrupados segin los
tipos de colecciones (a), (b), (c1), {c2) ¥ (c3) en que hemos
dividido las columnas de las figuras 2 y 3. A partir de un
funtor perteneciente a un determinado tipo y de las trans-
formaciones idéntica y complemento se obtienen los fun-
tores restantes del tipo en cuestién. Esto exige considerar
a las transformaciones como elementos pertenecientes
también al conjunto original a partir del cual se establece
la correspondencia entre el campo L y el campo A.

Si L —campo de la Logica— es el conjunto original
cuyos elementos son: Variables proposicionales (p, q,
1,...); dos valores (verdad y falsedad, representados por
«1» y «0»); cinco funtores, pertenecientes a los tipos (a),
(b), (c1), (c2) v (c3); v dos transformaciones (idéntica y
complemento), hay que establecer una aplicacién sobre el
conjunto imagen A —campo de la Aritmética— que debe
incluir: variables numéricas (x, y, z,...), dos valores numé-
ricos, cinco tipos de operaciones binarias, y dos operacio-
nes monarias.

TEOREMA. Cabe establecer una aplicacién. de L so-
bre A.

La tabla de la F. 8 muestra la correspondencia biuni-
voca entre los elementos de ambos campos como sigue:
.Dpar ...variables proposicionales; x, y, z,..., va~
riables numéricas.
(I1) -«1» y «0» signos que representan los valores
proposicionales «verdad» y «falsedad» y asimismo los va-
lores numéricos 1y O.

(III) <T» (tautologia), el funtor l6gico perteneciente
al tipo (a); «&» (Conjuncién), el funtor légico pertene-
ciente al tipo (b); «_» (afirmacién del miembro a la iz-
quierda del signo), es el funtor perteneciente al tipo (c:);
«W» (disyuncién exclusiva) el funtor perteneciente al ti-
po {(c2); v « _» (afirmacién del miembro a la izquierda del
signo), el funtor perteneciente al tipo (c:). A cada uno
de estos funtores logxcos corresponde respectivamente
una operacién aritmética que aparece en la Fig. 8 encima
de su correspondiente funtor légico.

(IV) «—>» (transformacién complemento). Dada una
variable proposicional p, mediante la transformacién «—»
obtenemos 7. Se corresponde con la operacién aritmética
«]l — x»

Came. A x-by' y

Xy x| I Xy [ X
CampoL |pq | p |pTq|lp&q P q|pWq|p g
11| o 1 1 1| 0 |1
1o o | 1o |1 1|0
01 | 1 1o [0 |1 1
00 I 1 r 1o Lol o lo
FIG. 8

3. Entre Sheffer y Piaget

Hemos hecho referencia més arriba a atajos a través
de los cuales es posible poner en correspondencia ope-
raciones légicas con operaciones aritméticas. Uno de ellos
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(atajo n® 1) consiste en partir de un nimero méds 0 menos
reducido de funtores légicos tomados como primitivos y
definir los restantes en términos de aquéllos. Sélo resta,
en ese caso, buscar las operaciones aritméticas que se co-
rresponden con los funtores légicos tomados como primi-
tivos. El caso limite en esta direccién lo constituye el fun-
tor de Sheffer (o el de Peirce), pero con todas las dificul-
tades que plantean los casos limite. El funtor incompati-
bilidad, «/», es un funtor diidico al que pueden reducirse
todos los demis (incluidos los monédicos). Pero sélo apa-
rentemente. (Por lo demds resulta obvio que un sistema
con un sélo operador no seria tal). En la interpretacién
misma de «/» aparece —aunque implicito— el funtor
«~»; «plg» significa «<noalavezpy g».

Los funtores «/» y «{» constituyen, pues, casos limi-
tes, ya que no se sabe actualmente cémo realizar concre-
tamente dichas operaciones sin acudir a otras operaciones
elementales.

Abandonado el atajo de la operacién finica, hemos de
elegir uno de entre aquéllos en los que intervienen z (con
n = 2) operaciones. Por ejemplo (atajo n° 2), a la vista de
la tabla de la F. 3, doblarla por la linea que separa fs y fo.
Las figuras A, O, O coindicen. Ello quiere decir que nece-
sitamos ocho operaciones diddicas correspondientes a las
ocho primeras funciones y una operacién manddica co-
rrespondiente a la transformacién complemento.

Atajo n° 3: Partir de dos funtores, uno monidico y
otro diddico, como funtores primitivos a los que pueden
reducirse todos los demds. Sean éstos, por ejemplo, « —»
y «&». Se pueden poner en correspondencia con la
operacién aritmética « 1 —x» y el operador «.» (multiplica-
dor). Asi, dada la férmula 1égica «p — q», su corres-
pondiente aritmética es 1 — [x.(1—y)).

De hecho, todos los investigadores de la Logica han
realizado —explicita o implicitamente— la reduccién de
unos funtores a otros. Tal reduccién ha de ser efectuada a
partir de unos criterios evaluables algebrdicamente, que
son los que hacen preferible un arajo a otro. De otro mo-
do, resulta arbitrario reducir las operaciones légicas a un
nimero cualquiera sin justificar la eleccién. Es el sistema
que constituyen los funtores elegidos como primitivos y
las transformaciones lo que importa a la hora de decidirse
por uno de los atajos. Es desde este punto de vista desde
el cual preferimos el expuesto mds arriba —tres tipos de
funtores y ocho transformaciones— al n® 1 y al n® 3. Es-
tos ultimos son inferiores algebriica y estructuralmente.

Nuestro atajo es similar al de Piaget, pero sélo en las
vias de acceso. Para Piaget lo importante es el sistema que
forman las transformaciones, mds no se preocupa del sis-
tema que forman los funtores. En segundo lugar, el obje-
tivo de Piaget consiste en relacionar, no la Légica con la
Aritmética, en el sentido arriba descrito, sino la Légica
con el Algebra, en cuyo caso su sistema de transforma-
ciones resulta incompleto. El grupo de transformaciones
de Piaget —I, N, R, C— constituye un subgrupo de nues-
tro grupo —completo algebrdicamente. Las transforma-
ciones I, N, R, C corresponden respectivamente a las
transformaciones I, B, G, H de nuestro grupo.

La puesta en correspondencia de un area de la Lgica

estructurada de la forma arriba indicada permite, en pri-
mer lugar, una comparacién en base a aspectos concretos
de ambas disciplinas. En segundo lugar, permite desarro-
llar un método de decisién para el cilculo de proposi-

ciones a través de operaciones aritméticas con aplicacio-
nes practicas como puede ser la prueba de teoremas de
logica de proposiciones en una calculadora que sélo dis-
pone de operaciones aritméticas.

Como puede comprobarse, este método de decxsxon
constituye un caso intermedio entre el método de las
«formas normales» y el «método de resolucién» de
Qume Desde el punto de vista prictico tiene, creemos,
las siguientes ventajas sobre los dos citados:

(1) Frente al método de Quine: al intervenir como
miembros de operaciones aritméticas los elementos «1» y
«0» éstas se resuelven mds rapida y comodamente que los
elementos «1» y «0» 6 «V» y «F» en operaciones Idgicas.
La mayor parte de las pruebas constituyen férmulas en las
que intervienen ceros, unos, restas y multiplicaciones. Y
teniendo en cuenta las relaciones que estos elementos

. —cero y uno— guardan con las operaciones multiplica-

cién y resta, las férmulas se acortan rdpidamente.

Ofrecemos a continuacidn la prueba de los dos teore-
mas mds especificos de la légica cldsica. Uno de la 16gica
aristotélica —el principio de no contradiccién. Y otro de
la l6gica estdica —el IV de sus «indemostrables»:

(I) PRINCIPIO DE NO-CONTRADICCION:

—{p & - p) ‘Forma
aritmética:  1—[px(1-p)]
n° de vp=1 p=1 1-{Ix1-1)] =
opciones { p=0 1- 0 = 1
p=0 1- [Ox(l-O)] =
. 1- = 1
(II)EL IV INDEMOSTRABLE DE LOS ESTOICOS
EN FORMA DE TESIS LOGICA:
[(pwq) & pl— —q - =1
p=1
n° de q=0
opciones [ea=1"
Forma p=0 =0
aritmética:  1—[[(/p—q/)xplxq] A
p=1 1 [[(/1-q/)x1]xq]
1-[(1-g/)xq]
q=1 1-[(1-1/)x1]
1- 0 =1
q=0 1-[(1- 0/)x0]
1- =1
p=0 1-[[(0~ q/)XO]XCI]
i— 0 = 1
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