Ingenieria y Ciencia, ISSN 1794-9165
Volumen 1, nimero 2, paginas 67—@, septiembre de 2005

Una primera leccién de Geometria
Algebraica

Carlos Cadavid!

Recepcion: 03 de agosto de 2004 — Aceptacion: 07 de octubre de 200/

Se aceptan comentarios y/o discusiones al articulo

Resumen

En este articulo se explica cémo aparece la Geometria Algebraica, partiendo del estudio de
los conjuntos de soluciones de sistemas algebraicos.
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Abstract

This paper explains how Algebraic Geometry originated from the study of solution sets of
algebraic systems.
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1 Introduccién

El propdsito es ofrecer una introduccion a la Geometria Algebraica, partiendo de nociones
elementales. Los cursos usuales de Geometria Algebraica empiezan “muy adelante”. No
hay una primera clase en la que se discuta de donde proviene el interés por el estudio de
los objetos que se definen. Se espera llenar este vacio.

En este articulo C denotard el campo de los nimeros complejos, A¢ el conjunto de
n—tuplas de nimeros complejos, y C[X1, ..., X,] el anillo de polinomios en las variables
Xi1,...,X,. El algebra desde sus inicios se enfrenté con el problema de “hallar” las
soluciones de un sistema de ecuaciones de tipo algebraico. Esto condujo al problema
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maés conceptual de “entender” el conjunto de soluciones X C Ag de un sistema de m
ecuaciones de tipo algebraico en n incégnitas:

fiXy,. LX) =
fo(Xy, X)) =

fm(Xla"'aXn):Oa

donde cada f; (X1,...,X,) € C[Xy,...,X,]. Dicho de otra manera, la Geometria Alge-
braica se dedica a “entender” los conjuntos de soluciones de los sistemas algebraicos. El
sentido de “entender” que se adoptara sera el de contestar las siguientes dos preguntas:

1. ;Tiene el sistema alguna solucion, es decir, es X # ¢?

2. {Cuando dos sistemas dados tienen las “mismas” soluciones?

En las siguientes secciones se verd cémo estas preguntas originan los principales pro-
blemas de la Geometria Algebraica.

2 El problema de la existencia de soluciones de un sistema alge-
braico

Si se tiene un sistema algebraico de una sola ecuacién con una sola incégnita, el pro-
blema de existencia de soluciones es resuelto de manera exacta por el famoso Teorema
Fundamental del Algebra, demostrado por Gauss [H] Este teorema afirma que siempre
existe alguna solucién, a menos que el polinomio sea una constante distinta de cero. El
problema general de existencia de soluciones de un sistema admite dos tipos de solucién.
Un replanteamiento tedrico (que podriamos llamar “solucién tedrica”) y una solucidn
computacional.

2.1 Replanteamiento tedrico

Para la comprension de este replanteamiento son necesarias las siguientes definiciones y
teoremas. Se sugiere leer la excelente presentacion que de éstos se hace en el capitulo III
de .

Definicién 2.1. Un subconjunto I de C[Xy,...,X,] se dice que es un ideal si dados
elementos f ygen I, yh yk en C[Xy,...,X,] se tiene que hf + kg € I.
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Definicién 2.2. Un ideal I de C[Xy,...,X,] se dice que es maximal si
I # C[Xy,...,X,] y si siempre que J sea un ideal de C[X1,...,X,] tal que
IcJcC[Xy,...,X,)], entonces J=1 6 J=C[Xy,...,X,].

El siguiente teorema debido a Hilbert, llamado “Nullstellensatz débil”, caracteriza los
ideales maximales.

Teorema 2.1. Un ideal I de C[Xq,...,X,] es mazimal si y sélo si
1= {fl-(Xl — al) + -4 fn(Xn - Oén) : fi €C [Xl, . ,Xn]}
para una (de hecho unica) n—tupla (o, ..., op) € AZ.

Para consultar la demostracién del teorema (@), véase el corolario 5.4, pagina 125
de .

Una aplicacién rutinaria del lema de Zorn, demuestra el teorema (R.9).
Teorema 2.2. Todo ideal I # C[X1,...,X,] estd contenido en algin ideal mazimal.

Definicién 2.3. Sea A un subconjunto cualquiera de C [Xq,...,X,]. Se denotard por
(A) al conjunto

{hifi+ -+ hsfs : donde cada h; € C[X1,...,X,] ycada f; € A }.
Este conjunto resulta ser un ideal, y se llama ideal generado por el conjunto A.

Es facil ver que este ideal coincide con la interseccion de todos los ideales de
C [X1,...,X5] que contienen a A. Es pues el menor (en el sentido de inclusién) ideal
que contiene a A. Cuando el conjunto A es finito, A = {f1,..., fm}, se acostumbra escri-
bir (f1,..., fm) en vez de ({f1,..., fm}). Es conveniente recordar este ideal como aquel
que consta de las combinaciones lineales de los elementos fi,..., fi, donde los coeficien-
tes son elementos de C[Xq,...,X,]. El siguiente teorema, debido también a Hilbert, es
frecuentemente llamado “Teorema de la base de Hilbert”.

Teorema 2.3. Todo ideal I de C[X1,...,X,] es finitamente generado, es decir, existe
alguna coleccion finita fi,..., fm €1, tal que I = (f1,..., fm).

El teorema (R.9) puede consultarse en [[f], corolario (3.6), pagina 119.

Definicién 2.4. Sea A un subconjunto de C[Xy,...,X,]. Se denotard por V (A) al
conjunto
{(a1,...,an) € AL : f(01,...,an) =0 paracada f € A }.

Este conjunto se llama variedad afin definida por A.

Para ver ejemplos de variedades afines (y también proyectivas, aunque en este articulo
no se van a definir) se sugiere consultar los capitulos I y II, hasta la pdgina 42, de [E]
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La variedad afin V(A) no es més que el conjunto de soluciones del sistema algebraico
{f=0:f € A}. Es importante observar, y facil de verificar, que si A C C[X}, ..., X,],
entonces V (A) = V ((A4)). Esto significa, en particular, que el sistema de ecuaciones
{f =0: f € A}, tiene el mismo conjunto de soluciones que el sistema de ecuaciones
{f=0:f¢€(A)}. Més aln, otro teorema de Hilbert, llamado “Nullstellensatz fuerte”,
describe con exactitud el conjunto de los polinomios de C [X7, ..., X,] que se anulan en
una variedad afin dada. Para enunciarlo es necesaria la siguiente definicion.

Definicién 2.5. Sea I un ideal de C[Xy,...,X,]. El conjunto

{feClXy,...,X,]: f* €I, para algtin entero t > 1}

es un ideal. Este ideal se denota por Rad (I) y se llama radical de I.

Teorema 2.4. Sea I un ideal de C[X1,...,X,]. Entonces el ideal de todos los polino-
mios que se anulan en el conjunto V(I) es igual al radical de I. Es decir,

{feC[Xy,....,X,]): f(a) =0,para todo a« € V(I) } = Rad(I).

Este teorema puede ser estudiado en detalle en [, teorema (5.8), pdgina 127.

El teorema (R.4) dice, en particular, que un sistema algebraico {f; =0, ..., f; = 0},
tiene el mismo conjunto de soluciones que el sistema {f =0: f € Rad ((f1,.-.,f¢))}, ¥
que si una ecuacién g = 0, es tal que todas las soluciones del sistema {f; =0,..., fy = 0}
son también soluciones suyas, entonces g" = hy f1 + - -+ + h¢ft, para algin entero r > 1,
y polinomios h; € C[X1,...,X,] .

Después de las observaciones anteriores es posible enunciar el replanteamiento tedrico
del problema de existencia de soluciones.

Teorema 2.5. Con la notacion anterior, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El sistema {f; =0:i=1,...,t} tiene alguna solucidn .

2. La variedad afin V (fi,...,ft) # ¢.

514 (fro o 1)

1¢ Rad((f1,...,ft)).

(fro-o s 1) #C[X1,..., X0).

6. No existen hy,...,hs € C[X1,...,X,] , tales que 1 = hyfi + -+ hife.

S

Demostracion. Se demostrara la unica equivalencia no inmediata si y solo si .

(=) Si el sistema tiene alguna solucién o = (aq,...,a,), entonces la ecuacién
hi (@) fi(a) + -+ ht (@) ft (o) =1 implicaria que 0 = 1, y esto es imposible.
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( <) Si no existen hq,...,h € C[X1,...,X,] tales que 1 = hyf1 + -+ + hy fi, entonces
1¢ (f1,..., ft). Esto nos dice que (f1,..., ft) # C[X1,...,X,], v que por lo tanto, exis-

tirfa algtin ideal maximal J que contiene a (f1,. .., f:). Ahora, por el teorema Nullstellen-
satz débil se tendria que J = (X1 — a1, ..., X, — ap) paracierto a = (v, ..., a,) € A% .
Como cada f; € J, entonces existirian polinomios h;; € C[X1,...,X,],conj=1,...,n,

tales que f; = hiy1 (X1 — 1)+ + hi (X5, — o). Entonces, para cada 4, se tendria que
fi(a) =hi (). (aq —aq)++ -+ hin (@) . (o, — ) = 0, y entonces « serfa una solucién
del sistema algebraico. O

2.2 Solucién computacional

El teorema (E) traduce un problema tedrico en otros problemas también tedricos y no
proporciona medios computacionales para decidir si un sistema algebraico dado tiene
solucién o no. Sin embargo, existe un procedimiento computacional, llamado método de
bases de Grobner, que proporciona un algoritmo que resuelve el problema de la perte-
nencia: si f, f1,..., fr € C[Xy,...,X,], el algoritmo determina si f € (f1,..., fr). Una
excelente exposicion del método de bases de Grobner se puede encontrar en [EI]

Entonces, la  solucién computacional es la  siguiente: Un  sistema
{fi = 0,...,fr, = 0} tiene solucion si y sdlo si el algoritmo determina que

1€ (fiyeenr fr),

3 El problema de cuando dos sistemas tienen el “mismo” con-
junto de soluciones

En esta seccién se verd que existen distintas maneras de comparar los conjuntos de
soluciones de dos sistemas algebraicos.

3.1 Primera manera de comparar los conjuntos de soluciones de dos sistemas
algebraicos: Igualdad

La manera més obvia de comparar los conjuntos de soluciones de dos sistemas algebraicos
es la siguiente: diremos que los sistemas {f1 =0,...,f, =0}y {¢1=0,...,9s = 0} con
fiseeos frog1,-. oy 9s € C[Xq,...,X,], tienen el “mismo” conjunto de soluciones, si los
conjuntos de soluciones son idénticos, es decir, si V ((f1,...,fr)) = V ((g1,..-,9s)). El
problema de cudndo se da esta igualdad tiene un replanteamiento tedrico y una solucién
computacional.

3.1.1 Replanteamiento tedrico

El siguiente teorema describe, desde el punto de vista algebraico, el que dos sistemas
algebraicos en las mismas variables tengan conjuntos de soluciones idénticos.
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Teorema 3.1. V ((f1,..., /) =V ((¢1,-.-,9s)) siysdlo si Rad ((f1,...,[fr)) = Rad((¢g1,-.-,9s)) -

Demostracion 3.1. Sean I = (f1,...,fr) y J =(g1,---,9s)-
( =) Suponga que V (I) =V (J). El Nullstellensatz fuerte afirma que

Rad(I)={f €C[Xy,...,X,]: f=0sobre V(I)} =

{feC|X1,...,X,]: f=0sobre V(J)} = Rad (J).
( <) Suponga que Rad(I) = Rad(J). Entonces V (I) = V (Rad(I)) = V (Rad (J)) =
v (J).

3.1.2 Solucién computacional

Al igual que ocurrié con el problema de la existencia de soluciones, el método de ba-
ses de Grobner puede usarse para determinar la igualdad de los conjuntos de solu-
ciones de dos sistemas algebraicos en las mismas variables. De manera precisa, sean
{fi = 0,....fr =0ty {ern = 0,...,9s = 0} dos sistemas algebraicos donde
fiseoos fryg1y- oy 95 € C[Xq,..., X,]. En la seccién anterior se vio que V((f1,..., fr)) =
V((g1,---,9s)), si y sblo si, Rad((f1,...,fr)) = Rad((g1,--.,9s)). Ahora, para demos-
trar esta ultima igualdad, basta verificar las inclusiones (f1,..., fr) C Rad((g1,---,9s))
y (91,-.-,9s) C Rad((f1,-.-,fr)), ya que como Rad(Rad(I)) = Rad(I) para cualquier
ideal I, la primera inclusién implica que Rad((f1,..., fr)) C Rad((g1,-..,9s)), v la se-
gunda que Rad((g1,--.,9s)) C Rad((f1,..., fr)). Ahora, se puede ver que un polinomio
feC[Xy,...,X,] pertenece a Rad((h1,...,ht)) siy sblo si

1€ (hy,...,hy;,1 = W.f) C C[X1,..., Xn, W],

donde W es una nueva variable, consultar [m] pagina 66. Pero el problema de la perte-
nencia de un polinomio especifico a un ideal dado por un conjunto de generadores, es el
tipico problema que resuelve el método de bases de Grobner.

Hay otra manera computacional de saber, al menos en principio, si dos sistemas alge-
braicos en las mismas variables tienen conjuntos de soluciones idénticos. En algebra lineal
se estudia cudndo dos sistemas lineales en las mismas variables tienen el mismo conjunto
de soluciones. La respuesta es que dos sistemas lineales tienen el mismo conjunto de so-
luciones si y sélo si uno de los sistemas es transformable en el otro aplicando un nimero
de transformaciones elementales. Algo similar ocurre con dos sistemas algebraicos en las
mismas variables.

Teorema 3.2. Sean fi,...,fr,91,...,9s € C[X1,...,X,]. Entonces los sistemas
{fi=0,....fr =0} y{g1 =0,...,9s = 0} tienen el mismo conjunto de soluciones,
sty solo si, es posible transformar el primer sistema en el seqgundo aplicando un numero
finito de las siguientes tranformaciones elementales:
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Tipo I) Agregar o eliminar del sistema un ndmero finito de ecuaciones de la forma

0=0.

Tipo II) En el sistema {k1 = 0,...,k; = 0}, reemplazar la ecuacion j—ésima, k; = 0,
por la ecuacion hk; +k; =0, donde k; = 0 es la i—ésima ecuacion, h € C[X1,...,X,] e

i

Tipo III) Si en la j—ésima ecuacion k; = 0 del sistema {k1 = 0,...,k = 0}, el
polinomio k; es de la forma p”, con p € C[X1,...,X,] yr > 1, entonces ésta puede ser
reemplazada por la ecuacion p® = 0, para cualquier s > 1.

Este teorema es una consecuencia casi inmediata del teorema Nullstellensatz fuerte.

3.2 Segunda manera de comparar el conjunto de soluciones de dos sistemas
de ecuaciones polinémicas: correspondencia via cambios de variables po-
linémicos

Esta forma de comparar los conjuntos de soluciones de dos sistemas algebraicos tiene
origen en los trucos de “cambio de variable” de tipo polinémico para estudiar un sistema
algebraico transformandolo en otro. A continuacién se presentaran algunos ejemplos de
cémo funcionan estos métodos.

Ejemplo 3.1. Considere la ecuacion
aX?+bX +¢=0

con a, b, ¢c € C ya # 0. Dividiendo ambos lados de la ecuacion por a, y refrescando la
notacion, se puede suponer que la ecuacion a estudiar es de la forma

f(X)=X?+bX +¢c=0,

con byc € C. Si se introduce una nueva variable Y tal que X =Y — (b/2) la ecuacion
toma la forma
g(Y)=Y?— (b*/4) +c=0,

la cual tiene como congunto de soluciones las dos (o una en el caso (b2/4) —c=0) raices
complejas del numero complejo (b2/4) — c. Esto se puede expresar diciendo que existe
una funcién ¢ : V (f) — V (g) dada por

p(a) =a+(b/2),

y una funcion ¥ : V (g) — V (f) dada por
¥ (B) =p5—(b/2),
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tal que p o = idy (g y P o = idy(y). Es importante anotar que las funciones o,
son de tipo polindmico. Equivalentemente, existe una funcion ¢ : V (f) — V (g) que es
biyectiva y que puede expresarse, tanto ella como su inversa, polindmicamente.

Ejemplo 3.2. Considere el sistema algebraico de cuatro ecuaciones en tres variables
X, Y, Z:

fi(X,Y,Z) =10X* — 10X — 15Y°® — 122 +4Y°Z — 22> +15Y + 10Y Z +8Y°> -8 =0,
fo (XY, Z)=—-1+Y?—2Y* 4+ 2XY +2YZ —2Z =0,

f3(X,Y,Z2) =27 —AY?Z +42% —5Y +5Y° —6YZ —2Y?> +2X +4XZ =0,
f(X,Y,Z2)=1—6Y>+4Z —8Y°Z +42° +5Y"* = 0.

Se puede verificar que si se hace la substitucion
X=8°4+T,Y=84+Ty Z=28T+T?,

el sistema se convierte en un sistema formado por cuatro ecuaciones en dos variables que
puede llevarse al sistema de una sola ecuacion

@ (S, T)=8*+T*-1=0,

aplicando ciertas transformaciones de tipo I, II y III. La simplificacion es dramdatica.
Note ademds que el cambio de variables

S=Y -Z-X+Y? yT=Z+X-Y?

transforma el sistema {g1 = 0} en un sistema en las variables X,Y,Z, que puede ser
llevado al sistema {f1 =0, fo =0, f3 =0, f4s = 0} aplicando ciertas transformaciones de
tipo I, II y III. Tal como en el ejemplo anterior, esto se puede expresar diciendo que hay

una funcion ¢ : V (f1, fa, f3, f2) — V (1) dada por
¢ (o1, 00,03) = (a2 — a3 — a; + 03,03 + a; — a3),
y una funcion ¥ : V (g1) — V (f1, f2, f3, f1) dada por
¥ (B1,82) = (87 + Ba, Br + B2, 25182 + 33 ,

tal que potp =idy gy yYop =idy s 1, 15, 51)- Dicho de manera mds sucinta, existe una
funcion ¢ de V (f1, fa, f3, fa) en V (g1) expresable polindmicamente y biyectiva, tal que
su inversa también es expresable polindmicamente. Note ademds que las funciones ¢ y v
vistas como funciones de A} en A%, y de AZ en A2, respectivamente, no son inversas la
una de la otra. Si lo fueran, A} y A% serian homeomorfos, lo cual es falso.

En los ejemplos (B.1]) y (B.d), tanto el cambio directo de variables como el inverso, son
dados por polinomios en varias variables. Esta situacion es formalizada a continuacion.
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3.2.1 Cambio de variables: presentacién formal

Para estudiar en detalle el contenido de este aparte, consultar [ﬂ], paginas 14-20. La
formalizacién de lo que ocurrié en los ejemplos () y @), requiere la introduccion de
las siguientes nociones.

Definicién 3.1. Sean
fl,---,fr E(C[Xl,...,Xn] Y g1y---,9s EC[Yl,...,Ym],

y sean

W:V((fla"'afr))CAg Y Z:V((gla"'ags))CAg

las variedades afines definidas por estos conjuntos de polinomios. Una funcion o : W — Z
se dice que es regular si existen polinomios hy, ..., hy € C[X1,...,X,] tales que

olar,...,an) = (h (a1, .. ), hp (1, am)),
para cada (aq,...,an) € W.

Definicién 3.2. Sean W y Z como en la definicion anterior y sea o : W — Z una
funcion regular. Se dice que ¢ es una equivalencia o una funcién birregular, si existe
otra funcion reqular ¥ : Z — W tal que p oy = idy y ¥ o ¢ = idw . Esto equivale a
exigir que @ : W — Z sea regular y biyectiva, y que su inversa sea regular. Se dice que
dos variedades afines W y Z son isomorfas, si existe alguna funcion birregular de la una
en la otra.

Las definiciones (B.1)) y (B.9) formalizan el que dos sistemas sean el mismo, excepto
por un cambio polinémico de variables.

Definicién 3.3. Dos sistemas {f1 =0,..., fr =0}, con f1,...,fr € C[X1,...,. Xn] ¥
{g1=0,...,9s =0}, con g1,...,9s € C[Y1,...,Yy,] se dice que son equivalentes si sus
conjuntos de soluciones son variedades afines isomorfas.

Uno de los problemas centrales de la Geometria Algebraica es el de determinar cuando
dos variedades afines dadas son isomorfas. Como en los dos problemas que ya han sido
tratados, hay una soluciéon computacional y una aproximacién teérica.

3.2.2 Solucién computacional

El método de bases de Grobner proporciona un algoritmo eficiente que permite decidir
si dos variedades afines

V(flavf’l“)CAg y V(glvng)CAg

son isomorfas. En caso de ser isomorfas, el algoritmo proporciona un isomorfismo explici-
to, ver [m] para mas detalles.

Universidad EAFIT 75|



Una primera leccién de Geometria Algebraica

3.2.3 Aproximacioén tedrica

Como se acaba de ver, la solucién computacional es completa. Sin embargo, los gedme-
tras algebraicos se interesan en distinguir “cualitativamente” las variedades afines. De
manera precisa, esto significa hallar un conjunto, ojald completo, de invariantes para las
variedades afines. Un invariante para las variedades afines es una asignacién de un ente
matemadtico de algin tipo (un grupo, un polinomio, etcétera) a cada variedad afin, que
satisfaga las siguientes condiciones:

1. Si dos variedades afines son isomorfas entonces el invariante les asigna entes iso-
morfos.

2. Que sea relativamente facil de computar para cada variedad.

Una familia de invariantes se dice que es completo si se cumple que dos variedades
afines son isomorfas si y sélo si todos los invariantes de dicha familia coinciden. Gran
parte de la actividad de la Geometria Algebraica consiste en buscar dicha familia de
invariantes.

Cabe aqui la siguiente analogia. Se puede afirmar que clasificar las especies animales
significa ser simplemente capaz de distinguir dos especies distintas por cualquier detalle
minimo en que difieran. Tal esquema de clasificacién seria poco inteligente. No admite,
por ejemplo, el que dos animales sean parecidos, o de la misma familia, sino que los ve
como idénticos o no idénticos. Es como si asignara distancia 1 si son distintos y 0 si son
iguales. Un orden mas inteligente los agrupa de acuerdo a caracteristicas mas generales,
como asignando una métrica mas compleja en el conjunto de las especies animales. De
hecho, una buena agrupacién termina siendo el reflejo de la historia de la construccién
de los animales mismos, es decir, de la evolucion.

Finalmente, el problema de clasificacién de variedades afines admite un replantea-
miento de tipo puramente algebraico. A continuacién se discute este punto.

3.2.4 Traducciéon del problema de clasificacion de variedades afines a un
problema de clasificacién puramente algebraico

Para estudiar en detalle el contenido de este aparte, consultar [E], péaginas 14-20.

Sea X =V ((f1,...,fr)) C A{ una variedad afin. Considere el conjunto de funciones
polinémicas de la variedad en el campo de los complejos

CIX]={fly:fEC[X1,....X,] }.

Este conjunto con la suma y la multiplicacién usual de funciones forma un anillo. Este
anillo es claramente isomorfo al anillo

C[Xy,...,X,]/I(X),
donde
I(X)={feC[Xy,...,X,] : fly =0}.
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Este 1ltimo anillo es, a su vez, isomorfo a

C[Xy,...,Xn]/Rad ((f1,---5 fr)),

por el Nullstellensatz fuerte. Este anillo se denomina anillo de coordenadas de la variedad
X, y se denota por C[X]. Por ser candnicos los isomorfismos entre los tres anillos ante-
riores es comun usar C [X] para denotar simultdneamente estos tres anillos. Sea Y C A%
otra variedad afin y ¢ : X — Y una funcién regular. Esta induce un homomorfismo de
anillos ¢* : C[Y] — C[X] definido por ¢* (f) = f o ¢. Tomar * tiene las siguientes dos
propiedades. En primer lugar, si idx denota la funcién identidad de X, e idc[x) denota
el homomorfismo identidad del anillo C [X], entonces

(idx)* = id@[X].

En segundo lugar, si W C A(lc es otra variedad afin, y ¢ : Y — W es una funcién regular,
entonces

(Yop) =g oy
Ademés, para todo homomorfismo h : C[Y] — C[X] existe una unica funcién regular
p: X —Y tal que
0" =nh.

Estos hechos implican el teorema (@), el cual da una caracterizacion algebraica de la
equivalencia de variedades afines.

Teorema 3.3. Las variedades afines X yY son isomorfas si y sélo si sus anillos coor-
denados C[X]| y C[Y] son isomorfos.

3.3 Tercera manera de comparar los conjuntos de soluciones de dos sistemas
algebraicos: correspondencia via cambios de variables racionales

Para el estudio detallado del contenido de esta subseccion, consultar [ﬂ] paginas 22-27.
Esta nocién de equivalencia surge de la posibilidad de transformar un sistema algebraico
en otro usando cambios de variables de tipo racional, es decir, que sean expresables como
cocientes de polinomios en varias variables. He aqui algunos ejemplos.

Ejemplo 3.3. Considere la ecuacion
Y?-X?-X%=0.

Las substituciones
X=T°-1,Y=T(T*-1),

convierten esta ecuacion en una ecuacion en la variable T, equivalente a la ecuacion
0 =0 en la variable T'. Reciprocamente, la ecuacion 0 = 0 es equivalente a la ecuacion

(T(1* = 1))" = (T* =1)" + (17 - 1)°.
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Se puede ver que la substitucion

T=Y/X

convierte esta ultima ecuacion en una ecuacion equivalente a la ecuacion
Y?-X?-X%=0.

Es crucial destacar que los cambios de variables directo e inverso, son dados por expre-
stones racionales.

Antes de dar una definicién formal de lo que significa el que dos variedades afines
sean equivalentes bajo cambios racionales de variables, son necesarias las siguientes defi-
niciones.

Definicién 3.4. Sea X C A una variedad afin. Se dice que tal variedad es reducible si
existen dos variedades Y, Z C Ag conY # X y Z # X, tal que X =Y U Z. Se dice que
una variedad es irreducible si no es reducible.

Es también necesario dotar a cada variedad afin de una topologia especial, llamada
topologia de Zariski.

Definicién 3.5. Sea X C AZ una variedad afin. La coleccion
{X NG :A¢ — G es una variedad afin de AG}

de subconjuntos de X, es una topologia para X. Esta topologia se llama topologia de
Zariski de X. Un subconjunto U de X se dice que es denso en X, st la interseccion de
todos los cerrados que lo contienen es X.

Teorema 3.4. Sea X una variedad afin irreducible. Entonces todo abierto no vacio de
Zariski de X es denso en X.

Teorema 3.5. El anillo coordenado C[X] de una variedad afin irreducible X no tiene
divisores de cero, es decir, es un dominio entero.

Todo dominio entero puede ser embebido en su campo de fracciones, consultar ]

Definicién 3.6. El campo de fracciones del anillo C[X], donde X es una variedad afin
irreducible, se llama campo de funciones racionales de X y se denota por C(X). A cada
uno de sus elementos se le denomina funcién racional de X.

Note que este campo es una construccién puramente algebraica. Sin embargo, es posi-
ble interpretar sus elementos como verdaderas funciones con valores complejos, definidas
en “casi toda” la variedad X.

Definicién 3.7. Un elemento ¢ € C(X) se dice que es regular en el punto a € X, si
existe una representacion ¢ = f/g con f,g € C[X], tal que g(a) # 0. En este caso se
dice que o es un punto regular de .
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Si a € X es un punto regular de ¢ € C(X), entonces tiene sentido hablar del valor
que @ toma en a.

Definicién 3.8. El valor que ¢ toma en un punto regular «, se define por
f(a)/g(a) € C, donde f/g es cualquiera de las representaciones de ¢ con g («) # 0. Tal
valor se denotard por ¢ ().

Observacion 3.1. La validez de esta definicion usa implicitamente el hecho de que el
namero complejo ¢ () no depende de la representacion de ¢ que se use.

Definicién 3.9. FEl conjunto de todos los puntos requlares de ¢ € C(X) es un abierto
no vacio de la topologia de Zariski de X (y por tanto es denso en X ). A este conjunto
se le llama dominio de ¢, y se denota por Dom ().

Definicién 3.10. Sean X C A y Y C AF wariedades afines irreducibles. Una
funcién racional ¢ de X en'Y (lo cual se denota por ¢ : X — Y ) es una coleccion de m

funciones racionales ¢1,...,om € C(X), tales que (1 (x),...,pm (x)) € Ypara todo
x € Dom (1)N...NDom (). Se dice que cada punto x de Dom (p1)N...NDom (o)
es un punto regular de ¢ y que (p1(x),...,pm (x)) es el valor de ¢ en z. El conjun-

to Dom (p1) N ... N Dom () se llama dominio de ¢ y se denota por Dom (p). Se
llamard imagen de ¢ al conjunto

{yeY : existe x € Dom (p) con p(z)=y}.

Este conjunto se denota por ¢ (X).

Definicién 3.11. Sean X C A y Y C AF variedades afines irreducibles, y sea
@ X — Y una funcion racional. Se dice que ¢ es un isomorfismo birracional si ad-
mite una inversa, es decir, si existe una funcién racional ¢ 'Y — X tal que ¢ (X)
es denso en' Y, (YY) es denso en X y p o (x) = x para aquellos x € Dom (v) ta-
les que ¥ (x) € Dom(p), y que ¥ o p(x) = = para aquellos x € Dom (p) tales que
¢ (xz) € Dom (¢). Se dice que dos variedades afines son birracionalmente isomorfas si
existe al menos un isomorfismo birracional de la una en la otra.

La definicién (B.11)) es precisamente la tercera manera como se puede entender que
dos variedades afines sean la “misma’”. Esta nocién motiva el problema de clasificacién
de variedades afines excepto por isomorfismo birracional: ; Cudndo dos variedades afines
irreducibles son isomorfas birracionalmente? El autor sélo conoce un replanteamiento
teodrico de este problema de clasificacién que se presenta a continuacién.
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3.3.1 Replanteamiento teodrico

La clasificacion birracional de variedades afines es obviamente menos fina que la clasifica-
cién salvo isomorfismos. Entonces, la clasificacién birracional no tiene solamente interés
en si misma, sino que se puede considerar como un primer paso en la solucién del proble-
ma de clasificacién salvo isomorfismos. Los geémetras se han dedicado a la bisqueda de
conjuntos completos de invariantes birracionales para las variedades afines. Este estudio
se ha llamado Geometria Birracional (més detalles en [H]).

3.3.2 Traduccion del problema de clasificacién birracional de variedades afi-
nes a un problema puramente algebraico

Sean X C A y Y C A variedades afines irreducibles, y sea ¢: X — Y una funcién
racional tal que ¢ (X) es denso en Y. Si se considera la funcién de Dom () en ¢ (X) que
¢ define, entonces se denotard por ¢* (f) a la funcién compuesta

f|<p(X)ﬁDom(¢) © (10|Dom(gp) ’

donde f denota cada funcién de Y en C inducida por un elemento de C(Y). Es facil
ver que ¢* (f) es la funcién inducida por un tnico elemento en C(X) que se denota
nuevamente por ¢* (f). Se puede verificar que la funcién ¢* : C[Y] — C (X) asi definida
es un homomorfismo inyectivo del anillo C[Y] en el campo C(X). Este homomorfismo
a su vez, extiende a un tinico homomorfismo inyectivo del campo C (Y") de fracciones de
C[Y], en C(X), que también se denota por ¢*. Ahora, si atin se supone que ¢ (X) es
densoen Y y que ¥ : Y — Z es una funcién racional, entonces se puede verificar facil-
mente que su composiciéon ¥ o ¢ como funciones determina univocamente una funcién
racional (como coleccién de elementos de C (X)) de X en Z, que se denota nuevamente
por 1 o . Es ademas cierto que (o) = ¢* o 9*, y que si idy denota la funcién
identidad de X, e id¢(x) denota el homomorfismo identidad del campo C (X'), entonces
idx = idc(x). Estos hechos implican que si ¢ : X — Y es un isomorfismo birracio-
nal, entonces ¢* : C(Y) — C(X) es un isomorfismo de campos. Reciprocamente, si
h:C(Y) — C(X) es un isomorfismo de campos, entonces existe un vinico isomorfismo
birracional ¢ : X — Y tal que h = ¢*.

Esto demuestra, en particular, que dos variedades afines son birracionalmente isomor-
fas si y sélo si sus campos de funciones racionales son isomorfos.

4 Conclusiones

Los problemas centrales de la geometria algebraica tienen origen en los trucos de cambio
de variable para solucionar sistemas algebraicos.
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