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1. INTRODUCCION

En este articulo, trataremos con el problema de Cauchy asociado al problema
de valor inicial:

Up + Uy + OUgy + (0Uz + OUgzy) = 0
u(z,0) = o(z), (1.1)

donde z € R, t € (0,+00), 4 > 0y o es el inverso aditivo de la transformada
de Hilbert (vea [5], para mds informacién sobre este operador), es decir,

of(x) = —lv.p.l x f = 1 lim/ S dy (1.2)
7T x T e—0 lz|>e T — Y

Maés precisamente, estamos interesados en estudiar ciertas propiedades de las
soluciones reales de (1.1) como la buena colocacién local y global en los espa-
cios de Sobolev H*(R) y en los espacios de Sobolev con pesos F; , (informacién
completa sobre estos espacios puede consultarse en [1], [10]). Antes de empren-
der esta tarea haremos algunos comentarios sobre (1.1). La ecuacién diferencial
parcial (E.D.P.) en (1.1) es una perturbacién de la bien conocida ecuacién de
Benjamin-Ono (B-0O), que se obtiene cuando p = 0. En este caso, el estudio de
la buena colocacién en los espacios de Sobolev H*(R) fue hecho por Iério [8],
[9], Ponce [14], Tao [18] y el estudio de la buena colocacién en los espacios con
peso Fs - fue realizado por Iério [7], [8], [9], donde se obtienen resultados sor-
prendentes, tales como: S la solucion u de la B-O es muy regular y tiene buena
decaida en cierto instante t, entonces u es identicamente cero. Aqui, obtendre-
mos un resultado semejante para nuestra ecuacién. De otro lado, Alvarez en
[4] estudia la buena colocacién local y global en los espacios de Sobolev H*(R)
del problema de valor inicial:

Ut + YUy + Ugpgr + M(Uum + Uuzzz) =0
u(z,0) = o(z), (1.3)

que es una perturbacion disipativa no local de la ecuaciéon de Korteweg-de
Vries (KdV). Aunque en nuestro trabajo se obtienen resultados semejantes a
los de Alvarez, presentamos aqui una mejor estimativa de regularizacién para
el semigrupo generado por la parte lineal de (1.1). Ademds, mostramos una
forma més simple para obtener las estimativas de las normas ||u||s, pues para
ello sélo necesitamos de la estimativa del conmutador de Kato-Ponce [12], de
la estimativa de regularizacién del semigrupo y de una estimativa a priori para
[|ullz, a diferencia del trabajo de Alvarez en el que se utilizan las ideas se
Bonna-Scott en [3], que es un resultado engorroso y de dificil aplicacién. La
E.D.P. en (1.1) como, en (1.3) modelan fenémenos fisicos que se presentan en
teoria de fluidos; para mayor informacién sobre esta cuestién vea [2], [15], [16]
y las referencias contenidas alli. La siguiente notacién serd til en la lectura del
presente trabajo:
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1. S(R), notard al espacio de Schwartz.

S’'(R), notard al espacio de las distribuiciones temperadas.

3. Para f e S'(R), fnotaré la transformada de Fourier de f y f notar la
transformada inversa de Fourier de f.

4. Para s € R, el espacio H*(R) := {f € S'(R) | (1+¢&2)3f e L2(R)}
es el espacio de Sobolev de orden s y es un espacio de Hilbert con el

producto interno (f,9), = [Z (1 +€%)° f(£)g(€)de.

5. Paras€R, r=1,2,..., el espacio Fs, := H*(R) N LZ(R), donde
L2(R) ={f € L*(R)|2"f € L*R)} es un espacio de Banach con la

2 2 2

s, Hf”s + ||f||LE(R)

6. Si X, Y son espacios de Banach, B(X;Y) es el espacio de los opera-
dores lineales continuos de X en Y dotado de la norma [Tz x.y) =
SUp||z=1 [[T2[]. St X =Y escribiremos B(X) en vez de B(X;Y).

7. Escribiremos

o

norma || f

A, = —00% — (00, + 00?) (1.4)
bu(€) = i€l€] + p(l] — [€1%) (1.5)
E,(t)¢ = "¢ = ("O'9),
donde >0, £ € R, ¢ € H*(R) y o es dado por (1.2).
8. A*=(1-02)%.
9. [A, B] notara el conmutador de los operadores A y B.
2. LA ECUACION LINEAL

Esta seccion la dedicaremos al estudio de la solucién de la ecuacion lineal
asociada a (1.1), que por comodidad escribiremos:

u +Au=0
w(0) = 6, (2.7)
donde A, es dado por (1.4) y ¢ € H*(R) 0 ¢ € F .
Teorema 2.1. 1. E, : [0,00) — B(H*(R)) es un C°-semigrupo en
H*(R). Ademds,
”Eu(t)”B(Hs(R)) < et (2.8)
2. Sea X € [0,00). Entonces, E,(t) € B(H*(R), H***(R)), para todo t >
0, s € R y satisface la desigualdad:

IBu(6)8]l,yn < Cx(e" + (ut) )1l , (2.9)
para toda ¢ € H*(R), donde C) es una constante que depende sélo de
A
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Demostracion. La prueba de la primera parte es estdndar y se obtiene como
consecuencia del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue y de la
desigualdad |ebs(©)t] = ent(E1-IE1") < ent Esta desigualdad junto con las desi-

gualdades:
22 _2ut(|€]—1€I®) A _2ut AN? a
sup 22 2HUUSIZIER) < 9Ae2ut o [ ) o735 (2.10)
£€R ut
y
2 +oo 3 n
HEu(t)‘b”sH :/ {(1+§2)Ae2ut(|§|—|§| )}(1+§2)5|¢(§)|2d§
< sup {(1 + €2 e2HE-IEy )| 2
£€R
< Cysup {(1+ )€Y g 2
¢er

ga@“?y@&M*mww
e

< Ca(E + (ut) )9,
implican (2.9), pues de (2.8) y la desigualdad 1 — 5% > % si €2 > 2 se tiene que

EAIEIER) < qup A 2HEIIER) o gy A 2utEIE) 9 7)

|€1<v2 |€1>v2
<2 sup 2MtUE-IER) L qup g2 2mtlél (2.12)

l€1<v2 |€1>v2
< 20t | gup £ e~ 2t (2.13)

£eR
O
Proposicién 2.1. La dnica solucién de (2.7) es

u(t) = E,(t)o. (2.14)

Es decir, la aplicacion t € (0, +00) — u(t) = E,(t)¢ € H*(R) es la dnica que

satisface que

lim

u(t+ h) — u(t)
h—0 T

=0. (2.15)
s—3

— BLu(t)

Demostracion. Sean ¢, ¢ € H*(R) y u, v € C([0,T); H*(R)) dos soluciones
del problema (2.7) tal que u(0) = ¢ y v(0) = . Entonces, w(t) = u(t) — v(¢)
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satisface (2.7) con dato inicial w(0) = ¢ — 1), luego

1d

5 d Hw(t)HngQ = — (oA Pwag, A Pw)o — (oA Pw, + oA Pwya, ASTPw)o

(1€° = D@ + &) |a(g)[* dg

—H/{§I<1}U{|£|>1}
< / (€] — €)1+ €2) 3 |a(e) [ de
[€]<1

< / (1+E2)=3@()|? de
[€1<1

< pllw ()], 5% (2.16)

donde hemos usado que 00, es un operador antisimétrico en H*(R). Ahora,

integrando desde 0 hasta ¢ y aplicando la desigualdad de Gronwall obtenemos

[u(®) = v(®)llo—s < 16 = Pll,_ge™, (2.17)

que implica la unicidad, como consecuencia de hacer ¢ = 1. La prueba de
(2.15) es estandar y es consecuencia del teorema de la convergencia dominada
de Lebesgue, de las propiedades del semigrupo {E,(t)} y de la desigualdad del

valor medio. 0

Nuestra intuicién nos llevarfa a pensar que u(t) = E,(t)¢ € S(R) si ¢ €
S(R). Desafortunadamente esto no ocurre. Para ver esto, estudiaremos el pro-
blema (2.7) en los espacios de Sobolev con peso Fs . = H*(R)NL2(R), pues las
normas de estos espacios forman un sistema fundamental de seminormas para
S(R) (a este respecto vea por ejemplo [11] o [17]). Comenzaremos esta labor
con:
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Lema 2.1. Sea F,(t,€) = e donde b, (€) = i&|¢| + (/€| — |€]3). Entonces,
OeFu(t,€) = tlusgn(§) + [€](2i — 3p)]Fu(t,€) (2.18)
OFFu(t, €) = 2utd + t[2i sgn(§) — 6ul¢||F,(t, )+

+ [ sgn(€) + [€](20 = 3u€)PFu(t, €) (2.19)
RF,(t,€) = 2uts’ + 4its — 6t sgn (&) F,(t, &)+

+ 12 [6ip + 6(p? — 2)& — 5dipug? + 54uE3F,(t, &)+

+ [ sgn(€) + [€](20 — 3uE)PFu(t, €) (2.20)
OLF,(t,€) = 2uts” + 4its' + 2(p>t® — 6ut)d+

+12[6(p* — 2) — 108iué + 16217 €% F, (t, €)+

+ 3[120p% 4 12u(p? — 4)€ — 24i(2 + 3u2)E% + (288 — T2u%)E3 +

+ 324ip2¢" — 324°€%) sgn(€) Fu(t, )+
+ 4 [psgn(€) + [€](2i — 3ud)] Fu(t, €) (2.21)
Ademds, para j > 4 la j-ésima derivada de F,(t,§) tiene la forma:

j—4 j—1
OLF,(t,€) =2ut6VU ™) + 4it6 U= + 3 " p(1)6*) +> " t¥[gi (€)
k=0 k=0

+ 5(€) sgn(€)]Fu(t, &) + t/[nsgn(€) + |€](2i — 3u&)) Fu(t,€),
(2.22)

donde 0 es la funcidn delta de Dirac, pi(t), qr(§) y sk(§) son polinomios tales
que grad(py(t)) < j — 1, grad(q(§)) < 2j — 3 y grad(sk(§)) < 2j — 3.

Demostracion. Un célculo directo prueba (2.18)-(2.21). El principio de induc-

cién nos permite obtener (2.22). O

Teorema 2.2. Sea p1 > 0. E, : [0,+00) — B(F,) es un CY-semigrupo para

s, €N, s >r y satisface que

(a.) Sir=0,1
I1E.®)¢ll g, < Or)lollg,, para todo ¢ € Fy (2.23)

donde ©,(t) es de la forma
3r—1

pHv""(t)eﬂt + Z klvﬂtl/?)
=1
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tal que ki, es una constante que depende de p y p,(t) es un polinomio en t

de grado r con coeficientes positivos dependiendo sdlo de .

(b.) Sir>2y¢eFs,, E,cC([0,00]; Fsr), siy solo si,
(826)(0) =0, j=0,1,2,--- 7 —2. (2.24)
En este caso, también se tiene una estimacion como (2.23).

Demostracion. El lema anterior junto con la desigualdad

1B (8l 5. 2 = B8], + 1Bl ,”
+oo
< ]2+ / (1+ 22)7| B, ()6 da

—o00
+oo

<ceoly, e [ ORONOP A (225)

implican el resultado. U

Nétese que la unicidad del problema (2.7) en F, es una consecuencia de la
teorfa en H*(R).

Teorema 2.3. Sea p >0 fijoy ¢ € Fs,r cons,r €Nys>r. Sir=0,11la
solucion unica de (2.7) en Fs, estd dada por u(t) = E,(t)¢. Sir > 2, (2.7)
tiene una solucién en Fs . sty solo si (2.24) se cumple. En este caso la solucion

es unica y estd dada por u(t) = E,(t)o.

3. TEeORIA LocAL EN H*(R) Y EN F51(R)

En esta seccién probaremos que el problema (1.1) es localmente bien puesto
en los espacios de Sobolev H*(R) y F; ,, para ciertos valores de los pardmetros
syr.

Teorema 3.1. Si s > 1/2, el problema (1.1) es equivalente a la ecuacion

integral

u(t) = E,(t)¢ — /O E,(t —7)0pu?(T)dr (3.1)

Mads precisamente, si u € C([0,T]; H*(R)) con s > 1/2, es una solucion de
(1.1) entonces u satisface (3.1). Reciprocamente, si u € C([0,T]; H*(R)), con
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s> 1/2, es una solucion de (3.1) entonces u € C1([0,T]; H*~3(R)) y satisface
(1.1) con derivada dada por

lim

u(t+h) —u(t)
h—0 T

~ Buu(t) + 5(0,0) (1)

=0. (3.2)
s—3
Demostracion. La primera parte de la prueba es consecuencia del método de
variacién de pardmetros y de observar que el término no lineal d,u? tiene
sentido, pues puede considerarse como una distribucién temperada, ya que u?
es continua y se anula en infinito para s > %7 en virtud del Lema de Sobolev. La
segunda parte se obtiene por reemplazar la u de la ecuacién ecuacion integral
(3.1) en la parte derecha de (3.2) y luego usar las propiedades del semigrupo
junto con el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue (para més

detalles vea [13]). O

Teorema 3.2. Sean p > 0 y ¢ € H*(R), con s > 1/2. Entonces, existe
T =T(|¢|l4 1) >0 y una dnica solucion u € C([0,T]; H*(R)) de (1.1).

Demostracion. La idea de la prueba es aplicar el teorema de contraccion de
Banach a la funcién definida por el miembro derecho de (3.1) en un espacio

adecuado. Con este fin, sean M >0y

t
(AN = Bu(o — 5 [ Eule =)0, e (33)
0
definida en el espacio métrico completo
X,(T) ={r e C([0,T]; H*(R)) : [If(t) — Eu(t)oll, < M}, (3.4)
con métrica dada por

d(f,9) = If = glls .00 = sup [[f(t) = 9@,

te[0,7]

La prueba es consecuencia de observar que:

1. Si f e X,(T) entonces Af € C([0,T]; H*(R)). Esto es consecuencia de
la propiedades del semigrupo {E,} y del teorema de la convergencia

dominada de Lebesgue
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2. Existe T' > 0 tal que A(X4(T)) C X,4(T). En efecto, para u € X,(T),

por (2.9) y la desigualdad del valor medio se tiene que

I(Au)®) = B0l < 5 [ Bt =)ol r)], ar

C
< O+ AT 2) (T 1+ (W)
C
< O 4 AT 2 (e T 4 (TP, (35)

Eligiendo T > 0 de tal manera que el lado derecho de (3.5) sea menor
que M obtenemos lo querido.
3. Finalmente, probemos que existe T' > 0 tal que A es una contraccién

sobre X,(T"). Con esto en mente observemos primero que:

[ =) ()|, = [l = v)(u + 0)(7)]], < Cll(w =) ()| ,(M + [ Eu (7))
< C(M + T[]l )lult) — v(t) (3.6)

Hs,oo’

para u € X4(T), con s > 1. Por lo tanto, (3.6), la desigualdad del valor
medio y (2.9) implican que

(AW = A, < 5 [ 1Bt = Dla)a(r) = @) dr
0

<+ TNl )T =1+ (WD)*?)|lu(t) — o(t)]]

5,00

< = (M + e o)l ) (WTet™ + (WT)*?)|[u(t) —v(D)]

5,00

=|Q=|

Eligiendo T' > 0 tal que Q(M + etT|| || ) (uTerT + (uT)?/3) < 1,
i
resulta que A es una contraccién sobre X,(T).

De (1) - (3) se sigue el resultado. O

Teorema 3.3. El problema (1.1) es localmente bien puesto en H*(R), pa-
reg s > % Mds precisamente, para ¢ € H*(R), existen T > 0 y una inica
u € C([0,T]; H*(R)) que satisface (1.1) y tal que u € C([0,T]; H*~3(R)).
Ademds, la aplicacién ¢ € H*(R) — u € C([0,T]; H*(R)) es continua en
el siguiente sentido: Sean ¢, € H*(R), n = 1,2,---, tales que ¢, — & y
sean u, € C([0,T,]; H*(R)) soluciones de (1.1) con un(0) = ¢n. Entonces, las

soluciones u,, pueden ser extendidas si es necesario al intervalo [0,T] para n
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suficientemente grande y

lim sup [[u(t) —un(t)]|, = 0.

e 0,T)
Demostracion. Del teorema 3.2 vemos que sélo resta probar la dependencia
continua. Con esto en mente, observemos que de la forma como se eligié el T’
en las partes 2 y 3 de la demostracion del teorema 3.2 se obtiene que T =
T(w,||¢ll;) > 0 es una funcién continua de [|¢||,, por lo tanto, las soluciones
u, pueden ser definidas en el intervalo [0,7] para n suficientemente grande.
Las desigualdades (2.8) y (2.9), junto con el hecho de ser H® una algebra de

Banach, para s > 3, implican que
lun(t) = u(®)ll, < €T lign = @ll, + ;/O 1Bt = )00 (uf, — ) (7)) dr
< eTign = ¢ll, +C /0 () (e =) — ()| e
< eTlgn — ¢ll, +C /O (T e = ) = )7 + )],
< e Tlgn — ¢ll, +C /0 T (= 7))+ ), — ()]

t
< o, = gl + K [ (T + (= 7)) funr) )

donde, K = K(||¢]|,) = C(M+eT||¢|,) > ||un(t) + u(t)||, que es consecuencia
de que u, u,, € X5(T). Por lo tanto, la desigualdad tipo Gronwall del Lema 7.1.2
de [6] implica que

2.3
[n = ull, o0 < T llén = ILE(KT(3))2T), (3.7)
donde E(s) = Y77 Cys™, con Cy = 1, % = % y I' la bien conocida
m 3 3
funcién Gamma. Esto prueba el teorema. O

Teorema 3.4. Sea ;1 >0 y ¢ € F21(R). Entonces, existe T(||plz, 1) >0y
una dnica u € C([0,T]; F21(R)) que satisface la ecuacidn integral (3.1).

Demostracion. La prueba de este resultado sigue los mismos lineamientos de
la demostracién del teorema 3.2, salvo que la aplicacién en (3.3) es definida en el
espacio métrico completo Xo,1 (1) = {f € C([0,T]; F2,1(R)) : [[f(t) — Eu(D)9ll 5, , <
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M} cuya métrica viene dada por
d(f,9) = 1f () =9z, , .00 = sup [[f() =9(®)l£,,-
’ te[0,T] ’

Los detalles restantes, salvo ligeras modificaciones, son los mismos que los rea-
lizados en la prueba del teorema 3.2 y se dejaran a cargo del lector curioso. [

La prueba de que d;u € C((0,T]; L3(R)) es consecuencia de los siguientes
resultados cuyas pruebas son las mismas, salvo leves modificaciones que las

presentadas en [4] para el Lema 5.3 pdgina 41 y el corolario 5.1 pagina 44 y
por lo tanto las omitiremos.

Lema 3.1. Sea >0y ¢ € Fo1(R). Sea u € C((0,T]; F2.1(R)) la solucion de
la ecuacion integral (3.1). Entonces O%u € C((0,T]; L3(R)), para k = 0,1,2, 3.
Ademds, a0ku € C((0,T); L3(R)) con k =1,2,3.

Corolario 3.1. Sean 1> 0 yu € C([0,T7; F2,1(R)) la solucion de la ecuacion
(1.1). Entonces dyu € C((0,T); L3(R)).

4. TEORIA GLOBAL EN H*(R)

En esta seccién obtendremos cotas a priori para las normas |lul|, con s > 1,
donde u es la solucién de (1.1) obtenida en el teorema 3.2, lo que implicarfa
que la solucién puede extenderse a cualquier intervalo de tiempo [0,7]. Este
resultado global se obtendra a partir de estimativas a priori para las normas
llull; ¥ llully, la estimativa del conmutador de Kato-Ponce [12] y la desigualdad
(2.9). Empezaremos esta labor con:

Lema 4.1. Sean ¢ € H*(R) y u € C([0,T]; H*(R)) la solucién de (1.1) con
u(0) = ¢. Entonces

lully < llgllge"” (4.1)
lzlly < 116/ loexpf T (21l e T + 5p1)} (4.2)
lzally < 116" loep{T (n=°5* [ ¢lly" ™™ + 5u)} (4.3)

Demostracion. Comenzamos probando (4.1), para ello multiplicamos la ecua-
cién (1.1) por u y usamos (2.16) con s = 0 para obtener:
1d

5%”“’“02 = —(U,Uuw)o - (u; Uuwx)o - M(uv Uu:p)O - /J(UvUUmz)o

<u / ()P de < pulull, (4.4)
[¢1<1
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Integrando esta desigualdad entre 0 y ¢ y aplicando la desigualdad de Gronwall
se deduce (4.1). Para probar (4.2) hacemos w := u, y derivamos respecto a x

(1.1) para obtener:
wi + w? 4wy + oWep + p(OWy + CWerr) =05 w(-,0) = ¢'(+). (4.5)

Multiplicamos esta ecuaciéon por w para obtener la siguiente identidad:

1d. 5
5@”“’”0 = _(wa w2)0 - (wvuwx)O - (U), mem)O - N(w,owz) - ,Uf(wvawmzz)v

(4.6)

por lo tanto (4.6) se transforma en

1d
3 grlullo” < lalfellolly® + €/ luely®) + 1 [ 16l o de - (4.7

donde hemos usado que 2(w, uwg)o = [ u(w?), dz = —(w,w?) y que

1/2||w 1/2)

(w, uwz)o < [l llullollwally < (wlly [ullollwello

2 — 2
lullg < llullg(ellwlly” + €2 lwallg*)

zllo

1/2 3/2

= Hw”o wa”o

que se obtienen a partir de la desigualdad de Gagliardo-Nirenberg junto con la
desigualdad de Young. La desigualdades (4.1) y

/(|§|—|£\3)Iw(£)\2d£§/ (I£|—|§|3)I1D(£)I2d£+/ (€] = €)@ (&) de
R l€]<2 \

£1>2

<Clluly+ [ (16~ el P de

1€1>2

< Jwlly® - /|§|>2€2|u7(£)|2d£,

que se obtiene de observar que x — x® < —a?, para x > 2, transforman (4.7)

€n:

ld 2 2 —1/3 2 2 2|00\ 12

S gewllo™ < llullg(ellwlly™ + 7wl )+M<||w|\o - &l (8) df)
|€1>2

< (ellpllge™™ + mllwlly® + € /2|1 pllge" llwally” — u/g 2£2|w<s>|2ds
>



32 RICARDO A. PASTRAN RAMIREZ Y GUILLERMO RODRIGUEZ-BLANCO

w3
Si hacemos, € := (M) > 0, esta tltima desigualdad se transforma en:
I
1d llly" e

2 2 2 ~
il < (P ) oll? + {llwely” = [ e ac)

= 1ol T+l [ €l dg
[€1<2

< (u2llly " e ™ + 5wy (438)
Integrando entre 0 y ¢ ambos lados de (4.8) y aplicando la desigualdad de
Gronwall, se deduce (4.2). Resta probar (4.3), para ello, hagamos v := w, = Uz,
y derivemos (4.5) con respecto a x para obtener:

vy + 3wWU + Uy + OVge + 10Uy + VL) = 0;  v(0) = ¢”. (4.9)

Haciendo el producto interno de esta E. D. P. con v obtenemos
1d

5%”@\\02 = =3(v,wv)g — (V,uvz)0 — (V, 0V )0 — (v, 00 )0 — (v, CVzza )0
= 5(v,uvy) — p((v,005)0 + (v, 0Vzz3)0), (4.10)
donde hemos usado: —2(v, uvy)g = —2(vvg,u)o = —((v?)z, u)o = ((v?),uz)o =

(v,vw)g para obtener la dltima igualdad. Siguiendo el mismo procedimiento

que se empled para probar (4.2) se tiene que:

1d _ .
5 wllo? < Sllullg(elloly + € lex o) + (Il - / &2o(¢)|* d)
< (5ellglloe™ + wllolly® + 52l llge  Tlvally* - M/E , 10()I* de.
>
Esta desigualdad se transforma en :
1d _
5%”@\\02 < (u*5 16 ]l e + 5oy, (4.11)
. (Bllllge N3 : ,
sie:= B > 0. Integrando (4.11) sobre [0, ¢] y aplicando la desigual-
dad de Gronwall se obtiene (4.3). O

Lo siguiente que haremos es obtener estimativas a priori para las normas
[lul|,, de la solucién de (1.1) con s > 1. Con esto en mente, sea s > 2. Aplicando
el operador A% a la E.D.P. en (1.1) y haciendo el producto interno en L*(R)
con A*u obtenemos que:

(Or(A°u), Au)g = — (A% (uug), Au)o — (0N Ugy, Au)g
— p(oNuy + oA Ugpe, A%u)o. (4.12)
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El segundo término de (4.12) es cero pues el operador 0d,., es antisimétrico. Pa-
ra estimar el primer término de (4.12) utilizamos la estimativa del conmutador
de Kato-Ponce [12], para obtener:

—(A®(uug), Au)o = —([A%, u)Oru, A%u)g — (w0 A%u, Au)g

1
= —([As7u]8a;u, ASU)O + 5 / UI(ASU)Q dm
R

IN

s s 1 2
ITA®, wldsullg[A%ullg + 5 sl oo llull

s 2, 1 2
< Clluzlloo [A%ully” + 5 lluallog l1ul

Por lo tanto, 4.12 se transforma en:

1d
3l S Clualclbil? i [ (el = I+ €2 face) e

1€1<1
< Cllug |l lull,? + s /Wu L+ E2)0la(e)? de.

Integrando esta tultima desigualdad desde 0 hasta ¢, resulta que

t
lall,* < 81, +/O 2(p+ Cllu ]l o) Ju(r)|,* dr (4.13)

Como ||ug| o, < [Jully < K = K(|||l5, 11, T'), que se obtiene a partir de los lemas
de Sobolev y 4.1, (4.13) se transforma en:

t
2 2 2
Jull* <90, + [ 2+ CRYutr)) 2,
por lo tanto, la desigualdad de Gronwall implica que:
t
lu(®)]],* < ||¢>H526:17p(2/ (1 + CK)dr) = ||¢]| 2e> 5, (4.14)
0

Teorema 4.1. Sea ¢ € H*(R), con s > 2 0o s = 1. Entonces, (1.1) es global-

mente bien puesto en H*(R).

Demostracion. Este resultado es consecuencia directa de la ecuacién (4.14), del

lema 4.1 y del teorema 3.3 de la buena colocacién local de (1.1). i

Teorema 4.2. Sean > 0 y ¢ € H*(R), con s > 1. Entonces, el problema
(1.1) es globalmente bien puesto en H*(R).

Demostracion. Del teorema 4.1 vemos que sélo resta obtener estimativas a

priori para la norma ||u||, de la solucién de (1.1) con 1 < s < 2. En virtud del
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teorema 3.2 tenemos que

ut) = Bty =5 [ Bult =)o) ar

Sea A € (0,1). La desigualdad (2.9) con s =0y 1+ A, en lugar de A, junto con
(4.1), (4.2) implican que:

1 t
0@l r < 1EW @l 5+ 5 / Bt = 7) 0u(u(r)] ., dr
t
< H|8]l s 5 + O / (M=) 4 (u(t — 7))~ HIB) [0, (w2 ()| dr
0
t
< el n + Ca / (M=) 4 (u(t — 7))~ HIB) () 2 dr
0

t
< e lan + OOT) [ (O 4 (ult = 7)) dr
0

3 2-2
< o o) (T + — 25
6111+ COLT)( T )
3 2-2
< e |glly 0+ CAT) (TeﬂT + mT s >7 (4.15)

donde C(\,T) = C), (”¢H0262uT + H(b/HOQGQT(M_3|\¢H04e4uT+5;4)> que se obtiene
como lo mencionamos anteriormente a partir de (4.1) y (4.2). Por lo tanto, la

estimativa (4.15) muestra que la norma |luf|,, , permanece acotada. O

5. PROPIEDADES DE DECAIDA DE LA SOLUCION

En esta seccién obtendremos ciertas propiedades interesantes correspondien-
tes a las soluciones del problema (1.1) en los espacios F21(R) y Frr(R) =
F-(R), con r = 2,3. Las demostraciones de los siguientes resultados, salvo por
leves modificaciones, son semejantes a las hechas por Iério en [8] y en [9] pa-
ra la ecuacién de Benjamin-Ono. Sin embargo, presentamos un esbozo de las
demostraciones.

Teorema 5.1. Sea ¢ € F21(R). Entonces, existe una unica solucion
u € C([0,+00); F2,1(R)) del problema (1.1) tal que dyu € C((0,+00); F—_1 1(R)).

Demostracion. Sélo resta obtener una estimativa a priori para la norma ||zu(t)||,,
pues el resto es consecuencia del teorema 4.2 y el corolario 3.1. Con esto en men-

te, multiplicamos la ecuacién (1.1) por x y luego hacemos el producto interno
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en L?(R) con zu, para obtener:

f—|\xu(t)||o2 = —(zu, zuuy)o — (U, TOULy )0 — p(zu, (oUy + OUzez))o-

(5.16)

Ahora obtendremos estimativas para cada uno de los términos del lado derecho
de (5.16). Con este fin, observemos que el primer término es estimado a partir
de la desigualdad de Holder. En efecto,

2 2
|(zu, zutg)o| < [z o lzully”™ < elfullyllull 2™ (5.17)

La estimacién del segundo término es:

— (22U, xOULz )0 = — (22U, [T, 004z U + 004z (zu))o
= —(a’:u7 [x, aam] ’u)o — (x'lh an:v(xu))o
= —(xu, [z, 00.:] u)o
[

< 2full, ull 2. (5.18)

donde hemos usado que el operador 00, es antisimétrico y que el conmutador
[z, 0] Ozpu = 0. La estimacién para el tercer término de (5.16) se obtiene esen-
cialmente de la misma forma que se empled para obtener la estimativa del

segundo término y es:

—(2u, xouyg)o = —(zu, 2,005 u + 00z (xu))o
= —(au, [z, 0] Ozu — 0 [0y, ] u)o — (zu, 00, (zu))o
= (zu,0 [z,0,]u)o — (zu, 00, (xu))o

—(zu, ou)o — (zu, 00, (zu))o

< lloullylzuly — (2w, 00, (zu)o. (5.19)
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Resta estimar el Ultimo término, para ello procedemos de igual manera como
se hizo para obtener la estimativa (5.19), luego
—(2U, XOUz gz )0 = —(TU, [T, 00pss] U + 00zzz(21))o

= —(au, [z, 0] Opgztt — 0 [Orga, T] )0 — (TU, 00pzy (U)o

= (zu, 0 [T, Opza| U)o — (U, 00zss(Tu))o

= —(zu, 00,5u)0 — (TU, 0024z (Tu))o

< NloBustullglloully — (21, 0Dy (@u))o

< ||u||2||uHL§ — (2, 0022z (zu))o- (5.20)
De las estimativas (5.17),(5.18),(5.19),(5.20), la identidad (5.16) se transforma
en

1d

2 2
3 g lru®lly” < cllullsllull ™ + 2ullllull .z + lullgllzully + llullpllull s

— (2w, 00z (zu))o — (XU, 00zy(2u))0
< K(T)|ull 2 + C(T), (5.21)

donde C(T), K(T') son funciones de T que se obtienen de la estimativa de la nor-
ma ||ul|,. En esta estimativa también usamos que (zu, —00, (xu) =00z (1)) <
|z 02 que es una consecuencia de la identidad de Parseval y de la desigualdad
€] — |§\3 <0, si & > 1. Por lo tanto, el resultado se obtiene de la desigualdad
de Gronwall y de (5.21). O

Teorema 5.2. Sean > 0 y T > 0. Supongamos que u € C([0,T]; F2(R)) es
la solucion de (1.1). Entonces u(t,0) = 0, para todo t € [0,T].

Demostracién. Multiplicando (1.1) por 22 obtenemos
Or(2%u) = —2*udpu — 2°00%u — pa?(cdyu + cdiu) (5.22)
Por hipétesis, z2u(t) € L*(R), para todo t € [0,T]. Luego
udaly < sl luly < Bulgll?ulye (529
y por lo tanto y(t) := 2%(ud,u)(t) € L*(R), para todo t € [0,T]. De esto se
sigue que v € C([0,T]; L*(R)), pues
1v(#) = (o)l < [l u(®)|[0s (u(t) = ulto)) | oo + 10 (o)l o [|2* (ult) — ulto)) ],
< lu) | g, [lu() = ulto)lly + llulto)llollu(t) — ulto)ll 5,- (5.24)
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Aplicando la transformada de Fourier en (5.22) se obtiene:

Q0Z(t,€) = A(£)(€) — 102 (sgn(€)€¥(t, €)) — pdZ[ sgn(€)(—€ + E3)i(t, €)].
(5.25)

Como u(t) € F»(R) para todo t € [0,T], se tiene que
BO(E) = R (sgn(©)€a (1, 9))
= sgn(€)(2u(t, €) + 4€0¢u(t, €) + E207u(t, €)) € C([0,T]; L2 5(R)).

De la misma manera, se cumple que

—

92 [sgn(€)(—€ + €2)a(t, €)] = —26(¢)u(t,0) + w(t)(€), (5.27)
donde
R(D)(€) = —2 sgn(€)et(t, €) — € sgn(€)Z(t,€) + 6¢ sgn(€)alt, €)+
+ 662 sgn(€)dcu(t, €) + & sgn(§)dZu(t, €) € C([0,T); L2 5(R)). (5.28)
De (5.25), (5.26), (5.27) v (5.28) se obtiene que

—_—

0:0%i(t, €) = (1)(€) — iB(D(€) + 2u8()a(t,0) — pa(H)().  (5.29)

Integrando ahora (5.29) entre 0 y ¢, encontramos que

2u6(€) / t a(t’,0)dt’ € C([0,T]; L% 5(R)), (5.30)

lo cual implica que ’
/t a(t’,0)dt’ =0, para todo t € [0, 7], (5.31)
y por lo tanto u(t, 8) = 0, para todo t € [0,T]. O
Observe que la ecuacion u; = —ut, — OUgy — p(0Uy + OULe,) junto con el

teorema anterior implican que
~ 1 »
ou(t,§) = Ton /R(—uuw — OUgy — p(OUy + OUgay))e S dx
y en particular que
N 1
oyu(t,0) = \/—2? /(—uux — OUgy — p(OUL + OUgyy)) dx = 0.
R
Por lo tanto, @(t,0) es una cantidad conservada para el problema (1.1).

Teorema 5.3. Sean >0y T > 0. Supongamos que u € C([0,T]; F33(R)) es
la solucidén de (1.1). Entonces u(t) = 0, para todo t € [0,T].
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Demostracién. Multiplicando (1.1) por 2 obtenemos:
Op(x3u) = —2*udyu — 2300%u — px®(00,u + cdu). (5.32)
Como z%u(t) € L?(R), para todo t € [0, 7], entonces
ool < ol le®ul, < lullllebally (539

y por lo tanto, y(t) := x3(ud,u)(t) € L*(R), para todo t € [0,T]. De manera
similar al teorema 5.2 se sigue que v € C([0,7]; L*(R)). Tomando la transfor-

mada de Fourier en (5.32) se obtiene que:

0088, €) = —in(£)(€) + 102 (sgn(€)€%a(t, €)) + iudl [ sgn(€) (=€ + €3)a(t, €)].
(5.34)

Observemos que
92 (&%u(t,€)) = 6u(t, &) + 1860zu(t, ) + 92 dFu(t, €) + €2 9¢u(t, €)
€ C([0,T7; L 4(R)), (5.35)
y que
9Z[sgn(€)(—€ + €3)u(t, €)] = de(—20(£)a(t, 0) — 2 sgn(€)deult, )
— Esgn(€)OFu(t, €) + 6€ sgn(E)u(t, £)+
+ 662 sgn(€)deu(t, €) + & sgn(€)dZu(t, €))
= —20'(£)u(t, 0) — 48(€)a(t, 0) + T()(€), (5.36)
donde
T(t)(€) = — sgn(&)OZult,€) — £ sgn(€)OZu(t, )+
+ 6 sgn(E)u(t, £) + 18 sgn(€)det(t, ) + 92 sgn(§)dgu(t, §)+
+ & sgn(€)0¢u(t,€) € C([0,T]; L? 4(R)). (5.37)
De (5.34)-(5.36) obtenemos que:
—i0,080(t, €) = — (1) (€) + B2 (sgn(€)€2u(t, €)) + iul (£)(€) — 2ind (€)a(t, 0)
— 4ipd(€)0eu(t, 0). (5.38)

Integrando (5.38) entre 0 y ¢, tenemos que:

2 (€) /O A, 0) dt’ — 4ipd (€) /0 dei(t',0)dt’ € C([0,T); L2 5(R)). (5.39)
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t t
/ A, 0) dt’ = / dei(t!,0) dt’ =0,
0 0

para todo ¢ € [0,T]. La tltima expresién implica que

Entonces

u(t,0) = Ocu(t,0) =0, (5.40)

para todo ¢ € [0,T]. De otro lado, tenemos que u satisface la ecuacién integral
1 t

u(t,) = E,(t)o(-) — 5/ E,(t—7) Dy (u?) (7, ") dr (5.41)
0

para t € [0,T]. Haciendo, v = u? y w = d,v, tomando la transformada de

Fourier de u(t) en (5.41) se obtiene que
it €) = -1 / Bl r€)dr (5.42)
Derivando tres veces (5.42) respecto a &, se tiene que:
Ot ) = De(OFFu(t, €)B(E) + 20e Fu(t, €)De(&) + Fu(t, €)026(€)
—7/85 (ngT—/agF (t —7,6)0cw(r, €) dr
/ Fu(t -, 6)02@(r, €) dr)
= OFF,(t, ©)0(€) + BOZF(t, )0 d(€) + 30 Fu(t, )02 (&)
T E(LORHE) - 2 / G2F(t — 7, )0 (,€) dr

—f/ 85 —7,8)0:w(r,§) dT—*/ OcF, t—Tf)agw(Tf)

_1 / F(t - m.6)0%0(r,€) dr (5.43)
Como p > 0, ¢,u,v € F3 y usando el lema (2.1) resulta que:

e F(t, ©)020(€) = tlnsgn(€) + [¢](2i — 3p&)]Fu(t,€)0Z6(€) € C((0,T]; L*(R))
(5.44)

F(t,€)36(€) € C([0,T); L*(R)). (5.45)
Ademais

0zt(r,€) = i(20¢0(7, &) + £0F0(7,€))
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y
02(r,€) = i(3080(r.€) + €T~ ).
Entonces
3 t
-3 [ om-rokamedr e cO.ILA @), (40
0
y
1 t
-5 [ B-rogac e ecoir®). 67
0

Igualmente obtenemos que

OZFL(6.)0(6) = Fi(t.€) + 4itd(E)S(E) + 208 (©)D(E),  (5.48)
donde fi(t,&) € C([0,T]; L?(R)). Utilizando (5.44)-(5.48) y consideraciones
similares con los otros términos de (5.43), deducimos que

OFU(t, €) = F(£,€) + 2utd" (€)H(E) + 4itd(€)H(E) + 688 (€)Ie(€)

-5 [ e - ns©at - 5 [ i - na©ae

3

-3 | 2utt=ns@ocitr¢) ar (5.49)

donde f(-,£) € C([0,T); L*(R)). Como 8(£)Deh(€) = 6(¢)dep(0) = 0, se cumple

que

D2t €) = F(£.€) + (2utd(€) — / (t — 7Y@ (r, €) dr)5(€)

+ @itg(6) =21 [ (=)t €) dr =3 [ (1= )06 (7. dr)i)
(5.50)

Como 85317(@5) y f(t,€) son funciones medibles para todo t € [0,T], se sigue

de la ecuacién (5.50) que

2t (0) — “/o (t—7)@(r,0)dr =0  (5.51)

4it(0) — 2i /O (t — 7)id(r, 0) dr — 3 /O (t — P)3ei(r,0)dr = 0. (5.52)
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Pero, w(7,0) = 0,v(7,0) =0y ¢(0) = 0 por (5.40), entonces

/t(t — 7)0¢w(T,0)dr =0 (5.53)

Sea t € [0,7]. Como u(t) € F3 se puede ver que zu(t) € L3(R). Entonces,
ru(t) € H*(R) y por lo tanto, zu(t,-) € L' (R). Asi que

/|x81u(t)2|dx = 2/ |zu(t)Ozu(t)| de < 2||0zu(t)]] /0 / |zu(t, z)| d

< 2fju(t)[[pllwult, )l 2 < +oo. (5.54)
Como
1 )
zw(t, &) = 10:w(t, €) = —/az Apu)(t, z)e " da,
(1.9 = ivea(t.€) = <= [ a(0?)(t.0)
entonces
Iy i 1 2
0:w(t,0) = ——— [ 2(0,u®)(t, ) do = ——||u(t . 5.55
Combinando (5.53) y (5.55) obtenemos que
t
| =l ar=o (5.56)
0
para todo t € [0,T]. De (5.56) se concluye que |[u(t)||, = 0 para todo ¢t € [0,T].
Esto completa la demostracién. O
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