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EL PROBLEMA

L witnctica  1a geomeria son, en el desarollo habitual e 1a

en la primera como en la segunda etapa de EG.B. los alumnos se
encuentran con multitud de fenomenos numéricos y geomélricos y s
familiarizan con ellos. Es s6l0 en un estudio ultérior cuando se les

ropone una teoria matemitica, en la que los conceptos toman forma y
son iz enrzonaienosd o e s dscaral puno devisa
emptico por I general La cascana lbiual de anlss procede de
n mods, Has qu no tiench 16.3h0s aproximadamente, s alumnos
o oyen ni siquiera hablar del infinito, de la idea de limite, ctc. La
ensefianza del andlisis no pasa por ninguna fase previa de cardcter
exprimentl. El resulado c quea pate e Jos 163, o alunnos
deben asimilr, al mismo tiempo, Ios fendmenos asociados a 1as apa-
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previas, simplemente porque tal conjunto no cxiste. H.
Frcmlcmhal \ms) $a ucstoeneideeia s diclades qu it
stado de

en ese campo. podemos afcmar que los alumnos o tiencn un rendi-

e caa e expliom u reaidad b coconirrs 0 o ereno
isemoligico Sipnka, 1935, 187, 1989),en cl terreno diddctico
(Orton, 1983a, 1983b), y en el terreno psicoldgico (Tally Vinner, 1981).
mo ocurre con todo hecho didictico, éste se presta a miltiples
interpretaciones. Los psicologos, pedagogos, profesores de matemiti-
casy alumnos dartan s expliacons, ol prio, dignas de
interés. Per considerada aisladamente, e
Siiontepar dacueatde 1 oand de fenémeno. Esto o impide
que toda investigacion presuponga la eleccién de un punto de Vista
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particular, forzosamente reductor, pero que permita cucstionar eficaz-
‘mente Ia realidad de uno u otro de sus aspectos. En las ciencias llama-
das clisicas, esta selccion vene determinda por ol pradigma en
curso en cada una de esas disciplinas y que, en una época dada,

enifica

Pero, gse pi

e a enruijada de muchas i discipinas y sscia odavi, e el
momento sctusl, milipls debais, |

Enfrentados 4 esa doble reali optado por reconocer la
complegdad de la teora para g soengss ol e
presentaciones accesibles sin perder la claridad de las nociones cen-
rales.

Hecha nuestra leccion, creemos que un primer paso seria estable-
cer la fenomenologia i a del concepto, s decir, aquellos cle-
mentos que lo cnmrlcnnn o £ pénesi hisrica. Todos evos fon-

del campo :unc:pml\ que I n percibidos en el estudio

it de  pinsi hisirica endménos g foeron sepllados y
ue impidn peribi by lossgnfiads sencis e posibilitaron
su construc

el estudio de a imtegracion, omando como idea central e cilculo de
reas planas. En este sentido, cs posible rediscfar el curriculum y el
trabajo con los alumnos en tomo a lo que s esencial para su com-
prensi6n. i
desarrollarlo de nuevo a lo largo de la educacion matem:
esudianes. Sin dud, cada nuevo cnfoque debe ser s formal Y
i

Pensamos que el punto de vista que, a menudo, pmm al
tudiante de st y de unvenidad el de imogral de Riemann,
en la que el drea ya o s defi un ojet geométio, sno
como &1 eslado e un il wgﬂn un procedimiento dado. ;Por
qué no pensamos en la dificultad que puede s pry el alumw o
relacionar el drea con cl oo de sumacicn que permite

asonar sugestiva y il rccuentemente, desde el puno de viaa
ugmo, ‘dolce ael deecto & no pod:r wisi un g
al concepto de «cantidad infi
v Mok 1o bl & peomoge e e o e g
cepeicn visual no se reduce aasensacin rgisada por teioa, Una
s imagen puede dar logar  mis de una percepcin. As,pues,una
percepcien 1 b interpretacién, una ésrucuracion mental. Cuan

decimos a los alumnos que los recténgulos se reducen a scgmentos. w
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Ias i es de los al
en sus retinas.
4Por qué o pensamos,también. en I dificulad de s res magni-
tudes que hay presentes cuando definimos la integral de Riem:
rectingulos, los segmentos  los que se reducen y el drea poriys
itariamos csta dificultad con la integraci6n cn ¢l
indar? Justificamos nuestra propuesta, ya que hoy dia lo
infntesimal encueniraen e andlss no estndar un s princpalbafo
forma axiomatizada, y, pucsio que no se pueden cvitar, seria mejor
acerle nirveni adecundamente, aungue, 2 S, €0 momentt
alos
una forma de presentacion a nivel concepual de i mlegnl senda
que dificre de la que usualmente aparcce cn 10s texios
1 los xnudimis ioa eterca meaiaa d cieato b e, que
ometria clemental, y de sus propicdades al ani-
e evtimdo s, problemas ya mencionados que presenta a sl
concepua I itea de Riemann. Penscrio, por n momento,
estudiantes, en un primer contacto con el andlisis, n emcndcn'.n\wu'u
ficilmente que, al pasar de la gcometria al ans
excepto c lenguaje, que era antes mis geométrico y después es et
analitco.

Dos requisitos nos parccen necesarios para afronlar esta propuesta:
ot usodeun sl progrrs de ordenador que permita visualizar el

50y realizar cilculos, y un buen trabajo previo sobre los aspectos
Eualiivo y cuantativo del drea.

LA INTEGRAL DEFINIDA
1. Definicion

Consideremos una funcién real f definida cn un intervalo cemado
{a.b) acotada y, de momento, no negativa.

Se trata de calcular cl drea limitada por la curva, el cje x y las
denadus comspondientes  10spunos de bscisasa - L ket
que se le hace al estudiante cs la de encontrar una figura rectangular
cuya drea sea igual a la de Ia figura ung.m conlo gue ¢l robema
quetareducido o lulo de o <altura. I fncidnfn todo
el intervalo [a,b] y, a continuacién, o ) e ot como e
produciode e umm plvr lalongind - de intrvalo cerado 4,
Comenzaremos por definir con precisi6n la <altura media. Para ello
e e isactones comecutivas el imervalo 6], xto e

para cada namml 1.2, 3.. conideramos o neralo dividido en 2, 4,
B paries sguales. Asi para cada entero positivo n asociamos una
S v an 2 partes igulon, e llamareos 1a -
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i ivisién. Cons 05 una . i
sioscon iy M sepectivricn el o y supmmndzh onten
e

el podeman deT o i 1 ) o
elaciones

1
h(faba) = S ohi
>

H(fabm) =

e o8 represotan s entures ecioes i Y i e -
cion con la n-¢sima subdivision,

D & cefaicitn de estos nimeros e dedicen las relackones s
uientes:

h(Eabn) < h(Eabnsl)
H(Eaba) > HEabas))
h(Cabin) < H(fabn)

para todo natural
Rt ot s sucesiones Wfab). oy Hifabn) paran =

1,23
limite cuando n — o=, esto es:

h(fab) = lim h(fabn) = sup h(fabn)

H(fab) = lim H(fabn) = inf H(fabn)

h(fab) < H(fab)

Estos nimeros, a los que identificamos como ealtura media» mini-
e i, etpctiament, o s pde s e s gl
pec.nel ctode e, ce s g denoamo o M) 1
altm medinn de 1 fncion 1) en nervalo [ab)

s a ncgal de la funcén  en el imrlo a5/ como el
por s

prodciode



[ =M(fab) (b-a).

La definicicn es independicnte del signo de la funcién <, incluso,
del signo de b-a, de manera que se verifica:

v
J T
y
. .
£ = f
. .
2. Existencia

La demostracién de la existencia de la integral se reduce a demos-
trar Ia existencia de la «altura media», o sea, demostrar que las alturas.
minima hif.a.b) y mixima H(fa,b) coinciden, hecho que se consigue
jando f es montona en [a,b]. Vedmoslo: cnmvdclcmos v -
v en 2 nervalos iualesde (a; desi

asx<x<x,

<ap <y

Tos puntos de ion.
e caso e que f s por ejemplo, mondlona no decrecinte, se
tendrd

WEaba) = S 10+ 1) o+ 0] 0
y
1
HEabm = — %)+ 105) 4.4 fx,)) @
=
a0 o nimosy o sprmos s cbinen, onétoma, no
Hececicne, o loexreme iaduiedos y dertho, especivament,
e cada subinervalo. Resand (1) de (2
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H(Eaba) - h(Eabn

i tomamos el limite cuando n — :
(b) - f(a)

im [H(fab) - h(fa,b.n)

de donde

con Ia integral. Conclui 3
si la funcidn f es mon6toma (y acotada) en [a.b], entonces la integral
Jexiste, . puesto que, con la integrabilidad de funciones mon6-

o se puede justificar In integrabilidad de, prctcament, todss s

funciones mancjadas en el cillulo (a Fesarde queson pocs s fun-
ciones mondtonas, la mayorfa son mondt lmlos). 1o habria
necesidad de ms n | os cursos de cilculo mlmducl

Inintegral para cl caso de

ria s demostrcionenc curso e el mroduc
Te causan los infi

sobre todo si
i

Sifes continua en a1 | fexiste. Por las hipdtesis, £ es unifor.

e contloque ...am que, dado un real arbitrario 5> 0,
exist olor real € >

| m‘»fnx,; I<e

N oxl<d

Escogemos un n, tal que

>
3 (Hi-h)<e

H(faba) - bt
(@abm) - bfabn = —- 5

e todo 1 > n,, ya que por la continuidad los valores infimos pthid

que Hgab) conlo cual queda demostrado que fadoigent
elio deducimos la existencia de la integral.

o par un tabajo poseror hablar de ‘propiedades y apli-




e
durante 3 aios con alumnos de Magisterio.
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