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ABSTRACT

After a short introduction to the RACS concept according to Matheron, the
authors are hereby definig the Boolean models and its major characteristics in
order to deal with the problems associated with the inferences on such model
later. The core work involved consists of the construction of a test based on
derivative at the origin of the function of dilatation which enables the Boolean
model versus its natural alternatives to be counterchecked: the models which
process of germs is a hardcore process and the models which process of germs
is a Poisson’s cluster. The test asymptotic behaviour is studied and several si-
mulated and real images are applied.
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1. CONJUNTOS ALEATORIOS

Describir la porosidad de un medio, estudiar la distribucién de un
arbusto en una determinada region, modelizar el crecimiento y distri-
bucién de un tumor canceroso en un tejido sano, analizar las distintas
fases de la imagen proporcionada por un satélite o de un mineral, la
distribucién de microaneurismas en la retina de un paciente, son ejem-
plos de fenédmenos cuyo estudio requiere herramientas mdas sofistica-
das que el simple recurso a las caracteristicas numéricas asociadas. Si
suponemos ademds aleatoriedad en todos ellos, estamos afirmando que
los modelos probabilisticos numéricos, variables o vectores aleatorios,
son insuficientes.
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La teorfa de los conjuntos aleatorios, consolidada durante la prime-
ra mitad de los afios sesenta, pretende dar adecuada respuesta a los
ejemplos anteriores. Las publicaciones de Kendall (1974) [9] y Mathe-
ron (1975) [11] son seminales; el trabajo de Kendall es una aproxima-
cién introductoria, mientras que el libro de Matheron supone la exposi-
ci6n de una teoria elaborada y en el que muchas de las conjeturas plan-
teadas por Kendall hallan respuesta. Desde su publicacién en 1975, el
libro de Matheron ha sido referencia obligada para cualquier trabajo
posterior y fuente, todavia sin agotar, de ideas para posteriores desa-
rrollos. Para introducir brevemente el concepto de conjunto aleatorio
en IR?, 1o haremos siguiendo a Matheron.

1.1. Conjuntos aleatorios cerrados: RACS

1. Sea F la familia de los subconjuntos cerrados de IR‘. Para
B c IRY definimos las familias,

F={Fe F. FNnB#{},
de todos los cerrados que focan a B, y
FE=(Fe F: FNB=1¢),

de todos los cerrados que no tocan a B.

2. A partir de estas familias podemos dotar a ¥ de una topologia,
T, engendrada por la base

F o6, = FEO 5,000 T,

donde K € Kes un compacto cualquiera de IRy los Gie G, Vi,
son abiertos cualesquiera. Esta topologia es conocida como hit
or miss, puesto que los elementos de su base estin constituidos
por familias de cerrados que no tocan a Ky tocan simultanea-
mente a todos los G, i =1, ..., n, y con ella Fes un espacio com-
pacto, Hausdorff y separable.

3. El siguiente paso consistird en dotar a #de la o-dlgebra de Bo-
rel, o5, asociada a T, Se comprueba ficilmente que Gy puede en-
gendrarse a partir de la familia { 7¥, K€ K} o bien de la fami-
lia { %, G € G). Sobre el espacio medible (%, o;) podemos defi-
nir ahora el RACS.

Definicién 1. Un conjunto aleatorio cerrado, RACS, es cual-
quier aplicacién medible, A, entre un espacio de probabilidad
abstracto y el espacio medible (7, o),

A: (Q, 4 P)— (| oy

El RACS A induce sobre (% ¢y una probabilidad, P,, de manera
que (7, o, P4) es un espacio de probabilidad.



4. Para una variable aleatoria X, su funcién de distribucién es una
utilisima herramienta que nos permite conocer su comporta-
miento probabilistico. ;jExiste una nocién similar para los
RACS? La respuesta se obtiene de la definicién y del teorema
que siguen.

Definicién 2. Sea T una funcién sobre X la familia de los com-
pactos de IR%. Decimos que T es una capacidad alternante de
Choquet de orden infinito si satisface:

a) SiK, | Kentonces T (K,) | T (K), y

b) S, (K; Ki, ..., K;) 20, donde

Sn (K, KI: veey Kn) =
=0p-1 (K, Kl: weey Kn“]) _Sn—l (KU Kr!; Kh veey Kn—l),

S (K:K)=T(KnK)-T(K)yK, K, ..., K, son elementos
de K.
Teorema 1 (Choquet-Matherson). Sea T un funcional sobre
%K. Existe una tinica distribucién de probabilidad sobre oy con
P(F)=T(K) si y sélo si T es una capacidad alternante de
Chogquet de orden infinito tal que, 0< T (K) <1, VK, y T (¢) =0.

Esta introduccién merece dos pequefias observaciones, una acerca
de la topologfa hit or miss, y la segunda acerca de la condicién de ce-
rrado que hemos impuesto al conjunto aleatorio.

e Observacién 1. La topologia T, viene impuesta por la forma en
que queramos caracterizar el conjunto aleatorio. Cuando escri-
bimos

T (K)=P (%) = P (A toque a K)

estamos utilizando el compacto K como conjunto test para des-
cribir A observando simplemente si lo toca o no lo toca. La in-
conveniencia de utilizar otras caracterizaciones para A (por
ejemplo alguna medida del tamafio de A N K) es justificada por
Kendall (1974) [9] en la introduccién de su trabajo.

e Observacién 2. La nocién de conjunto aleatorio le es sugerida a
Matheron a partir del estudio de medios porosos. En el prefacio
de su libro se pregunta Matheron acerca de las caracteristicas to-
polégicas de A a través del siguiente comentario: «... In other
words, does a point of the boundary of A belong to A or not?
From an experimental point of view, this question is absolutely
senseless, because no physical reality correspons perfectly to
the notion of point belonging to the boundary...». Més adelante
reconocer que son razones de comodidad operativa y riqueza de 217

resultados las que le llevan a elegir la familia 7 E—
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Otras referencias de interés sobre el concepto de conjunto aleatorio
son: Stoyan, Kendall & Mecke (1989) [23] (en adelante SKM), Serra
(1982) [22] y Weil & Wiacker (1993) [25].

2. EL MODELO BOOLEANO

De entre los RACS el mas conocido y extendido es el modelo Boo-
leano y ello porque como sefialan en su texto SKM [23], pag. 68, se
trata de un modelo flexible, sencillo y manejable en cuanto a la expre-
sién de sus caracteristicas bdsicas, y ttil tanto para describir y modeli-
zar imagenes bifdsicas como para explicar su génesis.

o Definicién 3 (Matheron). Sea 4 un proceso de Poisson sobre
%, la familia de los compactos no vacios de IRY, tal que la me-
dida asociada al proceso es o-finita sobre K'. Al RACS resul-
tante de la unién de los elementos de 4 se le denomina modelo
Booleano.

Una definicién mas restrictiva, pero quizds més operativa puede en-
contrarse en el texto de SKIM.

o Definicién 4 (Stoyan, Kendall & Mecke). Sea @ = {xi, xa, ...}
un proceso de Poisson estacionario en IRY con intensidad A. Sea
X, Xo, ..., una sucesién de RACS a. s. compactos, inde-
pendientes idénticamente distribuidos como X, € independientes
de @, verificando

EVi(Xo®K)] <+, VKe K, (1)

donde v, es la medida de Lebesgue en IR¢. Entonces,

X=X, +x,) (2)

nzl

es un modelo Booleano, X (Xy, \), con grano primario X, € in-
tensidad \.

La condicién (1) es la trasposicién de la o-finitud exigida a la me-
dida asociada al proceso de Poisson en la definicién de Matheron. Ase-
gura que cualquier compacto K toque a lo sumo un nimero finito de
granos, X, + x, del modelo.

El modelo Booleano es un caso particular de lo que Hanhisch
(1981) [8] denomina modelos de germen-grano, definidos como 2)
pero en los que @ es un proceso puntual cualquiera, y {X,} es una su-
cesion de RACS a. s. compactos.



2.1. Caracteristicas del modelo Booleano

e TFuncional de capacidad. Recordemos que para cualquier com-

pacto K,
Ty (K)=P (XN K#0).
Aplicando las propiedades del proceso de Poisson subyacente,

Tx (K) = 1 —exp {-AE [vq (Xo @ K)1), (3)

donde K = {—x; xe K}.

Grano primario convexo. La convexidad del grano primario

permlte recurrir a la formula de Steiner para desarrollar
E vy (X()Qr)K)l lo que proporciona para (3) expresiones mdis

convenientes. Para el caso IR?, del que haremos abundante uso

en lo que sigue, (3) tiene la forma

Tx (K) = 1 —exp {-AE[v; (X0 @ K)]} =

=1-exp {—K[Z (X[})‘l‘zl_nT](X()) UK)+A (B):|} , @

donde A (*) y A (*) indican, respectivamente, el drea media y el

drea del correspondiente argumento, siendo U (-) y U (-) los pe-
rimetros,

Fraccion de volumen. La fraccién de volumen p representa el
volumen medio ocupado por X en una regién de volumen uni-
dad. Dada la estacionariedad del modelo Booleano, heredada del
proceso de Poisson, el valor de p es independiente de la region
elegida y puede expresarse mediante

Tx ({0}) =P (0 € X).
Sitomamos K = {0} en (3) obtenemos
p=1-exp {-AE [v4 (Xo)]} (3)

Su complementario, v= 1 — p, es conocida como la fraccién de
vacio o porosidad del modelo.

Funcién de distribucion de contacto. Si situamos un compacto
cualquiera K de IR que contenga el origen, en el poro (X°) de
un RACS X y llevamos a cabo homotecias sucesivas, rK, hasta
conseguir focar a X, la forma de K y la distribucién de los valo-
res de r nos permitiran conocer la estructura de dicho poro.

Para formalizar el procedimiento definimos la variable de con-
tacto Dg=inf {r; X N rK # ¢}. La distribucién de probabilidad
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de Dy, condicionada al suceso {Dg> 0}, recibe el nombre de
funcion de distribucién de contacto y se calcula mediante,

PXNrK=¢)
L=p

He () =P (Dg<r|Dg>0)=1- (6)

Para el caso de un modelo Booleano, (6), a partir de (3) y (5),
adquiere la forma,

He (D =1-exp {—~A(E Ve ® K)]-Eva XD} (D

La forma del elemento estructurante K juega un papel importan-
te y de entre todas las posibles los casos esférico (K =B, bola
unidad) y lineal (K = L, segmento unidad) son los de mayor in-
terés. La distribucién del contacto esférico es también 1lamada
distribucién del primer contacto, puesto que Dy = dist (x, X),
xe X°

Mis detalles acerca del modelo Booleano sus propiedades, caracte-
risticas y aplicaciones pueden encontrarse en SKM (1989) [24], Serra
(1982) [22] y Schmitt & Mattioli [21].

3. INFERENCIA SOBRE MODELOS BOOLEANOS

Los problemas generales asociados al uso de los modelos estadisti-
cos son la estimacién de los pardmetros 'y el contraste del modelo. No
es nuestro objetivo referimos aqui al problema de la estimacion para-
métrica en modelos Booleanos, el lector interesado puede consultar los
trabajos de Ayala, Ferrdndiz & Montes (1993) [2], Molchanov & Sto-
yan (1993) [13], Molchanov (1993) [12] y Weil (1993) [224], provis-
tos todos ellos de abundante bibliografia.

Los principales métodos de contraste para modelos Booleanos en el
plano, siguiendo la descripcion adoptada en Plaza & Montes (1992)
[17], son:

e Métodos basados en la funcién de contacto esférico.En el tex-
to de Diggle (1981) [5] se utiliza la funcién de distribucién de
contacto esférico, la tedrica y la estimada a partir de un modelo
Booleano simulado y con iguales caracteristicas, en un test de

Montecarlo basado en el rango de To = -[o (Hg (r) — Hp (") dr.

e Meétodos basados en ajustes minimo-cuadraticos. Serra
(1982) [22] propone comparar la funcién experimental g () =
—log (1 — Hy (r)), o bien h (r) =-log (Qu (rSo)), donde QJ (rSo) =
P (rSp c X°©), con un polinomio cuadratico, su contrapartida teo-
rica bajo la hipétesis del modelo Booleano. En Hall (1988) [7]y



Cressie & Laslett (1987) [4] se aportan comentarios, sugerencias
y mejoras del método.

e Meétodos basados en transformaciones morfolégicas.En los
trabajos de Ripley (1986, 1988) [19, 20] se sugiere comparar
cualitativamente las curvas de dilatacion, erosion, apertura y
cierre de la imagen observada con las mismas curvas estimadas
sobre una imagen simulada a partir de los pardmetros estimados
en la imagen a estudiar. Las curvas asociadas a las funciones de
dilatacién, erosién, apertura y cierre, se definen como sigue: -

TABLA 1.
Funcionales resumen de Ripley.

dilatacién  |dp (r) = vol frac (X ® rﬁ)

cierre ¢z (r) = vol frac (X ® rB) © rB)
apertura o5 (F) = vol frac (X © rB) @ rB)
erosién ep (r) = vol frac (X © ré)

donde X®B={z=x+y, xe X, ye B} y XOB=nye3X,
son la adicién y sustraccion de Minkowski, respectivamente;
siendo X, el trasladado de X mediante y.

En las anteriores expresiones B es el elemento estructurante con
el que llevamos a cabo la transformacién morfolégica. Moore &
Archambault (1991, 1993) [15, 1] han utilizado las ideas de Ri-
pley para construir un test que permita contrastar si el proceso
estocdstico subyacente en la imagen es uno determinado. Estu-
dian, en las referencias citadas, las caracteristicas del test y sus
propiedades asintéticas.

4. ALTERNATIVAS AL MODELO BOOLEANO

Utilizando los recursos de Ripley y en sentido préximo al de los
trabajos de More y Archambault nos proponemos obtener un contraste
para el modelo Booleano. Deseamos ademads que nuestro test nos pro-
porcione informacién, en el caso de rechazo, de cudl es la alternativa
aceptable para la imagen analizada, y ello nos obliga a definir cudles
son las posibles alternativas al modelo Booleano.

Recordemos que el modelo Booleano es un caso particular de lo
que Hanisch (1981) [8] denomina modelos de germen-grano: un pro-
ceso puntual @ cualquiera y una sucesién {X,} de RACS a. s. compac-
tos implantados sobre los puntos de ®. La forma mas natural y senci-
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lla de alterar el modelo es variar el proceso puntual y, siguiendo este
razonamiento, las alternativas al proceso de Poisson que caracteriza el
modelo Booleano vienen de sustituirlo por un proceso hardcore, que
representa una mayor tendencia a la regularidad, o por un proceso
cluster, que describe patrones de puntos menos regulares.

Esta manera de proceder es similar a la utilizada en procesos pun-
tuales. Los test que vamos a proponer intentan, en definitiva, actuar so-
bre las localizaciones x, de los granos X,, aun cuando éstas no estin
disponibles, pues la informacién sobre el modelo viene dada general-
mente a través de una o varias imigenes bifasicas.

Como modelo representativo de los procesos hardcore, se ha toma-
do el proceso resultante de aplicar a un proceso puntual de Poisson de
intensidad A el segundo método de inhibicién de Matérn para una dis-
tancia de rechazo d. Y como modelo caracteristico de la amplia familia
de procesos cluster se ha tomado el proceso en el que el namero de
puntos de cada cluster sigue una distribucién de Poisson con media L,
estando dichos puntos repartidos uniformemente en una bola de radio
fijo R y centro un proceso puntual estacionario de Poisson de intensi-
dad A (Matém (1986) [10], cap. 3; SKM (1989) [23], pdgs. 143 ss.;
Diggle (1983) [6], pag. 61). La figura 1 nos muestra modelos de ger-
men y grano cuyos proccsos subyacentes son, respectivamente, cluster,
hardcore y Poisson.

La figura 2 muestra la representacion conjunta de las curvas empi-
ricas de dilatacién para los modelos hardcore, Booleano y cluster.

Esta figura nos sugiere que podemos utilizar la pendiente de la cur-
va de dilatacién con el fin de discriminar entre las alternativas que an-
tes hemos comentado. Como se observa en la imagen, y en concordan-
cia con el resultado de Hall (1988) [7], pags. 183-187, se espera intuiti-
vamente que un modelo de germen y grano con germen de tipo
hardcore proporcione mayor pendiente en la curva de dilatacion que un
germen de Poisson, y éste a su vez una pendiente mayor para dicha
curva que un modelo con germen de tipo cluster, en el caso de que los
granos sean idénticos para los tres tipos distintos de germen.

FIGURA 1.
De izquierda a derecha modelos con germen de tipo cluster y
hardcore, y un modelo booleano.
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FIGURA 2.
Representacién conjunta de la curva de dilatacion para los
modelos de la Figura 1.

5. EL TEST DE LA DERIVADA

En efecto, si tenemos en cuenta que ds (r) =P (0 X ® rﬁ), para el
caso del modelo Booleano con grano primario convexo la férmula (E)
nos permite escribir,

ds(r) =P (0e X@rB) =
=1-P(0e X®rB)=
=1—exp {-AE v, (Xo(‘BT"BJ)]}:

=1-exp {—x[}i (Xo) +éU(Xo) UB)+rA (B)] }

El valor de su derivada en r = 0 viene dado por
dg (0)=AU (Xo) U (B) (1 —dp (0))/2m,
Si se toma B como la bola unidad, entonces

dy (0)=2U (Xo) v, ©)

siendo v=1—djg (0) la porosidad o fraccién de vacio. La ventaja de
esta expresion es que puede calcularse numéricamente a partir de las
estimaciones de la fraccién de vacio v.

Para el calculo empirico de la derivada en el origen se tiene la fér-
mula (Burden & Faires (1985) [3])

= I OE  ORI{C T SIC TN, @

F )=

2h 3 ’ e



5.1. Un test de Montecarlo con dg (0)

En los ejemplos siguientes vamos a utilizar la derivada en el origen
de la funcién de dilatacién como estadistico de contraste a través de un
test de Montecarlo. El procedimiento serd como sigue:

1. Simulamos una realizacién de un modelo de germen y grano,
con germen cluster de Poisson 0 hardcore y grano circular de ra-
dio fijo. Estimamos su fraccién de volumen p y calculamos
dy (0) mediante (9), tomando A= 0.01.

2. Apartirdepydela férmula (5), como el grano es conocido, po-
demos determinar la intensidad A de un modelo Booleano con
esap.

3. Simulamos 49 realizaciones de este modelo Booleano, calculan-
do para cada una de ellas el valor de dj (0) mediante la férmula
(9). Estos valores se comparan con el obtenido para la realiza-
ci6n original, determinando cuél es su rango entre los 50. Tam-
bién se ha calculado dz(0) mediante (8) con el objeto de com-
probar el similar comportamiento de ambas férmulas.

4. El resultado del test no depende de la realizacién elegida de
nuestro modelo original, como lo prueba el hecho de que en
otras 25 simulaciones se obtienen resultados similares.

o Ejemplo 1 (Modelo Cluster). Como ejemplo se puede conside-
rar un modelo de germen y grano con un proceso de gérmenes
de tipo cluster de pardmetros A=45,n=3yR=0.1y grano cir-
cular de radio fijo igual a 0.05. El modelo ha sido simulado so-
bre un cuadrado de 8 unidades de lado, con una franja adicional
de 0.1 unidades para evitar el efecto arista, y un grid de mues-
treo de 200 x 200. Su fraccién de vacio es igual a 0.4316. Para
ese modelo se tiene dj (0) = 12.05. Si se tratara de un modelo
Booleano con ese grano, supuesto conocido, y con esa fraccién
de volumen, entonces le corresponderia una intensidad
A =107.0 y un valor de dj (0)=14.51. Al realizar 50 simulacio-
nes en las mismas condiciones que en el modelo cluster original,
se obtiene los resultados de la siguiente tabla,

4i0) empirica | 14.74 | 1410 | 15.37
43(0) tedrica 1458 | 1427 | 1497
BS simulaciones | 11.72 | 11.28 | 12.29

224 Resultados similares se obtienen en otras realizaciones del mo-

s delo cluster inicial como muestra la dltima linea de la tabla, que



corresponde a 25 realizaciones de dicho modelo, siempre con la
misma ventana y el mismo grid de muestreo.

¢ Ejemplo 2 (Modelo Cluster). Se puede considerar el mismo
modelo cluster del ejemplo anterior y simularlo en un cuadrado
de lado 2.1, con un grid de muestreo de 100 x 100. Se obtiene
una realizacién con fraccién de vacio 0.4358 y un valor
dg (0) = 11.64. El modelo Booleano equivalente, supuesta cono-
cida la distribucién del grano, tendria una intensidad A = 105.75
y un valor dg (0) = 14.48. Al realizar 50 simulaciones se obtie-
nen los resultados expresados en la tabla:

dg(0) empirica 1479 | 13.74 | 15.80
dg(0) teérica 14.54 13.39 16.30
25 simulaciones 11.72 10.42 12.62

e Ejemplo 3 (Modelo Hardcore).En una ventana de las caracte-
risticas de la del ejemplo 2, se simulé una realizacién de un mo-
delo hardcore con pardmetros A =200, distancia de rechazo
d=0.075 y grano circular de radio 0.05. Se obtuvo v=0.4667 y
dg (0) = 18.60. Supuesto conocido el radio del grano, para un
modelo Booleano de estas caracteristicas resultaria A =97.03,
con un valor para dg (0) de 14.22. En 50 simulaciones de un mo-
delo Booleano con esos parametros se han obtenido los siguien-
tes resultados:

dgp(0) empirica 1445 | 13.66 | 15.52
dg(0) tedrica 1432 | 13.04 | 1557
25 simulaciones 18.43 17.45 19.84

FIGURA 3. 9295
De izquierda a derecha imagenes correspondientes a los ejemplos 2y 3,
y a una de las 49 simulaciones del modelo booleano para el ejemplo 3. TS,



5.2. Aplicacién a imagenes digitalizadas

Cuando hayamos de aplicar el test a imagenes reales digitalizadas,
deberemos utilizar la versién digitalizada de la curva de dilatacion,

dy () =1—exp {(—MaAp (Xo @ iH)}.

Para la clase H de conjuntos acotados y convexos sobre trama he-
xagonal se tiene que, Ap (Xo® iH)=Ap (Xo) + Up (Xo) i +3i +31%,
(Serra 1982, pag. 193 [22]), donde Ap, (-) y Up (-) son, respectivamen-
te, el drea y el perimetro digitales. Asi, podemos calcular
dy (1) — dy (0) empiricamente sobre la imagen, o a través de la férmula
siguiente si conocemos los pardmetros del modelo:

dy (1) = dy (0) = exp {~M, Ap (Xo)} [1 —exp {-M. Up (Xo) +6)}].

El valor de la constante f, que aparece en las expresiones anteriores,
depende de la trama de digitalizacién, y permite el paso entre las ver-
siones euclidea y digital de dreas y perimetros (Serra (1982) [22]).

Presentamos a continuacién la aplicacién del test a tres imdgenes
correspondientes a otros tantos fenémenos: la distribucién de un arbus-
to llamado Combretum, la distribucién de impurezas de carbono en un
acero y la distribucién de un alga fanerégama llamada Thalassia (Pla-
za (1991) [16]).

e Imagen del Combretum. Para la imagen digital del Combre-
tum se obtuvo dy (1) — dy (0) = 0.087. Utilizando el método de
estimacion paramétrica propuesto por Ayala, Ferrdndiz & Mon-
tes 1993 [2] con la imagen analizada, y siempre bajo 1a hipdtesis
del modelo Booleano, se obtienen las siguientes estimaciones:

A A
A=3326, A(X)=253E-3,y UXy)=1729 E—1. Un test
de Montecarlo con 19 simulaciones de modelos Booleanos con

caracteristicas como las estimadas, da lugar a valores compren-
didos entre 0.0933 y 0.1046, todos ellos mayores que 0.087.

FIGURA 4.
Imagenes del Combretum, del corte de acero, y de la
fanerégama Thalassia.



e Imagen del corte del acero. Para esta imagen el valor de la di-
ferencia es dy (1) — dy (0) = 0.0852. Para estimar los parametros
del hipotético modelo Booleano correspondiente a esta imagen,
utilizamos nuevamente el método de las dilataciones propuesto

por Ayala, Ferrandiz & Montes 1993 [2], obteniendo A = 280.6,

A (Xo)=1458 E—~3, y U (Xo)=1.261 E— 1. Al realizar 19 si-
mulaciones de un modelo booleano con las mismas caracteristi-
cas y radio circular uniforme, los valores de Ady (0) estuvieron
comprendidos entre 0.0955 y 0.1076.

e Imagen de la fanerdmaga Thalassia. Una situacidn diferente
de las dos anteriores es la correspondiente a la faner6gama Tha-
lassia, para la que dy (1) — dy (0) =0.0317, y las estimaciones de
los pardmetros del modelo Booleano, obtenidas siempre me-

A
diante el método de las dilataciones, son AL=15828, A (X) =

A
=1975 E-3,y U (Xp) = 0.1405. Al realizar 19 simulaciones de
un modelo Booleano de las mismas caracteristicas y grano cir-
cular de radio uniforme, el valor observado en la imagen fue el

séptimo, estando los valores de las imdgenes simuladas com-
prendidos entre 0.0227 y 0.0396.

5.3. Resultados asintoticos

Para las estimaciones de la fraccién de vacio se dispone de resulta-
dos relativos a su varianza y su distribucion asintética. Para un modelo
Booleano X = (X, A), y para W R?, conjunto de Borel acotado, pue-
den encontrarse en Hall (1988) [7], pdg. 147, los siguientes resultados:

e Teorema 2. Sea W,=IW y V, la regi6n de vacio de X en W,, en-
tonces

va(V) "= Yy
V2 (W) — exp {—AA (Xo)} a.s.

o Teorema 3.Si E (X5) < +oo, entonces var (V3 (V))) ~ 6% v, (W) y

Vo (V) =E(va(Vp)) = N (0, %)
[v2 (W)]'2 ’

en distribucidn y

6% =exp (—2M (Xo)} ij (exp {ME ((x+Xo) N X,)} - 1) dx.
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Estos resultados nos permiten obtener un test asintéticamente exac-
to para contrastar si nuestro modelo de germen y grano es un modelo
Booleano, basado en dg (0). En efecto, del teorema 3 y de (8) se deduce

. dé(O)_—E(ds'(O)) e N(©,1). (10)
AU (Xo) o

(v2 (W)"2

La tnica dificultad en la aplicacién de (10) proviene del calculo de
o2 En este caso para modelos planos con grano formado por discos de
radio fijo r se tiene:

o 1 an
6 = (21 27 exp {—2m\) jo x [exp {(M?B ()} — 1] dx.

donde B (x) =2 (arc cos x —x V1 —x?) es ¢l 4rea de la lente de inter-
seccién de dos circulos unitarios con los centros a distancia 2x. Véase
Hall (1988) [7], pdg. 146. Y podemos calcular la integral de (11) me-
diante el método de Montecarlo o algiin método numérico. La aproxi-
macidn obtenida para la integral:

1
I=] x [exp (W2 B@)}-11dx

nos permite calcular con cierta seguridad 6%, y la varianza de dg'(0)
que es:

(U (X0))* &

V2 (W) -

De esta manera se tiene para cada ejemplo un estadistico de con-
traste que nos orienta sobre el sentido de la inadecuacion del modelo

booleano a la imagen objeto de estudio. Como consecuencia de todo
ello se tiene la tabla:

var (dg'(0)) =

1CL 107.00 12.05 14.51 0.1291 2.668E-2 -15.06
2CL 105.75 11.64 14.48 0.1273 4.191E-1 —4.39
3 HC 97.03 18.60 14.22 0.1147 3.647E-1 1.25

Es importante sefialar cémo el signo de las desviaciones nos indica
la tendencia al agrupamiento (cluster) o al rechazo (hardcore) en los
procesos de gérmenes, y cémo el tamaiio de la ventana de muestreo in-
fluye en la potencia del contraste.



6. FUTURAS LINEAS DE TRABAJO

El futuro desarrollo del trabajo deberd intentar extender los resulta-
dos de la seccién anterior al tratamiento de imagenes digitales. Seria
muy valioso poder obtener un test sencillo y con comportamiento asin-
tético conocido, aunque los resultados del test de Montecarlo ya nos
permiten, como se ha visto en los ejemplos, una solucién satisfactoria
para los modelos de germen y grano.
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