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INTRODUCCIÓN

na de las dificultades en la enseñan-
za del cálculo infinitesimal está en la
noción de convergencia de una serie,

en tanto contiene un obstáculo cognitivo para
el alumno, al tratar éste de entender cómo un
proceso indefinido, sin aparente final, puede
producir un resultado exacto y preciso. Ello
es expresión del nivel de razonamiento en el
que se encuentra el estudiante, y del nivel
avanzado que se aspira  a que él alcance me-
diante la enseñanza, todo ello desde la pers-
pectiva del modelo de los esposos Pierre y
Dina van Hiele.

El Modelo de Van Hiele (Land, 1991) propor-
ciona una descripción del proceso de apren-
dizaje de las matemáticas, y postula la exis-
tencia de niveles de pensamiento, así:  Nivel 0
(predescriptivo); Nivel I (de reconocimiento
visual); Nivel II (de análisis); Nivel III (de cla-
sificación) y Nivel IV (de deducción formal).

Estos niveles no se identifican con niveles de
habilidad computacional. Ellos son jerárqui-
cos, recursivos, secuenciales y progresivos.
Además, cada uno posee su propio lenguaje.

Jaramillo, en su texto La noción de convergen-
cia de una serie desde la óptica de los niveles de
Van Hiele (2000), se propuso determinar un
análogo geométrico visual y sencillo que le
permitiera al estudiante acceder, de forma
natural, a la comprensión de tal noción; para
ello se apoyó en el Modelo de Van Hiele, y
mediante el diseño cuidadoso de un experi-
mento fundamentado en la aplicación secuen-
cial de una entrevista clínica, una prueba de
respuesta múltiple, la obtención de una base
de datos, la aplicación del análisis de Cluster
y la detección de niveles, condujo a varios a-
lumnos a alcanzar el nivel avanzado de razo-
namiento correspondiente a la noción de con-
vergencia.

LOS NIVELES DE RAZONAMIENTO DE
VAN HIELE EN LA ENSEÑANZA DE LA
NOCIÓN DE CONVERGENCIA DE UNA
SERIE Y EL ANÁLISIS FACTORIAL DE
CORRESPONDENCIAS MÚLTIPLES.
INFORME DE INVESTIGACIÓN

Carlos Mario Jaramillo López*
Leonardo Ceballos Urrego**



144 R E V I S T A   E D U C A C I Ó N   Y   P E D A G O G Í A   V O L.  XVII  N.o 43

Tomando como base los datos de Jaramillo
(2000) y por interés de los autores, se abordó
una investigación exploratoria1  en la cual se
aplicó el Análisis Factorial de Corresponden-
cias Múltiples (AFCM), con el fin de validarlo
o descartarlo, como un tipo de análisis esta-
dístico más adecuado y fino que el análisis de
Cluster, que pueda ser utilizado en los estu-
dios de aplicación del citado modelo, en par-
ticular en el nivel avanzado de razonamiento
(Nivel III).

OBJETIVOS DE LA INVESTIGACIÓN

OBJETIVO GENERAL

Utilizar el AFCM como instrumento para la
convalidación de los niveles de razonamiento
propuestos por Van Hiele, en la enseñanza de
la noción de convergencia de una serie.

OBJETIVOS ESPECÍFICOS

1. Identificar y precisar factores cuyas carac-
terísticas se correspondan con los de los
niveles de razonamiento propuestos por
Van Hiele, en particular para la noción de
convergencia de una serie.

2. Establecer tipologías de individuos cuyas
características permitan clasificarlos en los
distintos niveles de razonamiento.

3. Comparar los resultados obtenidos bajo el
AFCM con los de Jaramillo (2000).

4. Utilizar el AFCM para explorar la existen-
cia de dos subniveles dentro de cada nivel
de razonamiento, explícitamente en la no-
ción de convergencia de una serie, como
un aporte al mejoramiento de los resulta-
dos obtenidos por Jaramillo (2000).

BREVE DESCRIPCIÓN DEL

AFCM

El AFCM es un método de clasificación dife-
rente al análisis de Cluster, que permite esta-
blecer un buen espacio de representación, en
el plano cartesiano, de los individuos estudia-
dos, de las modalidades de cada variable cua-
litativa correspondiente a cada nivel de razo-
namiento, o de la combinación de los ante-
riores. De tales representaciones, a su vez, se
puede explorar la forma de las nubes de pun-
tos, la asociación entre las modalidades, la re-
lación entre éstas y los grupos de individuos.
Adicionalmente, el despliegue de las modali-
dades en los primeros planos factoriales es útil
para caracterizar los ejes factoriales, las zonas
del plano y los grupos de individuos desple-
gados en tales regiones.

Los siguientes son algunos de los criterios que
se deben tener en cuenta a la hora de estable-
cer la confiabilidad de los resultados sobre un
AFCM: la descomposición de la inercia y el
criterio del valor propio promedio; la mayor
contribución de las modalidades a la inercia
sobre cada eje; las modalidades con coorde-
nadas más importantes sobre cada eje; la dis-
tribución de las modalidades y de los indivi-
duos respecto del origen para cada factor, y la
estabilidad de los resultados frente a las rota-
ciones.

METODOLOGÍA DE TRABAJO

1. Revisión del estado del arte. Las aplicaciones
del Modelo de Van Hiele sobre conceptos
de la matemática avanzada constituyen en
la actualidad un conocimiento de frontera
en el contexto de la educación matemáti-
ca.

1 La investigación es “Aplicación del análisis factorial de correspondencias múltiples en la validación de los de niveles de
razonamiento, así como para la exploración de la existencia de subniveles, en la noción de convergencia, a la luz del modelo
de Van Hiele”. Código del proyecto IN10016CE, inscrito en el CIEN.

LOS NIVELES DE RAZONAMIENTO DE VAN HIELE  .. .
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puede consultarse Campillo y Pérez (1998);
De la Torre y Pérez (2000); Esteban (2000);
Jaramillo (2000); Llorens (1994) y Navarro
(2002).

2. Del análisis descriptivo.

a. En relación con la identificación de las res-
puestas correctas. Se estructuraron dos
tablas, a partir de las cuales se logró es-
tablecer una clasificación que daba
cuenta de la dificultad de las preguntas
según la frecuencia de aciertos en cada
bloque.

b. En relación con los individuos.

— Distribución de los individuos, en
orden descendente, de acuerdo con
la frecuencia de respuestas correc-
tas.

— Distribución de los individuos de
acuerdo con la mayor dificultad de
las preguntas, en cada uno de los blo-
ques de preguntas.

— Distribución de los individuos de
acuerdo con la calidad de las pre-
guntas definidas por Jaramillo (2000).

— Identificación de los individuos con
mayor cantidad y mejor calidad de
respuestas correctas.

— Las preguntas en las que más erra-
ron los individuos mejor clasificados.
Seis de ellas fueron consideradas crí-
ticas, por cuanto no fueron respon-
didas, a la vez, por cada uno de los
tres individuos mejor clasificados.

3. Resultados del AFCM.

En primer lugar, se logró establecer la si-
guiente definición de factores en concor-
dancia con el primer objetivo específico
(“Identificar y precisar factores cuyas ca-
racterísticas se correspondan con los de los
niveles de razonamiento propuestos por

2. Análisis descriptivo. Se realizó de dos for-
mas:

a. Sobre las respuestas a cada una de las
variables obtenidas en la encuesta apli-
cada por Jaramillo (2000: 225-262), para
las cuales se tuvo en cuenta la identifi-
cación de las respuestas correctas, la dis-
tribución de éstas de acuerdo con la fre-
cuencia, y su clasificación según crite-
rios de dificultad o conveniencia.

b. Sobre los individuos a quienes se les
aplicó la encuesta, de acuerdo con las
cantidad de respuestas correctas: distri-
bución de los individuos, en orden des-
cendente, de acuerdo con la frecuencia
de respuestas correctas; distribución de
los individuos según la mayor dificul-
tad de las preguntas (variables); distri-
bución de los individuos de acuerdo con
la calidad de las preguntas definidas por
Jaramillo (2000: 79-102); identificación de
los individuos con mayor cantidad y
mejor calidad de respuestas correctas;
preguntas con respuesta errada por los
seis individuos mejor clasificados. El
análisis sobre los individuos se centró
en los identificados en el Nivel III de Van
Hiele.

3. Aplicación. El AFCM se realizó como se des-
cribe a continuación: distribución de las
modalidades que representan las 1.as y 2.as

respuestas correctas sobre un primer pla-
no factorial; observación y reestructura-
ción; presentación de la distribución de las
modalidades correctas y los individuos se-
leccionados, sobre los tres primeros planos
para cada uno de los bloques de pregun-
tas; determinación y nominación de los
factores relacionados con la noción de con-
vergencia de una serie.

RESULTADOS

1. De la revisión del estado del arte. La biblio-
grafía encontrada fue poca: al respecto,
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Van Hiele, en particular para la noción de
convergencia de una serie”):

— Factor 1: percepción de la convergencia
de una serie. En él, el punto de equili-
brio establece una separación entre dos
aspectos claramente diferenciados: las
modalidades que apuntan a una com-
prensión del aspecto dinámico del con-
cepto de convergencia de una serie, opo-
niéndose a las que no reflejan tal com-
prensión.

— Factor 2: percepción del infinito. En este
factor, el punto de equilibrio diferencia
la concepción del infinito como un pro-
ceso matemático indefinido (infinito po-
tencial), frente a la no percepción del
infinito como tal.

— Factor 3: tendencia a la formalización.
En él, el punto de equilibrio opone a
quienes van adquiriendo la capacidad
de establecer clasificaciones y genera un
lenguaje adecuado para la descripción
del concepto convergencia de una serie,
con las modalidades que reflejan el dis-
tanciamiento de dicha capacidad.

En segundo lugar, se estableció la tipología
de individuos que denotan la existencia del
Nivel III frente al concepto de convergen-
cia.

En tercer lugar, encontramos propicio
plantear la existencia de dos subniveles de
razonamiento dentro de cada nivel, para el
concepto convergencia de una serie, caracte-
rizados por ser dos zonas próximas de razo-
namiento comunicadas, pero claramente dife-
renciadas, a saber:

1. Subnivel 0: el individuo posee los elemen-
tos básicos del concepto, pero no un ma-
nejo propio del mismo.

2. Subnivel 1: el individuo posee un domi-
nio inobjetable del concepto.

CONCLUSIONES

1. Algunos elementos que establecen la vali-
dez de la investigación son: el grado de co-
herencia lógica interna de los resultados,
la ausencia de contradicciones con los re-
sultados de otras investigaciones, y la ex-
tensión de las conclusiones a estudios si-
milares.

2. Las variables señaladas como críticas con-
tienen un alto grado de abstracción, y pue-
den considerarse como indicadoras de se-
paración entre los niveles de Van Hiele, para
el concepto en estudio.

3. La aplicación del AFCM es pertinente. Se
dio correspondencia entre el conjunto de
preguntas preestablecido y los factores en-
contrados.

4. Se logró la determinación de factores, mo-
dalidades e individuos en corresponden-
cia con los niveles de Van Hiele.

5. Verificación de la existencia de dos sub-
niveles dentro del Nivel III. Para futuros
estudios de esta naturaleza, los tests so-
cráticos (producto de una entrevista clíni-
ca de carácter socrático) que pretenden de-
tectar niveles de Van Hiele, tendrán como
objetivo adicional detectar subniveles en
cada uno de los niveles. Además, deberán
estructurarse de tal manera que las dife-
rentes modalidades de las variables refle-
jen una gradación y permitan ubicar a los
estudiantes en forma más precisa, tanto en
el nivel como en el subnivel respectivo.

6. En el proceso de enseñanza-aprendizaje de
un concepto matemático es necesario te-
ner en cuenta que un alumno sin un nivel
adecuado de razonamiento no podrá com-
prender una noción como la de convergen-
cia de una serie.

7. El AFCM es un instrumento científicamen-
te útil para determinar los estados de ra-
zonamiento de los estudiantes.

LOS NIVELES DE RAZONAMIENTO DE VAN HIELE  .. .
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