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Resumen

Enmarcada en el contexto general de la teoria re-
presentacional, el modelo de medida conjunta
justifica la medicion de variables psicologicas de
naturaleza multidimensional, en ausencia de una
operaciéon natural de concatenacion. Este sis-
tema de medida incorpora un conjunto de axio-
mas cuyo cumplimiento garantiza una determi-
nada representacion y produce una medida de
escala de intervalo. En este articulo describimos
los principales axiomas de medida conjunta sus-
ceptibles de verificacion empirica, por lo cual po-
seen una mayor relevancia en psicologia. Simul-
taneamente, esbozamos el proceso diagnostico
de las reglas de composicion; y, en uitimo tér-
mino, presentamos diversas especificaciones de
la teoria que han motivado el desarrollo de ver-
siones alternativas a las axiomatizaciones clasi-
cas de medida conjunta.

Palabras clave: Medida conjunta, regla de com-
posicion, axiomas.

Medida conjunta

En sentido amplio, el proceso de medicion consis-
te en representar las propiedades de los objetos
mediante la asignacion consistente de numeros, a
partir del cumplimiento de un conjunto finito de
condiciones que posibilitan tal asignacion (Suppes
y Zinnes, 1963; Krantz, Luce, Suppes y Tversky,
1971). La moderna teoria de la medida se inicia con
las investigaciones de Von Helmholtz (1887) y Hol-
der (1901), autores cuyas aportaciones integran el
primer andlisis axiomaticc de la medida extensiva.
Paralelamente al desarrollo axiomatico de la medida
extensiva, desde la psicologia empezaron a tomar
cuerpo trabajos tales como los de Thurstone y, so-
bre todo, los de Stevens, en los que se justificaba la
medicion de los atributos psicologicos. Asi se dio
respuesta a argumentos radicales que negaban la
posibilidad de medir tales atributos (Campbell, 1920,

Abstract

From representational theory approach, conjoint
measurement justifies the measurement of mul-
tidimensional psychological variables in absence
of a natural concatenation operation. This sys-
tem of measurement includes an axiomatic set
that justifies a particular representation so an
interval scale measurement is produced, if the
axioms are satisfied. In this paper we describe
the axioms of conjoint measurement that are the
most relevant in psychology, considering their
possibility of empirical testing. Simuitaneously, we
sketch the diagnostic process of composition
rules and we present several specifications of that
theory, which have favourised the development
of alternative versions to the classical axiomatic
conjoint measurement.

Key words: Conjoint measurement, rules of
composition, axioms.

1928), a partir de los supuestos de los primeros mo-
delos de medida psicoldgica (por ejemplo, los tra-
bajos de Weber y Fechner, Donders, etc.).

En esta situacion, las aportaciones posteriores de
Stevens (1946, 1951), por una parte, y las de Tarski
(1954a, 1954b, 1955), por otra, condujeron al esta-
blecimiento de la Teoria Representacional de la Me-
dida, enunciada en una primera vision por Scott
y Suppes (1958) y desarrollada posteriormente por
diversos investigadores (Suppes y Zinnes, 1963;
Pfanzagl, 1968; Krantz, Luce, Suppes y Tversky,
1971; Roberts, 1979). Desde esta perspectiva, por
una parte, queda garantizada la medida de los atri-
butos psicoldgicos sin utilizar la propiedad aditiva
base de la teoria axiomatica de Holder (1901), lo cual
ya habia sido anunciado por Stevens; y, por otra, se
justifica la medida de Jas variables psicologicas de
naturaleza multidimensional, aspecto inaccesible
desde la posicion clasica.
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Asi, por ejemplo, en estudios psicofisicos dirigi-
dos a valorar la sensacion de sonoridad producida
por diversos tonos musicales, en los que se mani-
pulan los niveles de volumen y de frecuencia, no re-
sultan adecuados los postulados de la medida ex-
tensiva. Atendiendo al producto cartesiano entre
ambos factores, la sensacién producida por la com-
binacion (50 dB, 200 Hz), concatenacién de dos es-
timulos (25 dB, 100 Hz), no corresponde a concate-
nar la sensacion asociada a la combinacion (25 dB,
100 Hz); es decir, se concatenan los estimulos fisi-
Cos, pero no la sensacion psicoldgica asociada.

En esta situacion, el interés reside en determinar
la «formula» o composicidn algebraica entre las va-
riables «volumeny y «frecuencia» que mejor describe
la «sensacion de sonoridad». Por tanto, atendiendo
a su caracter bidimensional, lo que se pretende es
definir la regla de composicion, de combinacion o
forma funcional, por medio de la cual se combinan
las variables independientes («volumen» y «frecuen-
cia») para producir el efecto conjunto sobre la varia-
ble dependiente («sonoridad»). Y, una vez definida,
en ver si es posible obtener los valores escalares
para estas variables independientes, asi como para
su efecto conjunto resultante. Esto es, se pretende
que tanto las variables independientes como la va-
riable dependiente puedan escalarse simultanea-
mente mediante una regla de composicion especi-
fica y de forma que se conserve el orden empirico
observado.

La metodologia de la medida conjunta intenta so-
lucionar simuitaneamente el problema de la medida
y el de la composicidn construyendo escalas de me-
dida para las variables relevantes de modo que se
satisface el principio de composicion. Para ello, se
introduce un conjunto de suposiciones cualitativas o
axiomas en torno a las variables independientes,
cuyo cumplimiento justifica una determinada com-
posicion entre las mismas y produce una medida in-
terpretable en términos de una escala de intervalo.

De este modo, la medida de las variables psicold-
gicas puede llevarse a cabo mediante escalas métri-
cas de forma andloga a las variables fisicas propias
de los sistemas extensivos. Luce y Tukey (1964) la
denominan Medida Conjunta Simultanea para des-
tacar el hecho de que las variables dependiente e in-
dependiente se miden simultaneamente. Desde una
perspectiva psicoldgica, los axiomas relevantes son
aquellos que pueden comprobarse experimental-
mente, los cuales van a constituir el nucleo funda-
mental del articulo.

Cronolégicamente, los origenes de la medida con-
junta se remontan a finales del siglo xix, época en la
que . Fisher (1892), en un estudio sobre la hipdtesis
de aditividad de las funciones de utilidad, presen-
taba de forma intuitiva y con un estilo discursivo al-
gunos de los conceptos fundamentales de la medida
conjunta. Después de los desarrollos de R. Fisher
(1935), y tras la axiomatizacion de la teoria de la uti-
lidad esperada de Von Neumann y Morgenstern
(1944), a finales de los anos cincuenta aparecen los
primeros trabajos que presentan las condiciones
cualitativas (axiomas), necesarias yfo suficientes,
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para justificar la representacion aditiva, destacando
los trabajos de Adams y Fagot (1959) y de Debreu
(1960). ,

A partir de estos estudios se inicia un fructifero
periodo investigador en el que se sientan las bases
axiomaticas del modelo, se matizan las condiciones
propuestas por los citados autores y se desarrollan
nuevos axiomas que justifican, ademas de la repre-
sentacion aditiva, otras leyes de composicion, tales
como fa combinacion multiplicativa, distributiva y
distributiva dual. En este apartado merecen un co-
mentario destacado las aportaciones de autores ta-
les como Luce y Tukey (1964; su trabajo constituye
la primera publicacion en la que la nueva teoria se
denomina ya medida conjunta), Krantz (1964), Scott
(1964), Roskies (1965), Luce (1966), Tversky
(1967), etc.

La medida conjunta cuimina en 1971 con la apa-
ricién del volumen | de Foundations of Measure-
ment, de Krantz et al., en el que se presentan, de
forma integrada, las principales representaciones
conjuntas. Posteriormente ha aparecido un consi-
derable volumen de trabajos que proponen determi-
nadas modificaciones de los axiomas fundamenta-
les, asi como diversas especializaciones de la teoria.
Por otra parte, durante este periodo la medida con-
junta ha sido aplicada en areas diversas de la psi-
cologia, tales como la teoria de la decision (por
ejemplo, Wallsten, 1972, 1976), la medida del riesgo
(por ejemplo, Coombs y Huang, 1970; Coombs y
Lehner, 1981), la psicologia clinica (por ejemplo,
Garb, 1983) y contextos psicofisicos tradicionales
como la estimacion de sensaciones auditivas (por
ejemplo, Levelt, Riemersma y Bunt, 1972).

La medida conjunta, como cuerpo de conoci-
miento enmarcado en el contexto general de la teo-
ria representacional de la medida, viene caracteri-
zada por un teorema de representacion, que justifica
el homomorfismo entre el sistema relacional empi-
rico y el sistema relacional numérico, y un teorema
de unicidad que establece las transformaciones ad-
misibles que también producen homomorfismos en
la misma estructura relacional numérica.

Los modelos de medida conjunta constituyen
modelos polindémicos definidos como reglas de com-
posicion que representan una estructura de datos
por una funcion polindmica de sus componentes
(Tversky, 1967). Desde esta perspectiva, la teoria de
la medida conjunta establece una serie de condicio-
nes (necesarias y/o suficientes) sobre una orde-
nacion de estimulos formados por dos 0 mas com-
ponentes para los que existe una representacion
polinémica determinada.

Justificacion axiomatica de las reglas
de composicion

El andlisis ordinal de las reglas de composicion pro-
cede con el andlisis de un conjunto de condiciones
cuyo cumplimiento justifica una representacién en



particular. Algunos axiomas constituyen complejas
condiciones de caracter técnico, no susceptibles de
verificacion empirica, que imponen determinadas
restricciones a la medida conjunta. No obstante, los
axiomas mas relevantes desde una perspectiva psi-
coldgica son aquellos que pueden comprobarse ex-
perimentalmente, los cuales constituyen el nucleo
fundamental del articulo.

Por motivos practicos, la expaosicion se realiza
atendiendo al caso en que se dispone de tres varia-
bles, puesto que, siguiendo a Krantz y Tversky
(1971): 1) engloban un gran numero de teorias psi-
coldgicas; 2) son particularmente tratables desde una
perspectiva matematica, y 3) una vez realizado su
analisis ordinal, éste puede generalizarse a polino-
mios simples con cualquier numero de factores. En
esta situacion, con tres variables pueden definirse
cuatro reglas de composicion diferenciadas: aditiva,
multiplicativa, distributiva y distributiva dual.

Con objeto de facilitar la exposicion, a lo largo del
articulo utilizaremos la siguiente nomenclatura: los
tres factores o variables independientes se indicaran
por A,, A, y A,, y la estructura producto A, x A, x A;,
que representa el producto cartesiano entre las va-
riables, se denotara, en determinadas ocasiones, por
la letra A. Los niveles de los tres factores se defini-
ran por a,b,c € A, p,q.r € Ay, yu,v,w € A,
Los efectos conjuntos resultantes de combinar A,,
A, y A; se denotaran por ternas de elementos, tales
como apu, bgv, ... € A, x A, x A,. Paralelamente,
sobre la estructura producto A, x A, x A; se define
una relacion binaria =, y el sistema relacional empi-
rico queda configurado por ¢ A, x A; x Ay, =5 .

Ordenacion débil de la estructura factorial

En comparacion con otros sistemas relacionales
empiricos caracteristicos de la teoria representacio-
nal, los presentados por la medida conjunta ofrecen
una mayor «riqueza» debido a que su conjunto base
esta constituido por la combinacion de todos los ni-
veles de los factores que constituyen la estructura
producto. Consecuentemente, permiten la interpre-
tacién y analisis de la variable dependiente en tér-
minos de cada factor separadamente (A,, A,, ..}y en
términos de su efecto global conjunto (A, x A, x ...).
Cabe destacar que los modelos de medida conjunta
se prueban a partir de disenos factoriales comple-
tamente cruzados de forma analoga a los disefios
utilizados en el marco del modelo lineal de analisis
de la variancia, de larga tradicion en psicologia. No
obstante, el objetivo de ambos modelos difiere por
cuanto en medida conjunta la variable modelizada es
la evaluacion realizada por el sujeto de los distintos
estimulos que configuran el disefio, mientras que en
el andlisis de la variancia lo que se modeliza es la in-
fluencia de los factores del disefio sobre una nueva
variable.

Asimismo, en el sistema relacional empirico se de-
fine una unica relacion binaria =, y el objetivo de la
medida conjunta es determinar cuales son las con-
diciones que debe satisfacer > para justificar una

determinada representacion. Por tanto, los diversos
axiomas no deben considerarse como relaciones es-
pecificas, diferenciadas de >, que se «afnaden» al
sistema relacional empirico, sino como requerimien-
tos de > gue garantizan una representacion.

Como ya se ha mencionado,.en psicologia no se
dispone de una operacion natural de concatenacion
y, por tanto, la medida conjunta incorpora una ope-
racion alternativa a ésta: la ordenacion; operacion
considerada por un gran numero de autores
(Coombs y Huang, 1970; Krantz et al., 1971, etc.)
como natural y constituyente del repertorio conduc-
tual del sujeto, junto con otras operaciones como las
comparaciones binarias. La adopcion de la opera-
cion de ordenacién en medida conjunta conduce
(Adams y Fagot, 1959; Luce y Tukey, 1964; Krantz
etal.,, 1971; Roberts, 1979; Narens, 1985, etc.) a que
la primera condicion o0 axioma que se requiere es
que la relacion restablecida > sea un orden débil so-
bre la estructura A, x A, x A; (véase anexo).

Leyes de independencia

Ademas del orden débil, la justificacion axiomatica de
las representaciones polinomicas requiere el esta-
blecimiento de otras condiciones formales expresa-
das en términos de leyes cualitativas (Krantz, 1972),
conceptualizadas «psicolégicamente» por algunos
autores como formas de consistencia. La mas sim-
ple de estas leyes cualitativas es la independencia,
condicién que juega un rol fundamental en el analisis
ordinal de las reglas de composicion. En esencia, el
axioma de independencia postula que el orden ob-
servado de la variable dependiente permite ordenar
una variable independiente de forma que esta orde-
nacion no dependa del resto de variables. Bajo esta
acepcion, el axioma de independencia, tal y como ha
sido formulado, recibe el nombre de independencia
de un factor para enfatizar el hecho de que las rela-
cionales ordinales definidas se estudian conside-
rando separadamente cada variable de la estructura
factorial (véase anexo).

En esta situacion, el interés reside en descubrir
axiomas en torno al sistema < A, = > que, por un
lado, sean leyes empiricamente vélidas y, por otro,
nos permitan construir funciones de valor real ¢,, ¢,
Yy ¢3;, y una funcion F de R x R en R, tal que para
todoa, b € A, p,q € A, yu, v € A, se verifique:

apu = bqv si, y solo si, F [+(@), ¢Ap), 9s(u)] = F [@:(b),
?2(q), 93(v)]

Para ello, lo que se intenta demostrar es la exis-
tencia de escalas numeéricas ¢; sobre los componen-
tes y una regla F para combinarlas, de forma que la
medida resultante conserve el orden observado en
el sistema relacional empirico. Cuando existe una
representacion de este tipo decimos que la estruc-
tura (A, = > es descomponible. Atendiendo a la
idea de descomponibilidad, una estructura conjunta
se define como «una estructura cualitativa que puede
descomponerse de forma natural en dos (0 mas)
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componentes 0 subestructuras ordenadas» (Narens
y Luce, 1986, pag. 169; Narens, 1985); postulado
que apela directamente al requerimiento de indepen-
dencia de la relacion =.

El establecimiento del axioma de independen-
cia posibilita la definicién de una estructura con-
junta independiente. La estructura relacional
(A x Ay x Ag, =) diremos que es una estructura
conjunta independiente si se satisface el axioma de
independencia y la relacion > sobre A, x A, x A; es
un orden débil. Se demuestra que si > es un orden
débil sobre la estructura total, entonces la relacion
>; inducida sobre cada factor es también un orden
débil (Krantz et al., 1971). De aqui se desprende que
el axioma de independencia, efectivamente, implica
la ordenacion (debil) de cada factor «independiente-
mentey del resto de factores de la estructura, a par-
tir de la ordenacion de la variable dependiente.

No obstante, el concepto de independencia no es
exclusivo de factores unicos y puede generalizarse
al estudio de las ordenaciones conjuntas de grupos
de factores. Por ejemplo, supongamos la siguiente
relacién (a, p, u) = (b, q, u). Puesto que estas dos
combinaciones de tratamiento poseen un compo-
nente comun (A;), la conclusién inmediata que se
deriva es que el efecto de la combinacion (a, p) es al
menos tan grande como el efecto de la combinacion
(b, g). Sin embargo, para que tal afirmacion sea cierta
debe comprobarse que en la relacion (a, p) = (b, q)
se mantiene independientemente del valor que toma
el tercer factor. Esto es, para cualquier valor fijado
de A;, el orden observado entre los efectos conjun-
tos de A, y A, debe ser el mismo, y por tanto
(a, p, v) = (b, q, v). Formalmente, A, y A, son con-
juntamente independientes siempre que dada la
relacion (a, p, u) = (b, g, u) se verifica que
(a, p, v) = (b, g, v). La independencia conjunta de
A, x A, respecto a A,, y de A, x A; respecto a A, se
enunciaria de forma similar (véase anexo).

Esta condicion es mucho mas fuerte que la inde-
pendencia de un factor, y se demuestra (Krantz y
Tversky, 1971; Krantz et al., 1971) que si se satis-
face la independencia conjunta entre todos los pa-
res de factores, entonces se verifica la independen-
cia ordinal de factor unico; generalmente, €l inverso
no se mantiene. Adams y Fagot (1959) demuestran
que, ademas del orden débil, el axioma de indepen-
dencia constituye una consecuencia de la hipotesis
aditiva. Por tanto, y en vistas al diagndstico de las
reglas de composicion, la independencia conjunta
entre todos los factores que constituyen la estruc-
tura representa un requerimiento necesario en el
proceso de justificacion de la composicion aditiva.

En el estudio axiomatico de las reglas de compo-
sicién, el hecho de que los factores de la estructura
producto no sean aditivos, debido a vulneraciones de
la independencia, no es motivo suficiente para diag-
nosticar composiciones alternativas. En este caso,
las violaciones de la independencia pueden sefalar
la posible existencia de subconjuntos definidos de
valores, en las variables que se mantienen constan-
tes, para los que se modifican las relaciones ordina-
les esperadas bajo la hipotesis de independencia. La

278

existencia de dichos subconjuntos, ligados a facto-
res multiplicativos, posee importantes repercusio-
nes en el proceso de justificacion de las reglas de
combinacion que se traducen en la incorporacion de
un nuevo axioma, la dependencia del signo.

Dependencia del signo: generalizacion
de la independencia

El rechazo de la hipotesis de aditividad debido a vul-
neraciones de la independencia, conceptualizadas
como falta de consistencia, implica cuestionarse si
dicho incumplimiento garantiza otras formas de con-
sistencia (es decir, otras leyes cualitativas) suscep-
tibles de justificar reglas de composicion alterna-
tivas.

Supongamos a, b € A, p,q,r € A, yu, v,
w € A;y larelacion (a, p, u) = (b, p, u). Bajo el su-
puesto de independencia de relacién entre a y b debe
mantenerse para cualquier valor que tome A, x A;.
No obstante, si al modificar los niveles de A, y A; su-
cedeque (b, q,v) > (a, g, v)y(@r w) ~ (b, r, w),
las relaciones ordinales observadas senalan que
estamos frente a un caso de dependencia del signo.

En este caso se considera que A, x A; = (p, u)
tiene un efecto positivo, A; x A; =(q, v) un efecto
negativo y A, x A; = (r,w) no tiene efecto (degene-
rate effect en inglés); de esta forma, la direccion de
las desigualdades dependera del «signo» de los
componentes, puesto que un cambio en el signo de
un factor multiplicativo «invierte» el sentido del orden
débil >, inducido sobre A,. En particular, un factor A,
sera dependiente del signo si A, x A, puede divi-
dirse en tres subconjuntos (A; x Ay, (A, x A’y
(A, x Aj)” tales que: 1) A, es independiente en cada
uno de estos subconjuntos; 2) los subconjuntos de
valores positivos y negativos inducen ordenes
opuestos sobre el factor A, y 3) el subconjunto neu-
tro induce una igualdad sobre A, (véase anexo).

Es importante destacar que, determinados los va-
lores 0 combinaciones factoriales que tienen el
mismo signo, se constata el cumplimiento de la ley
de independencia en cada subconjunto de niveles.
Por tanto, puede decirse que la dependencia dei
signo generaliza la nocion de independencia (Nowa-
kowska, 1983; Fauquet, 1991).

Matematicamente, se demuestra (Krant et al.,
1971) que la independencia constituye el caso es-
pecial de la dependencia del signo en el que los sub-
conjuntos de las combinaciones de tratamiento con
signo negativo y neutro estan vacios; por ello, esta
situacion ha sido definida como el «caso positivor.
Por otro lado, cuando dos (0 mas) de tales subcon-
juntos no son vacios el axioma se denomina depen-
dencia propia del signo, conceptualizandose tal si-
tuacion como el «caso senalado» (signed case en
inglés); algunos autores (Nowakowska, 1983) han
expresado la independencia en términos de inde-
pendencia del signo.

En vistas al diagnostico de la regla de composi-
cion, debe considerarse que, en el «caso positivoy,



los modelos aditivo y multiplicativo son ordinalmente
equivalentes, puesto que el primero puede dedu-
cirse a partir de una transformacion logaritmica apli-
cada sobre el segundo. Por su parte, en el ¢caso se-
nalado», donde no se impone la restriccién al
subconjunto de valores positivos, el modelo aditivo
es equivalente al caso especial de un modelo multi-
plicativo en que todos los valores de escala son po-
sitivos.

Al igual que en el axioma de independencia, la
condicion de dependencia dei signo contempla una
version conjunta cuya definicion es analoga a su ho-
maloga unifactorial. La dependencia conjunta del
signo hace referencia a la dependencia de un par de
factores sobre el componente que se mantiene
constante, el cual se desglosa en tres subconjuntos
de valores (positivo, negativo y neutro) que produ-
cen patrones ordinales diferenciados sobre los fac-
tores dependientes. Se verifica que si A, y A, son
conjuntamente dependientes de! signo sobre A, en-
tonces: 1) son conjuntamente independientes en A”,,
A%y Ay 2) el orden inducido por el conjunto posi-
tivo es el opuesto del inducido por el conjunto ne-
gativo, y 3) la relacion que se produce en el conjunto
neutro es la igualdad o equivalencia (véase anexo).
Andlogamente, la independencia conjunta es el caso
especial de la dependencia conjunta del signo donde
los conjuntos neutro y negativo estan vacios.

Compensacion entre factores:
axiomas de cancelacion

Los axiomas de cancelacion constituyen condicio-
nes necesarias, que acompanan a la independencia
0 a la dependencia para justificar las reglas de com-
posicion, y sus diferentes versiones posibilitan la de-
terminacion de una forma funcional especifica en
detrimento de otras. La doble cancelacion, o cance-
lacion de Luce-Tukey, representa la forma mas sim-
ple de estas propiedades y, en el caso trifactorial,
supone una condicion bidimensional que se aplica
sobre pares de combinaciones factoriales que po-
seen un componente comun. Este axioma debe es-
tudiarse para cada nivel del factor que se define
constante, por lo que, a medida que aumenta el nu-
mero de niveles de la estructura factorial, aumenta
el nimero de pruebas gue deben realizarse.

El estudio de la doble cancelacion se efectua so-
bre conjuntos diferenciados de datos en funcion del
cumplimiento o vulneraciéon de la independencia de
un factor. Si ésta se cumple (caso positivo), el pro-
ceso de andlisis se realiza sobre el total de los nive-
les de la estructura factorial; contrariamente, si se
viola el axioma de independencia y se verifica una
dependencia del signo, entonces debe comprobarse
el patrén de doble cancelacion en cada subconjunto
de valores definido. En ambos casos, la vulneracién
de esta propiedad invalida cualquier regla de com-
posicién polindmica simple; en cambio, su cumpli-
miento conduce al estudio de las versiones conjun-

tas de la independencia (en el caso positivo) o de la
dependencia.

El andlisis de estas condiciones, caracterizado por
el numero de pares de factores que las satisfacen,
permite el diagndstico definitivo entre los modelos
aditivo y multiplicativo. En una primera aproxima-
cion, el modelo aditivo, A, + A; + A, requiere la in-
dependencia conjunta de todos los pares de facto-
res que pueden definirse, esto es: debe satisfacerse
este axioma para las subestructuras A, x A,, A, x A,
y A, x A; respecto a A, A, y A, respectivamente;
contrariamente, el modelo multiplicativo A, - A, - A,
precisa el cumplimiento de la dependencia conjunta
del signo para todas las subestructuras anteriores.

En este punto, es importante destacar que la ina-
decuacion de los modelos aditivo y multiplicativo
puede ser indicativa de la conveniencia de exami-
nar reglas de composicién alternativas, caracteri-
zadas por el hecho de que en su formulacion con-
templan elementos aditivos y multiplicativos. Estas
representaciones quedan definidas en términos de
las composiciones distributiva y distributiva dual
(Ar + Al x Ag y (A, x Ay + A, respectivamente.

El establecimiento de estas reglas de combina-
cién requiere, en primera instancia, el cumplimiento
de la independencia de un factor y la cancelacion de
Luce-Tukey, para el caso pasitivo; o, alternativa-
mente, la verificacion de la dependencia de! signo de
un factor en toda la estructura factorial, y la doble
cancelacion en cada subconjunto de valores cuando
no se dispone de escalas positivas. Tanto en un caso
como en otro, el cumplimiento de la independencia
conjunta (o de la dependencia conjunta si procede)
por solo uno o dos factores sefala, en principio, la
pertinencia de investigar la adecuacion de la com-
posicion distributiva o distributiva dual. No obstante,
la aceptacion de una de las dos formas anteriores
precisa la comprobacion de las pertinentes condicio-
nes de cancelacion.

En ambos modelos, al menos un par de factores
son conjuntamente independientes, lo cual justifica
la presencia de componentes aditivos en el modelo.
Si se mantiene la descomponibilidad monoétona, las
versiones aditivas y multiplicativas de la doble can-
celacion (Roskies, 1965) son idénticas y ninguna de
éstas puede usarse para discriminar entre el caso
distributivo y distributivo dual; por lo que se requie-
ren dos «nuevas» formas de cancelacion: la cance-
lacion distributiva y la distributiva dual (véase anexo).
En esencia, estos axiomas representan patrones de
compensacion diferentes a los propuestos en la
cancelacion tradicional de Luce-Tukey, de dificil
constatacion empirica.

La comprobacion de la cancelacion distributiva
justifica en ultimo término una composicion distribu-
tiva entre los factores de la estructura factorial. No
obstante, si éste se vulnera, entonces debe compro-
barse la posibilidad de una combinacion distributiva
dual entre las variables. Para ello se requiere el cum-
plimiento de una compleja condicion de cancelacion,
la cancelacion distributiva dual.

Estas propiedades fueron definidas inicialmente en
términos de una relacion de equivalencia (~) por
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Krantz et al. (1971), que constituye una restriccion
muy fuerte del modelo. Por su parte, Krantz y
Tversky (1971) relajan la condicion fuerte de equi-
valencia (~) incorporando una relacion de orden dé-
bil (=), mas asequible desde una perspectiva empi-
rica (Coombs y Huang, 1970; Ulirich y Painter, 1974).

Diagnéstico de las reglas
de composicién

El diagnostico de las reglas de composicion consti-
tuye un proceso jerarquico de comprobacion axio-
matica, consistente en el analisis sistematico de los
axiomas que justifican las diversas formas funcio-
nales. No obstante, todas las representaciones poli-
némicas requieren el cumplimiento de otros axiomas
(no comprobables empiricamente), que constituyen
requerimientos formales, los cuales imponen fuertes
restricciones a la medida conjunta.

Brevemente, estas condiciones se engloban en el
contexto de los axiomas de solubilidad y la condi-
cion arquimediana, proposiciones obligadas en to-
dos los sistemas axiomaticos de medida. Si bien to-
das las reglas de composicion consideran dichos
axiomas, a nivel aplicado, éstos no son susceptibles
de verificacion empirica, al contrario que la indepen-
dencia, doble cancelacion, etc. Debido a ello, tradi-
cionalmente, el investigador asume el cumplimiento
de la solubilidad y de la condicion arquimediana, di-
rigiendo su procedimiento de analisis hacia el estu-
dio de los axiomas comprobables experimental-
mente presentados a lo largo del articulo.

El diagnéstico de la regla de composicion com-
porta la distincion entre el caso positivo y el caso en
el que se evidencia una dependencia del signo. De-
bido a que los modelos de medida conjunta poseen
axiomas comunes, el proceso diagnostico se inicia
estudiando en primer lugar dichos axiomas y, segui-
damente, en funcién de la pauta de cumplimiento o
vulneracion de los mismos, se estudian las condicio-
nes mas especificas de cada modelo. Por tanto, el
cumplimiento o vuineracion de un axioma es indica-
tivo de la siguiente condicion a estudiar.

Los esquemas diagnosticos constituyen procedi-
mientos secuenciales en los que la forma funcional
que representa los datos se determina a partir de la
aceptacion o rechazo de determinados patrones or-
dinales; de forma integrada, Krantz y Tversky (1971),
en su clasico trabajo sobre las Reglas de composi-
cién en Psicologia, presentan los esquemas diag-
noésticos de las diversas reglas polinomicas a partir
del andlisis de los axiomas aqui presentados.

Por otra parte, debido a que el procedimiento de
prueba de los axiomas acostumbra a ser largo y te-
dioso para el investigador, en la actualidad se dis-
pone de un considerable numero de programas de
ordenador que facilitan el andlisis. En esencia, la
mayoria de programas se han adecuado a los es-
quemas diagndsticos clasicos (propuestos por Krantz
y Tversky, 1971) y estan constituidos por un con-
junto de subrutinas especializadas para el analisis
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individual de cada axioma, principalmente las con-
diciones de independencia, dependencia y formas
de cancelacion. Ademas de su objeto diagndstico,
determinados programas permiten el escalamiento
conjunto de los factores basandose en algoritmos
de escalamiento ya establecidos (Tversky y Zivian,
1966; Lingoes, 1977; McClelland y Coombs, 1975;
Sherman, 1977; Lehner y Noma, 1980, etc.). Entre
otros, pueden destacarse el programa PCJM (Poly-
nomial Condoint Measurement), de Ullrich y Cum-
mins (1973; revisado por Ullrich, Cummins y Wal-
kenbach, 1978); COMESCAL (COnjoint MEasurement
SCALing), de Lukas (1985), y ADCOM (ADditive
COnijoint Measurement), de Hubner (1989).

Conclusion y nuevas orientaciones

En psicologia, la medida conjunta ha sido concep-
tualizada tradicionalmente como una teoria de me-
dida que «investiga las propiedades cualitativas de un
conjunto de datos (estudiando las relaciones que
entre ellos se establecen) para escalar, si es posible,
el conjunto de datos para una particular regla 0 mo-
delo» (Emery y Barron, 1979, pag. 195). Esta «filo-
sofia» de procedimiento ha conducido a denominar
el conjunto de modelos presentados como modelos
de medida conjunta axiomadtica (Krantz et al., 1971;
Emery y Barron, 1979), también llamados por otros
autores modelos clasicos de medida conjunta (Fau-
quet, 1991) por tratarse de las composiciones mas
estudiadas, e integradas en el también ya clasico
Foundations of Measurement, de Krantz et al. (1971).

Desde esta perspectiva, los desarrollos de la me-
dida conjunta han favorecido la aparicion de tres
tendencias teoricas, posteriores a los modelos cla-
sicos. La primera de ellas se ocupa del estudio y es-
tablecimiento de composiciones aiternativas a las
formas simples, asi como de la axiomatica que las
justifica (Huang, 1975). La segunda, profundiza en
los fundamentos matematicos de la medida con-
junta, estableciendo nuevas condiciones o refina-
mientos de las ya existentes con el objeto de obte-
ner mejores resultados a nivel de unicidad, mayor
generalidad, etc. (Fishburn y Roberts, 1988; Fish-
burn, 1990a, b, 1991; Wakker, 1991). Y, por ultimo,
la tercera investiga nuevos modelos axiomaticos de
medida conjunta modificando no sélo ios axiomas
fundamentales, sino también ailguno de sus postu-
lados generales; en este punto resulta de especial
atencion la axiomatizacion probabilistica de Fal-
magne (1976, 1979).

No obstante, y paralelamente al desarrollo de la
version axiomatica, un conjunto de autores en su
mayoria procedentes de la economia (Green y Rao,
1971; Green y Srinivasan, 1978), basandose en los
trabajos pioneros de la medida conjunta (Adams y
Fagot, 1959; Debreu, 1960; Luce y Tukey, 1964),
proponen una version alternativa de ésta, denomi-
nada medida conjunta numeérica. En el marco de la
.medida conjunta numérica no se prueban las propie-
dades ordinales de los datos, sino que se investiga



la transformacion mondtona de éstos que mejor sa-
tisface una supuesta regla de combinacion, evaluan-
dose la correspondencia entre el modelo y los datos
con base en una medida de bondad de ajuste. En
otras palabras, «la medida conjunta numérica (0
andlisis conjunto como la denominan Green y Srini-
vasan, 1978) procede asumiendo una particular re-
gla de composicion (habitualmente aditiva) y enton-
ces escala el conjunto de datos de acuerdo al modelo
propuesto» (Emery y Barron, 1979, pag. 195). Am-
bas perspectivas teoricas, axiomatica y numérica,
han definido sendas lineas investigadoras aplican-
dose la version axiomatica cuando el interés reside
en el diagnostico de la regla de composicion, y la
version numérica cuando el objetivo se centra en el
escalamiento de los datos.

Para finalizar, cabe decir que, en general, la me-
dicién axiomatica en psicologia, si bien ha gozado del
interés de un gran numero de investigadores, no
puede sustraerse a las criticas recibidas por parte de
autores procedentes de diversas orientaciones. Ta-
les criticas hacen referencia tanto a aspectos meto-
doldgicos (por ejemplo, la carencia de una teoria del
error, aspectos matematicos de la medida, etc.)
como a las cuestiones referentes a su falta de vali-
dez o «verosimilitud psicologica» (Anderson, 1981,
1982).

No obstante, otros autores, defensores de esta
orientacion, han destacado que la ventaja de un mo-
delo axiomatico se basa en que la evaluacion de su
adecuacién empirica no esta limitada por medidas de
bondad de ajuste, las cuales pueden presentar se-
rias distorsiones (Birnbaum, 1974). El modelo puede
evaluarse verificando si las propiedades cualitativas
se satisfacen empiricamente, y si éstas se cumplen,
cada modelo representa una teoria cualitativa
(Krantz, 1972). Las pruebas axiomaticas no solo son
mas sensitivas (Nickerson y McClelland, 1984) que
las medidas de bondad de ajuste, sino que, ademas,
también identifican el Jocus o condicion que se vul-
nera proporcionando el sustrato necesario para pos-
teriores revisiones del modelo (por ejemplo, sustitu-
yendo una condicidn que no es empiricamente valida
por otra mas adecuada).

El verdadero problema que dificulta su aplicabili-
dad, a nuestro parecer, no es de naturaleza meto-
dologica, sino empirica, dada la reiterada constata-
cion de vulneraciones de los axiomas cuando se
atiende al comportamiento real de las personas.

ANEXO
Axiomas empiricos
de la medida conjunta

AXIOMA 1. Orden débil

Sea la estructura A = A, x A; x A; y la relacion bi-
naria > sobre A. El sistema relacional ( A, =) es
un orden débil si, y sélo si, para todo apu, bqv,
crw € A se satisfacen las siguientes dos condicio-
nes:

1. Conexion: o bien apu = bqv o bien bqv > apu.
2. Transitividad: si apu = bqv y bgv > crw, enton-
ces apu = crw.

AXIOMA 2. Independencia de un factor

Una relacion > sobre la estructura producto
A, x A, x A; satisface la condicion de independencia
(también llamada monotonia o simple cancelacion) si,
y sbio si, paraa,b € A;,p,q € A,yu,v € A; se
verifica que:
1. Siapu = bpu = aqv > bqgv (independencia de
A, respecto a A, y Aj).
2. Siapu = aqu = bpv > bqgv (independencia de
A, respecto a A, y Aj).
3. Siapu = apv = bqu > bqv (independencia de
Ajrespectoa A, y A,).

AXIOMA 3. Independencia conjunta

Una relacién > sobre la estructura A, x A, x A, sa-
tisface la independencia conjunta si, y solo si, la re-
lacion de orden observada entre los efectos conjun-
tos de pares de factores es independiente del valor
que toma el tercer factor cuando se mantiene cons-
tante.

AXIOMA 4. Axioma de dependencia del signo
Sean los pares (p, u)*, (p, u)° y (p, u)~ los represen-
tantes canonicos (0 elementos genéricos) de los
conjuntos (A, x Ay)*, (A, x Ay’ y (Az X Ay), respec-
tivamente. El factor A, se denomina dependiente del
signo (sobre A, x A;), siempre que:
1. [a, (p, u)*] = [b, (p, u)*] si, y sdlo si, [a, (q, v)'] =
= b, (q, v)']. o
2. [a,(p,u)] = [b. (p,u)]siysdlosia,(q,v)] =
=[b.(q V)] ,
3. [a, (p, )] = [b, (p, u)*] si, y sdlo si, [b, (q, v) ] =
= [a,(q, V)]
4. [a,(p, u)] ~ [b, (p, u)].

AXIOMA 5. Dependencia conjunta del signo

Sea la estructura ( A; x A, x A3, = > . Dos conjun-
tos A, y A, son conjuntamente dependientes del
signo sobre A,, si éste puede particionarse en tres
subconjuntos A*;, A%y A7,;, con representantes ca-
nonicos respectivos u*, u’ y u”, tales que:
1. (a, p, u*) = (b, q, u*) si, y solo si, (a, p, v*) =
> (b, q, v*).
2. (a, p,u) = (b, q,u)si, ysdlo si, (a, p, v)) =
= (b, q, v).
3. (a, p,u) = (b, q, u) si, y solo si, (b, q, u’) =
Z(a, p, u).
4. (a, p, V) ~ (b, q, V9.

AXIOMA 6. Doble cancelacion

Sea la estructura factorial ( A, x A; x A;, = ). Los
factores A, y A, satisfacen la doble cancelacion si, y
sélo si, paraa,b,c € A,,p,q.r € A,yu € A;se
verifica que si(a, q, u) = (b, r,u)y (b, p, u) = (c, q, u)
entonces (a, p, u) = (c, r, u).

La doble cancelacion para A, x A; y A, x A; se
enunciaria de forma similar, y los factores A, y A;,
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respectivamente, se mantendrian constantes. En el
caso bifactorial (Luce y Tukey, 1964), este axioma
se enuncia en los términos siguientes: una relacion
> sobre la estructura factorial A, x A, satisface la
doble cancelacién siempre que para cada a, b,
ce A ypqre A,siaqx=brysibpxcq, en-
tonces ap > cr. La forma fuerte de este axioma en
que la relacion de orden débil (=) se sustituye por la
relacion de equivalencia (~) se denomina condicion
de Thomsen.

AXIOMA 7. Axioma de cancelacion distributiva

Una estructura ( A; x A, x A;, = > con los elemen-
tosa,b,c,d € A, p,q,r, s € Ay, yu,v € A, de-
cimos que satisface la cancelacion distributiva si, y
solosi, (@, p,uy=(c, rvyb qu=(ds,v)ysi
(d, r, v) = (b, p, u), entonces implica que (a, q, u) =
= (c,s,v).

AXIOMA 8. Axioma de cancelacién distributiva dual
Una estructura ¢ A, x A; x A;, = > con los elemen-
tosa,b,c,d e € A,p,qrsteA,yuv,wx
y € A,, satisface la cancelacion distributiva dual si,
y sdlo si:
(cs,v)=(@rwy(dpuzbtx
drx)=(s uyleqy =ty
ysi(a, t,y) > (d, q, y), entonces (a, p, v) = (b, q, w).

Nota: Este trabajo se ha realizado en el marco del pro-
yecto PB87-0776 financiado por la Direccion General de
Investigacion Cientifica y Técnica (DGICYT).
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