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ARBOLES DE FORZAMIENTO SEMANTICO PARA EL
SISTEMA BASICO CON AFIRMACION Y NEGACION
ALTERNAS

MANUEL SIERRA A. (x)

RESUMEN. El lenguaje del sistema LB extiende el lenguaje de la légica
cldsica al incluir operadores para las nociones de afirmacién alterna (en
contraste con la afirmacién usual o afirmacidn cldsica), negacion alterna
(en contraste con la negacidn cldsica), y también operadores de incompa-
tibilidad y determinabilidad entre parejas de operadores: negacion alter-
na versus afirmacién alterna, negacién alterna versus afirmacién clasica y
afirmacién alterna versus negacion clasica. El sistema esta caracterizado
por una herramienta de inferencia visual llamada drboles de forzamiento
semdntico. Con esta herramienta se marcan los nodos del arbol asociado
a una férmula dada, y con base en estas marcas se determina si la férmula
es valida o no. En caso de invalidez, la valuacién que refuta la validez de

la féormula estd determina por las marcas en su drbol de forzamiento.
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ABSTRACT. The language of the system LB extends the language of the
classic logic to include operators for the notions of alternating affirmation
(in contrast to usual affirmation or classic affirmation), alternating nega-
tion (in contrast to classic negation), and also operators of incompatibility
and determinability between pairs of operators: alternating negation ver-
sus alternating affirmation, alternating negation versus classic affirmation
and alternating affirmation versus classic negation. The system is charac-
terized by a tool of visual inference called trees of semantic forcing. With
this tool the nodes of the associated tree to a given formula are marked,
and based on these marks determines if the formula is valid or not. In
case of invalidity, the valuation that refutes the validity of the formula is

determined by the marks in its tree of forcing.

KEY WORDS AND PHRASES. Tree of forcing, valuation, semantics, deductive

system, incompatibility, determinability.

1. INTRODUCCION

En [3] da Costa presenta la jerarquia de sistemas deductivos, C,, con 1 < n < w,
los cuales soportan las inconsistencias. El operador negacion de estos sistemas
es mas débil que el operador negacion cldsica. Da Costa también introduce un
operador de buen comportamiento, con el cual se pretende que si una férmu-
la estd débilmente negada y tiene buen comportamiento entonces la férmula
débilmente negada se debe comportar como si estuviera clasicamente negada.
Los sistemas son presentados con una sola negacion, llamada negacion débil;
en el sistema C1, el buen comportamiento de una férmula es definido como la
negacién débil de la conjuncién de la férmula con su negacién débil; la negacién
clésica es definida en términos de la negacion débil y el buen comportamien-
to. En [2] Carnielli y Marcos estudian con mayor profundidad el operador de
buen comportamiento al presentar las Ldgicas para la Inconsistencia Formal
las cuales permiten interiorizar los conceptos de consistencia e inconsistencia
en el lenguaje objeto.

En [7] se presenta una jerarquia de sistemas deductivos, los cuales son gene-
ralizaciones de la Légica Clésica, y en ellos aparecen dos negaciones (negacién
cldsica y negacidn alterna), un operador de incompatibilidad respecto a la nega-
cion alterna y un operador de determinabilidad respecto a la negacion alterna.
En uno de los sistemas de la jerarquia la negacion alterna es mas fuerte que
la clasica y en el otro la negacién alterna es més débil. En estos sistemas la
incompatibilidad respecto a la negacién alterna de una férmula puede ser ca-
racterizada como la negacién clisica de la conjuncién entre la férmula y su
negacién alterna; esta caracterizacién hace al operador incompatibilidad esen-
cialmente diferente del operador de buen comportamiento presentado por da
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Costa, y del operador de consistencia presentado por Carnielli y Marcos, pero
més cercano al operador de consistencia presentado en [5] por D’Ottaviano y
da Costa para el sistema J3. La determinabilidad respecto a la negacion alterna
de una férmula puede ser caracterizada como la disyuncién de la férmula con
su negacién alterna.

En [4] se presentan diversos sistemas de Ldgicas Modales, la mayorfa de estos
sistemas tienen un operador de necesariedad, en cierto sentido este operador
es una afirmacién més fuerte que el operador afirmacion cldsica o afirmacion
usual (la necesariedad de la férmula « implica la negacién cldsica de la férmu-
la «, pero no necesariamente vale la implicacién reciproca). Un operador de
imposibilidad es definido en términos de los operadores necesariedad y nega-
cion clésica. En cierto sentido el operador de imposibilidad es mas fuerte que
el operador negacion cldsica o negacién usual (la imposibilidad de la férmula
« implica la negacion clasica de la formula «, pero no necesariamente vale la
implicacién reciproca). Un operador de posibilidad es definido en términos de
los operadores necesariedad y negacion clasica. En cierto sentido el operador de
posibilidad es mas débil que el operador afirmacion cldsica o afirmacién usual
(la afirmacién cldsica de la férmula « implica la posibilidad de la férmula «, pe-
ro no necesariamente vale la implicacién reciproca). Estos sistemas deductivos
no son presentados con operadores de buen comportamiento o similares.

En [8] se presenta un sistema deductivo con un operador de afirmacién alterna,
un operador de incompatibilidad respecto a la afirmacion alterna y un opera-
dor de determinabilidad respecto a la afirmacion alterna. La incompatibilidad
respecto a la afirmacion alterna de una férmula puede ser caracterizada como
la negacion clasica de la conjuncién entre la negacion clasica de la férmula y su
afirmacién alterna. La determinabilidad respecto a la afirmacién alterna de una
férmula puede ser caracterizada como la disyuncién entre la negacién clasica
de la féormula y su afirmacién alterna. Este sistema y dos subsistemas de él se
caracterizan semédnticamente en [9]. En uno de estos subsistemas la afirmacién
alterna es mas fuerte que la clasica y en el otro la afirmacién alterna es mas
débil.

El método de los tableros semdnticos, presentado por E. Beth en [1] y popula-
rizado como drboles de opciones semdnticas por R. Smullyan en [10], consiste
béasicamente en examinar, de una manera sistematica, todas las posibilidades
que podrian hacer falsa una proposiciéon dada y buscar si una de estas posibi-
lidades es légicamente viable, es decir no genera contradicciones, en este caso
se tiene un contraejemplo que refuta la validez de la proposicién dada, si no
es posible generar un contraejemplo, es decir ninguna posibilidad resulta 16gi-
camente viable, entonces la proposicién analizada es vélida. Este método ha
encontrado gran aceptacion, y se ha extendido a muchos sistemas de logicas no
clasicas, y ademas es facil de implementar con un programa de computador.
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Los arboles de forzamiento semantico, a diferencia de los drboles de opciones
semanticas, no exploran todas las opciones posibles cuando se busca el contrae-
jemplo, se limitan a las opciones que son deductivamente forzadas por las reglas
del sistema. Por esta razén el andlisis de validez con arboles de forzamiento es
en principio mas sencillo y natural que con los arboles de opciones.

En este trabajo se presentan los Arboles de Forzamiento Semdntico para el
sistema deductivo LB, Ldgica Bdsica con Afirmacion y Negacion Alternas, el
cual ha sido caracterizado seménticamente en [6]. Se prueba detalladamente la
equivalencia entre la presentacién seméntica y la presentacién con arboles de
forzamiento. Cuando una férmula es invélida, lo cual se concluye si el drbol de
la férmula estd bien marcado, entonces la lectura de las marcas de los nodos
asociados a las férmulas cuasi-atémicas, proporciona una valuacion que refuta
la validez de la férmula.

2. LENGUAJE DE LB

El lenguaje de la Logica Clasica CL consta de los operadores binarios —, A y
V, y del operador monédico ~, ademads del paréntesis izquierdo y el paréntesis
derecho. El lenguaje del sistema LB se obtiene extendiendo el lenguaje de la
l6gica cldsica con los operadores monddicos +, =, I4+~, C+~, I+, C+—, I¥=y
C*~ (llamados afirmacidn alterna, negacion alterna, incompatibilidad entre la
afirmacion alterna y la negacion cldsica, completez o determinabilidad entre la
afirmacion alterna y la negacion cldsica, incompatibilidad entre la afirmacion
alterna y la negacion alterna, completez o determinabilidad entre la afirmacion
alterna y la negacion alterna, incompatibilidad entre la afirmacion cldsica y la
negacion alterna, completez o determinabilidad entre la afirmacion cldsica y la
negacion alterna).

El conjunto de formulas de LB es generado por las siguientes reglas y sélo por
ellas:

R1. Se tiene un conjunto enumerable de férmulas atomicas.

R2. Si A es una férmula entonces ~(A), —(A), +(A), (A)I+~ (A)F+~,
(A)YH7 (A, (A y (A)C* son férmulas?.

R3. Si A y B son férmulas entonces (A)A(B), (A)V(B) y (A)—(B) son
féormulas.

Al unir al conjunto de las férmulas atémicas las férmulas de la forma +(A) y
—(A), se obtienen las férmulas cuasi-atémicas.

ISi A es una férmula, s un operador monddico, t un operador monadico, entonces: Als?
indica que no pueden tenerse las férmulas s(A) y t(A) simultdneamente, A€t indica que

debe tenerse al menos una de las férmulas s(A) y t(A).
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3. ARBOL DE UNA FORMULA

El drbol de la férmula o se representa por Arfa] y se construye utilizando las
siguientes reglas (A férmula atémica, « y § férmulas arbitrarias):

k k
Ar[A] = A Ar[ka] = | ArfokpB] = \
Arfe] Arla]  Ar[B]
Donde k € {—. ~. +} Donde k € {wv. A, =}
k k k
Ar[rxk] = | Ar[u"] = ] Ar[otk] = e
- ‘ T -
| | ~
Arfo] Arfe] Arfu]
Donde k € {I*—, C*—} Donde k e {I+~, Ct+~} Donde k € {I+—. C+—}
Se define el drbol de un argumento “de a, ... , ap—1 y @, se infiere 57 como:

Ar[(aqA ... Aay) — (], el arbol del condicional asociado al argumento. El nodo
superior del drbol de la férmula «, es llamado la raiz del drbol, se denota R[¢/]
y corresponde al conectivo principal de la férmula «. Los nodos inferiores, es
decir aquellos de los cuales no salen ramas, son llamados hojas y corresponden
a las férmulas atémicas.

Por ejemplo, para el argumento: “ de +AV ~B y B/t~ se infiere AC*™7” el
condicional asociado es [(+AV ~B) A BI*7] — A®*™ y su 4rbol es:

—
FAY C"I -
v -
+ + - ‘.:L
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4. MARCANDO LOS NODOS DE UN ARBOL

Si un nodo C' es uno de los conectivos monadicos ~, = 0 4, entonces su Gnico
hijo se llama el alcance del conectivo y para hacer referencia a él se utiliza la
notacién aC.

Si un nodo K es uno de los conectivos binarios A, V o —, entonces para sus
hijos izquierdo y derecho se utiliza la notacién iK y dK respectivamente.

Si un nodo K es uno de los conectivos I+— o C+—, entonces para sus hijos
izquierdo y derecho se utiliza la notacion +K y —K respectivamente, para el
hijo comin de +K y =K, el cual se le llama alcance de K, se utiliza la notacién
aK.

Si un nodo K es uno de los conectivos I+~ o C+~, entonces para el hijo de
K se utiliza la notaciéon +K y para el hijo de +K, llamado el alcance de K, se
utiliza la notacion aK.

Si un nodo K es uno de los conectivos I*— o C*—, entonces para el hijo de K se
utiliza la notacion —K y para el hijo de =K, llamado el alcance de K, se utiliza
la notacién aK.

Para toda sub-férmula 8 de «, el nodo asociado a (8 es la raiz de 8, RG], la
cual a su vez es el conectivo principal de 3 en el caso que (3 sea compuesta, o
es la misma (3 en el caso que (§ sea atomica.

Para una férmula «, H(a) el conjunto de hojas del Ar[a], y N(a) el conjunto
de nodos del Ar[a].

Para cada férmula «, una funcion de marca de hojas m (o simplemente funcién
de marca), es una funcién de H(a) en {0, 1}.

Si m(p) = 1 entonces se dice que la hoja p estd marcada con 1, o que es
aceptada.

Si m(p) = 0 entonces se dice que la hoja p estd marcada con 0, o que es
rechazada.

Cada funcién de marca de hojas m, se extiende a una funcion de marca de
nodos M, de N(a) en {0, 1} segtn las siguientes reglas:

M(p) = m(p) si p es una hoja.

ANA. Aceptacion de la conjuncidn: Si una conjuncién es aceptada
entonces tanto el hijo izquierdo como el derecho son acepta-
dos.

M(A) = 1 = [M(iA) = 1y M(dA) = 1]
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AiAdA.

Rv.

RiRdV.

R—.

AiRd—.

RI4—.

Aceptacion a la izquierda y aceptacion a la derecha en la
conjuncion: Si en una conjuncién tanto el hijo izquierdo como
el derecho son aceptados entonces la conjuncién es aceptada.

[M(IA) = 1y M(dA) = 1] = M(A) =1

Rechazo de la disyuncion: Si una disyuncion es rechazada
entonces tanto el hijo izquierdo como el derecho son recha-
zados.

M(V) =0 = [M@iV) =0y M(dV) = 0]

Rechazo a la izquierda y rechazo a la derecha en la disyun-
cion: Si en una disyuncién tanto el hijo izquierdo como el
derecho son rechazados entonces la disyuncién es rechazada.

IM(iV) = 0y M(dV) = 0] = M(V) = 0

Rechazo del condicional: Si un condicional es rechazado en-
tonces el hijo izquierdo es aceptado y el hijo derecho es re-
chazado.

M(—)=0= [M(i—) =1y M(d—) = 0]

Aceptacion a la izquierda y rechazo a la derecha en el con-
dicional: Si en un condicional el hijo izquierdo es aceptado
y el hijo derecho es rechazado entonces el condicional es re-
chazado.

M(i—) =1y M(d—) =0] = M(—) =0

Aceptacion de la negacion: Si una negacién es aceptada en-
tonces su alcance es rechazado.

M(~) = 1= M(a~) =0

Rechazo del alcance de la negacion: Si el alcance una nega-
cion es rechazado entonces la negacion es aceptada.

M(a~) = 0 = M(~) = 1

Rechazo de la incompatibilidad: Si la incompatibilidad entre
la afirmacion alterna y la negacién alterna es rechazada en-
tonces tanto la afirmacion alterna como la negacién alterna
son aceptadas.

M(I4+-) = 0 = M(+I+-) = 1y M(—-I4+-) = 1]
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A+A- T4+

RCH+-.

R+R- C+—.

RI+~.

A+Ral+~.

RC+~.
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Aceptacion de la afirmacion alterna y aceptacion de la ne-
gacion alterna en la incompatibilidad: Si tanto la afirmacion
alterna como la negacién alterna son aceptadas entonces la
incompatibilidad entre la afirmacién alterna y la negacién
alterna es rechazada.

[M(+1+-) = 1y M(=I4-) = 1] = M(I4+-) = 0

Rechazo de la completez: Sila determinabilidad entre la afir-
macion alterna y la negacién alterna es rechazada entonces
tanto la afirmacién alterna como la negacién alterna son re-
chazadas.

M(C+=) =0 = M(+C+—) = 0y M(=C+-) = 0]

Rechazo de la afirmacion alterna y rechazo de la negacion
alterna en la completez: Si tanto la afirmacién alterna como
la negacion alterna son rechazadas entonces la determina-
bilidad entre la afirmacién alterna y la negacién alterna es
rechazada.

M(+C+-) =0y M(=C+-) = 0] = M(C+-) =0

Rechazo de la incompatibilidad: Si la incompatibilidad en-
tre la afirmacion alterna y la negacion clasica es rechazada
entonces la afirmacién alterna es aceptada y el alcance es
rechazado.

M(I4+~) = 0 = [M(+I+~) = 1 y M(al+~) = 0]

Aceptacion de la afirmacion alterna y rechazo del alcance en
la incompatibilidad: Si la afirmacién alterna es aceptada y
el alcance es rechazado entonces la incompatibilidad entre la
afirmacién alterna y la negacién clasica es rechazada.

[M(+14~) = 1y M(al4+~) = 0] = M(I+~) = 0

Rechazo de la completez: Si la determinabilidad entre la afir-
macién alterna y la negacion clésica es rechazada entonces
la afirmacion alterna es rechazada y el alcance es aceptado.

M(C+~) = 0 = [M(+C+~) = 0y M(aC+~) = 1]
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R+AaCH+~.

RIT*-.

A—-Aal*—.

RC*-.

R-RaC*-.

Rechazo de la afirmacion alterna y aceptacion del alcance
en la completez: Si la afirmacion alterna es rechazada y el
alcance es aceptado entonces la determinabilidad entre la
afirmacién alterna y la negacién clasica es rechazada

M(+C+~) =0y M(aC+~) = 1] = M(C+~) =0

Rechazo de la incompatibilidad: Si la incompatibilidad en-
tre la afirmacion clasica y la negacién alterna es rechazada
entonces tanto la negacién alterna como el alcance son acep-
tados.

M(I*=) = 0 = [M(-I*-) = 1 y M(al*-) = 1]

Aceptacion de la negacion alterna y aceptacion del alcance
en la incompatibilidad: Si tanto la negacion alterna como el
alcance son aceptados entonces la incompatibilidad entre la
afirmacion clasica y la negacion alterna es rechazada.

[M(~I*-) = 1y M(al*—) = 1] = M(I*=) = 0

Rechazo de la completez: Si la determinabilidad entre la afir-
macién clasica y la negacion alterna es rechazada entonces
tanto la negacion alterna como el alcance son rechazados.

M(C*-) = 0 = [M(~C*) = 0 y M(aC*~) = 0]

Rechazo de la negacion alterna y rechazo del alcance en la
completez: Si tanto la negacion alterna como el alcance son
rechazados entonces la determinabilidad entre la afirmacién
clasica y la negacion alterna es rechazada.

IM(=C*=) = 0 y M(aC*=) = 0] = M(C*=) = 0

Las anteriores reglas son llamadas reglas primitivas para el forzamiento de

marcas.

Se dice que una férmula « es A-vdlida (vélida desde el punto de vista de los
arboles, F4 «) si y solamente si para toda funcién de marca m, se tiene que

M(R[a]) = 1.

Se dice que una férmula « es A-invdlida si no es A-vélida, es decir si existe una
funcién de marca m, tal que M(R[a]) = 0. En este caso se dice que la funcidn de
marca refuta la formula «. También se dice que el drbol de a estd bien marcado
(ABM, todos sus nodos estdn marcados de acuerdo a las reglas).
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REGLAS DERIVADAS PARA EL FORZAMIENTO DE MARCAS

Las reglas primitivas para el forzamiento de marcas son suficientes para estudiar
las propiedades de los arboles de forzamiento, pero en la préactica, cuando se
trata de marcar todos los nodos de un arbol, es importante tener reglas que
cubran todas las posibilidades. A continuacién se presenta un juego completo
de reglas derivadas. Las pruebas son inmediatas, por esta razén se omiten.

5.1 Proposicion. Reglas derivadas para el condicional

AiA—.

RAA—.

Ri—.

AD—.

Aceptacion a la izquierda y aceptacion del condicional: Si
son aceptados tanto el condicional como su hijo izquierdo
entonces es aceptado el hijo derecho.

M(i—=) =1y M(—=)=1]=M(d—) =1

Rechazo a la derecha y aceptacion del condicional: Siun con-
dicional es aceptado y su hijo derecho es rechazado entonces
es rechazado el hijo izquierdo.

M(d—) =0y M(—) =1] = M(i—) =0

Rechazo a la izquierda en el condicional: Si en un condicional
se rechaza el hijo izquierdo entonces se acepta el condicional.

M(i—)=0= M(—) =1

Aceptacion a la derecha en el condicional: Si en un condicio-
nal se acepta el hijo derecho entonces se acepta el condicional.

M(d—)=1=M(—)=1

5.2 Proposicion. Reglas derivadas para la conjuncion

AiRA.

AdRA.

Afirmacion a la izquierda y rechazo de la conjuncidn: Si se
rechaza una conjuncién pero se acepta su hijo izquierdo en-
tonces se rechaza su hijo derecho.

IM(A) = 1y M(A) = 0] = M(dA) = 0

Afirmacion a la derecha y rechazo de la conjuncion: Si se re-
chaza una conjuncién pero se acepta su hijo derecho entonces
se rechaza su hijo izquierdo.

[M(dA) = 1y M(A) = 0] = M(iA) = 0
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RiA.

RDA.

Rechazo a la izquierda en la conjuncion: Si se rechaza el hijo
izquierdo de una conjuncién entonces se rechaza la conjun-
cion.

M(iA) =0 = M(A) =0

Rechazo a la derecha en la conjuncion: Si se rechaza el hijo
derecho de una conjuncién entonces se rechaza la conjuncion.

M(dA) = 0 = M(A) = 0

5.3 Proposicion. Reglas derivadas para la disyuncion

RiAv.

RdAV.

Aiv.

Adv.

Rechazo a la izquierda y aceptacion de la disyuncion: Si se
acepta una disyuncién pero se rechaza su hijo izquierdo en-
tonces se acepta su hijo derecho.

M(@iV) = 0y M(V) = 1] = M(dV) = 1

Rechazo a la derecha y aceptacion de la disyuncion: Si se
acepta una disyuncion pero se rechaza su hijo derecho en-
tonces se acepta su hijo izquierdo.

[M(dv) =0y M(V) =1] = M(iv) =1

Aceptacion a la izquierda en la disyuncion: Si se acepta el
hijo izquierdo de una disyuncién entonces se acepta la dis-
yuncién.

M@Vv) =1= M(V) =1

Aceptacion a la derecha en la disyuncidn: Si se acepta el hijo
derecho de una disyuncién entonces se acepta la disyuncion.

M(dv) =1= M(V) =1

5.4 Proposicion. Reglas derivadas para la negacion

Aar.

Aceptacion del alcance de la negacion: Si el alcance de una
negacion es aceptado entonces la negacion es rechazada.

M(a~) =1 = M(~) =0
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Rechazo de la negacion: Si la negacion es rechazada entonces
su alcance es aceptado.

M(~) = 0 = M(a~) = 1

5.5 Proposiciéon. Reglas derivadas para la incompatibilidad entre la afirmacion
alterna y la negacion alterna

A+Al4-.

A-Al+-.

RA+I+4-.

R-I4-.

Aceptacion de la afirmacion alterna y aceptacion de la in-
compatibilidad: Si tanto la incompatibilidad entre la afirma-
cién alterna y la negacion alterna como la afirmacion alterna
son aceptadas entonces la negacién alterna es rechazada.

[M(+I4+-) = 1y M(I+-) = 1] = M(=I4+-) = 0

Aceptacion de la negacion alterna y aceptacion de la incom-
patibilidad: Si tanto la incompatibilidad entre la afirmacion
alterna y la negacién alterna como la negacién alterna son
aceptadas entonces la afirmacién alterna es rechazada.

[M(=I4+-) = 1y M(I4+-) = 1] = M(+I+-) =0

Rechazo de la afirmacion alterna en la incompatibilidad: Sila
afirmacion alterna es rechazada entonces la incompatibilidad
entre la afirmacion alterna y la negacion alterna es aceptada.

M(+I4+-) =0 = M(I+-) =1

Rechazo de la negacidn alterna en la incompatibilidad: Si la
negacién alterna es rechazada entonces la incompatibilidad
entre la afirmacion alterna y la negacion alterna es aceptada.

M(=I+-) =0 = M(I+-) =1

5.6 Proposicién. Reglas derivadas para la determinabilidad entre la afirma-
cion alterna y la negacion alterna

R+AC+-.

Rechazo de la afirmacion alterna y aceptacion de la com-
pletez: Si la determinabilidad entre la afirmacién alterna y
la negacion alterna es aceptada y la afirmacion alterna es
rechazada entonces la negacién alterna es aceptada.

[M(4+C+=) =0y M(C+-) = 1] = M(~C+-) =1
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R-AC+-.

A4+-C+-.

A-CH—.

Rechazo de la negacion alterna y aceptacion de la completez:
Si la determinabilidad entre la afirmacién alterna y la nega-
cién alterna es aceptada y la negacion alterna es rechazada
entonces la afirmaciéon alterna es aceptada.

[M(~C+-) = 0y M(C+-) = 1] = M(+C+-) = 1

Aceptacion de la afirmacion alterna en la completez: Si la
afirmacién alterna es aceptada entonces la determinabilidad
entre la afirmacion alterna y la negacion alterna es aceptada.

M(+C+-) =1 = M(C+~) =1

Aceptacion de la negacion alterna en la completez: Sila nega-
cion alterna es aceptada entonces la determinabilidad entre
la afirmacion alterna y la negacién alterna es aceptada.

M(=C4-) =1 = M(C+-) = 1

5.7 Proposicién. Reglas derivadas para la incompatibilidad entre la afirmacion
alterna y la negacion cldsica

A+Al+~.

RaAl+~.

R+I+~.

Aceptacion de la afirmacion alterna y aceptacion de la in-
compatibilidad: Si tanto la incompatibilidad entre la afirma-
cion alterna y la negacién clasica como la afirmacién alterna
son aceptadas entonces el alcance es aceptado.

[M(+I+~) = 1y M(I4+~) = 1] = M(al+~) = 1

Rechazo del alcance y aceptacion de la incompatibilidad: Si
la incompatibilidad entre la afirmacién alterna y la negacion
clasica es aceptada y el alcance es rechazado entonces la afir-
macién alterna es rechazada.

M(al4~) = 0y M(I+~) = 1] = M(+I+~) = 0

Rechazo de la afirmacion alterna en la incompatibilidad: Sila
afirmacién alterna es rechazada entonces la incompatibilidad
entre la afirmacién alterna y la negacién clésica es aceptada.

M(+I+~) =0 = M(I+~) =1
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Aceptacion del alcance en la incompatibilidad: Si el alcance
es aceptado entonces la incompatibilidad entre la afirmacion
alterna y la negacién clésica es aceptada.

M(al+~) =1 = M(I4+~) =1

5.8 Proposicién. Reglas derivadas para la determinabilidad entre la afirma-
cion alterna y la negacion cldsica

R+ACH~.

AaACHn~.

A+C+~.

RaC+~.

Rechazo de la afirmacion alterna y aceptacion de la comple-
tez: Si la determinabilidad entre la afirmacién alterna y la
negacion clasica es aceptada y la afirmacién alterna es recha-
zada entonces el alcance es rechazado.

M(+C+~) =0y M(C+~) = 1] = M(aC+~) =0

Aceptacion del alcance y aceptacion de la completez: Si la
determinabilidad entre la afirmacién alterna y la negacién
clésica es aceptada y el alcance es aceptado entonces la afir-
macion alterna es aceptada.

M(aCt+n~) =1y M(C+~) = 1] = M(+C+~) =1

Aceptacion de la afirmacion alterna en la completez: Si la
afirmacion alterna es aceptada entonces la determinabilidad
entre la afirmacién alterna y la negacién clésica es aceptada.

M(+C+4~) =1 = M(C+~) =1

Rechazo del alcance en la completez: Si el alcance es rechaza-
do entonces la determinabilidad entre la afirmacion alterna
y la negacién cldsica es aceptada.

M(aC+~) = 0 = M(C+~) = 1

5.9 Proposicién. Reglas derivadas para la incompatibilidad entre la afirmacion
clasica y la negacion alterna

A-AT*—.

Aceptacion de la negacion alterna y aceptacion de la incom-
patibilidad: Sila incompatibilidad entre la afirmacién clasica
y la negacion alterna es aceptada y la negacién alterna es
aceptada entonces el alcance es rechazado.

[M(=I*=) = 1 y M(I*=) = 1] = M(al*~) = 0
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AaAI*ﬁ.

R-I*-.

Ral*—.

Aceptacion del alcance y aceptacion de la incompatibilidad:
Si la incompatibilidad entre la afirmacién clasica y la nega-
cion alterna es aceptada y el alcance es aceptado entonces la
negacién alterna es rechazada.

[M(al*-) = 1y M(I*—) = 1] = M(=I*-) = 0

Rechazo de la negacion alterna en la incompatibilidad: Si la
negacién alterna es rechazada entonces la incompatibilidad
entre la afirmacién clédsica y la negacién alterna es aceptada.

M(~I*=) = 0 = M(I*~) = 1

Rechazo del alcance en la incompatibilidad: Si el alcance es
rechazado entonces la incompatibilidad entre la afirmacion
clasica y la negacién alterna es aceptada.

M(al*-) = 0 = M(I*-) = 1

5.10 Proposicion. Reglas derivadas para la determinabilidad entre la afirma-
cion cldsica y la negacion alterna

R-AC*—.

RaAC*—.

A-C*—.

Rechazo de la negacion alterna y aceptacion de la completez:
Si la determinabilidad entre la afirmacién clésica y la nega-
cion alterna es aceptada y la negacion alterna es rechazada
entonces el alcance es aceptado.

[M(~C*=) = 0 y M(C*-) = 1] = M(aC*-) = 1

Rechazo del alcance y aceptacion de la completez: Sila deter-
minabilidad entre la afirmacién cldsica y la negacién alterna
es aceptada y el alcance es rechazado entonces la negacion
alterna es aceptada.

[M(aC*-) = 0 y M(C*-) = 1] = M(~C*-) = 1

Aceptacion de la negacion alterna en la completez: Sila nega-
cién alterna es aceptada entonces la determinabilidad entre
la afirmacion clésica y la negacion alterna es aceptada.

M(~C*-) = 1 = M(C*-) = 1
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Aceptacion del alcance en la completez: Si el alcance es acep-
tado entonces la determinabilidad entre la afirmacion clasica
y la negacién alterna es aceptada.

M(aC*-) = 1 = M(C*-) = 1

5.11 Proposicion. Reglas de iteracion

IA.

IR.

Iteracion de la aceptacion: Sean n y k dos nodos asociados

a una misma férmula, si el nodo n es aceptado entonces el

nodo k también es aceptado.

[n asociado a 3, k asociado a 3, n # k y M(n) = 1] = M(k)
=1

Iteracion del rechazo: Sean n y k dos nodos asociados a una

misma férmula, si el nodo n es rechazado entonces el nodo k

también es rechazado.

[n asociado a 3, k asociado a 3, n # k y M(n) = 0] = M(k)
=0.

5.12 Proposicion. Reglas para la doble marca

OA-DM.

OR-DM.

Opcion de aceptacion que genera doble marca: Si al suponer
que un nodo N estd marcado con 1 y al aplicar las reglas
para marcar nodos, se tiene como consecuencia marcas dife-
rentes en algtin par de nodos asociados a una misma férmula,
entonces el nodo N realmente estd marcado con 0.
Para cada nodo n, [M(n) = 1 = para algiin nodo k, M(k)
=1y M(k) =0] = M(n) =0.

Opcion de rechazo que genera doble marca: Si al suponer que

un nodo N estd marcado con 0 y al aplicar las reglas para

marcar nodos, se tiene como consecuencia marcas diferen-

tes en algin par de nodos asociados a una misma férmula,

entonces el nodo N realmente estd marcado con 1.

Para cada nodo n, [M(n) = 0 = para algin nodo k, M(k)
=1y M) =0] = M(n) =1.
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RR-DM.

Rechazo de la raiz que genera doble marca: Si en el arbol de
la féormula « se supone que la raiz estd marcada con 0 y al
aplicar las reglas para marcar nodos, se tiene como conse-
cuencia marcas diferentes en algtin par de nodos asociados a
una misma férmula, entonces la férmula « es A-vélida. En
este caso se dice que el arbol es un drbol mal marcado.
Para m una funcién de marca, [M(R[a]) = 0 = para algin
nodo k, M(k) = 1y M(k) = 0] = « es A-vilida.

5.13 Proposicion. Reglas de opciones para el condicional

OAi-Ad—.

ORd-Ri—.

Opcion de aceptacion a la izquierda que genera aceptacion
a la derecha en un condicional: Si se supone que el hijo iz-
quierdo de un condicional estd marcado con 1 y al aplicar las
reglas para marcar nodos, se tiene como consecuencia que el
hijo derecho esté marcado con 1, entonces el condicional real-
mente estd marcado con 1.

M(i—=)=1=M(d—)=1=M(—) =1

Opcion de rechazo a la derecha que genera rechazo a la iz-
quierda en un condicional: Si se supone que el hijo derecho
de un condicional estd marcado con 0 y al aplicar las re-
glas para marcar nodos, se tiene como consecuencia que el
hijo izquierdo esté marcado con 0, entonces el condicional
realmente estd marcado con 1.

M(d—) =0= M(i—) =0 = M(—) =1

5.14 Proposicion. Reglas de opciones para la disyuncion

ORi-Adv.

Opcion de rechazo a la izquierda que genera aceptacion a la
derecha en una disyuncion: Si se supone que el hijo izquierdo
de una disyuncién estd marcado con 0 y al aplicar las reglas
para marcar nodos, se tiene como consecuencia que el hijo
derecho esté marcado con 1, entonces la disyuncién realmente
estd marcada con 1.

M@iV) =0 = M(dv) =1] = M(V) =1
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ORd-Aiv. Opcidon de rechazo a la derecha que genera aceptacion a la
izquierda en una disyuncion: Si se supone que el hijo dere-
cho de una disyuncién estd marcado con 0 y al aplicar las
reglas para marcar nodos, se tiene como consecuencia que
el hijo izquierdo esté marcado con 1, entonces la disyuncion
realmente estd marcada con 1.

M(dV) = 0 = M(iV) = 1] = M(V) = 1

6. SISTEMA DEDUCTIVO PARA LB

El sistema deductivo para LB se obtiene al extender el cdlculo proposicional
clasico CL, con los siguientes axiomas para los nuevos operadores:

AxI4~. AT~ 2 (FA-A)
AxCHn~. ACT™ s (A—+A)
AxI4+—. AT o (+A—~ —A)
AxC+—. AST™ & (~ 2A—+A)
AxT¥—. A7 5 (mA—~A)
AxC*=. AT o (~A— -A)

Como unica regla de inferencia se tiene el Modus Ponens MP: de A y A—B se
infiere B, denotado A, A—B F B.

Se dice que una férmula A es un teorema de LB (LB-teorema), denotado
A, si y solamente si A es la tltima férmula de una sucesién finita de férmulas,
tales que cada una de ellas es un axioma o se infiere de dos férmulas anteriores
utilizando la regla de inferencia MP.

7. SEMANTICA DE VALUACIONES PARA LB

Una LB-valuacion v es una funcién que interpreta las formulas atémicas de
LB como elementos del conjunto {0, 1}. La LB-valuacién v se extiende a una
funcién V que interpreta las férmulas de LB en el conjunto {0, 1} de la siguiente
manera:

Si p es atémica entonces V(p) = v(p)
V. V(~A) =1 V(A) =0
VA.V(AAB) =1< V(A) =1y V(B)
VV.V(AVB) =0« V(A) =0y V(B) =
V- VA-B)=0& VA)=1yVB)=0
Vit~ V(AIT~) =0 & V(+A) =1y V(A) =0

2A < B se define como (A — B) A (B — A).
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VC+~. V(AT =0 & V(+A) =0y V(A) =1
VI+-. VAT ) = 0& V(+A) =1y V(=A) = 1
VC4-. V(ACH) =0 & V(+A) =0y V(-A) =0
V- V(A" =0 V(A) =1y V(-A) =1
VC*-. V(A®*") =0 < V(A) =0y V(-A) = 0.

Observar que una LB-valuacién v se extiende a una funcién V, en lo que res-
pecta a las férmulas de la forma +A y —A, de una manera arbitraria, no hay
restricciones. Por esta razén, las LB-valuaciones pueden ser definidas como
funciones v del conjunto de férmulas cuasi-atémicas en {0,1}, y al extender al
conjunto de todas las férmulas, se cambia la primera clausula de la definicién
por: si p es cuasi-atémica entonces V(p) = v(p).

Se dice que una férmula « es LB-vdlida, denotado F «, si y solamente si para
toda LB-valuacién v, V(o) = 1.

7.1 Proposicién. Caracterizacion semdntica de LB Sea « es una férmula de
LB, a es LB-vélida si y solo si « es LB-teorema. La prueba se encuentra en [6].

8. EQUIVALENCIA DE LAS PRESENTACIONES DE LB

Se define la Complejidad C, como una funcién la cual asigna a cada férmula
de LB un entero no negativo, de la siguiente forma:

C(p) = 0, donde p es una férmula atémica.
C(akpB) = 1 + maximo de {C(«), C(3)}, donde ke{A, Vv, —}.
C(ka) =1 4+ C(a), donde ke{+, ~, —=}.

C(a®) = 2 + C(a), donde ke{I+~, I+, I*=, C+~, C+-, C*=}.

Se define la Profundidad P, como una funcién la cual asigna a cada arbol un
entero no negativo, de la siguiente forma:

P(p) = 0, donde p es una hoja.

P(Ar[okf]) = 1 + médximo de {P(Ar[a]), P(Ar[d])}, donde ke{A, Vv, —}.
P(Arlka]) = 1 + P(Ar[a]), donde ke{+, ~, —}.

P(Ar[a*]) = 2 + P(Ar[a]), donde k€{I+~, I4+-, ¥, C+~, C+-, C*=}.

8.1 Proposicion. Valuacion asociada a una funcion de marca
Para cada féormula o de LB y para cada funcién de marca m, existe una valua-
cién v, de LB, tal que, M(R[a]) = 1 & V(o) = 1.
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Prueba: Sea « una férmula de LB, y sea m una funcién de marcas para «a. Se
define la funcién v,, del conjunto de férmulas atémicas en el conjunto {0, 1}
de la siguiente forma:

Si p es una hoja del drbol de « entonces v,,,(p) = m(p).
Si p no es una hoja del arbol de a entonces v,,(p) = 13.

La funcién v,, se extiende a una funcién V,, del conjunto de férmulas de LB
en el conjunto {0, 1} de la siguiente forma:

Si p es atémica entonces V., (p) = m(p)
Vint. Vi (+A) = 1 & M(R[+A
Vi Vi (mA) = 1 & M(R[-A]

~_

Vi~ Vin(~A) =1 &V, (A) = 0

VA Vi (AAB) = 1 < V,,(A) = 1yV (B) =1

ViV Vi (AVB) = 0 & V,(A) =0y V,u(B) = 0

Vin —-. TYL(A_)B) =0« Vm(A) =1ly m(B =0
Vild~ Vo (ATTY) =0 & Vo (+A) = 1y Vi (A) = 0
VGt Vi (ACT™) =0 & Vo (+A) = 0y V,,(A) = 1
Vi I+- Vi (A7) =0 &V, (+A) = 1y Vi (-A) =11
Vi O+, Vi (AST7) =0 & Vi (+A) = 0y Vo (-A) = 0
Vo, ¥= Vo (A7) =0& V,,(A) =1y V,,(mA) =1

Vi C* = Vi (A7) =0 Vi (A) =0y Vi (-A) =0

Se tiene entonces que V,, es una valuacién de LB.

Para probar que M(R[a]) = 1 < V,,(a) = 1, se procede por induccién sobre
la complejidad de la férmula a.

Paso base: Supéngase que la C(«) = 0, esto significa que « es un enunciado
atémico, y por lo tanto se tienen Rla] = a, M(a) = m(a), vp(a) = m(a) y
V(@) = vip(@). Se concluye entonces que M(Rla]) =1 < V(o) = 1.

Paso de induccién: Supéngase que C(a) =k > 1.

Al ser C(a)) > 1, o debe ser una férmula compuesta, es decir, a tiene una de
las siguientes formas: BA v, BV v, B — 7, +v, =y, ~ 3, pIt~, e+~ g,
BE*™, BT 0 B9+, En cada uno de estos casos C(8) < k y C(y) < k, y por
lo tanto aplica la hipétesis inductiva en los siguientes términos: M(R[3]) = 1
& Vu(B) =1,y M(R[y]) = 1 & V,,(7) = 1. En los casos g~ ¢+~ g+
y 39T aplica la hipétesis inductiva en los siguientes términos: M(R[+0]) =
1 < V. (+3) = 1. En los casos g1*7, &~ I+~ y 39+~ aplica la hipétesis
inductiva en los siguientes términos: M(R[-f]) = 1 & V,,,(=8) = 1.

3Podria ser v (p) = 0, es irrelevante.
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Se analiza cada caso por separado.
Caso 1: Sea « de la forma A +y. Se tiene que R[a] = A, por lo que M(R[a])
]

1 & M(A) = 1, pero por AA se tiene M(A) =1 < [M(@A) =1y M(dA) = 1],y
como ademds iA = R[A] y dA = R[y], resulta que M(R[a]) = 1 < [M(R[F]) =1
y M(R[y]) = 1]. Utilizando la hipétesis inductiva se tiene que M(R[a]) = 1 &

[Vi(8) = 1y Viu(y) = 1]. Por la definicién de V,, A se concluye que M(R|q]
=1< V,(BAY) =1, es decir, M(R[a]) =1 & V,,, (o) = 1.

~—

Caso 2: Sea « de la forma [V 4. Se tiene que R[a] = V, por lo que M(R]«])
]

0 < M(V) = 0, pero por RV se tiene M(V) = 0 < [M(iv) = 0y M(dVv) = 0], y
como ademds iV = R[3] y dV = R[y], resulta que M(R[a]) = 0 < [M(R[5]) =0
y M(R[y]) = 0]. Utilizando la hipétesis inductiva se tiene que M(R[a]) = 0 &

[Vi(B) = 0y V() = 0]. Por la definicién de V.,V se concluye que M(R]a]
=0& V,(BVy) =0, es decir, M(R[a]) =1 & V,,,(a) = 1.

~—

Caso 3: Sea a de la forma 3 — +. Se tiene que R[a] = —, por lo que M(R[a]) =
0 < M(—) =0, pero por R— se tiene M(—) =0 < [M(i—) =1y M(d—) = 0],
y como ademds i— = R[] y d— = R[v], resulta que M(R[a]) = 0 & [M(R][5])
=1y M(R[y]) = 0]. Utilizando la hipéStesis inductiva se tiene que M(R[a]) =
0< [Vi(8) =1y Vp(y) = 0]. Por la definicién de V,,, — se concluye que
M(Rla]) =0 < V(8 — ) =0, es decir, M(R[a]) =1 & V(o) = 1.

Caso 4: Sea « de la forma +f o de la forma —(. Por las definiciones de V,,+ y
Vo se tiene que M(R[+3]) =1 < V,,(+08) =1, y M(R[-4]) = 1 & V,,,(—0)
= 1.

Caso 5: Sea « de la forma ~ (. Se tiene que R[a] = ~, por lo que M(R[a]) =1
< M(~) =1, pero por A~ se tiene M(~) =1 & M(a~) = 0, y como ademds
a~ = R[A], resulta que M(R[a]) = 1 & [M(R[G]) = 0]. Utilizando la hipétesis
inductiva se tiene que M(R[a]) = 1 < V,,,(8) = 0. Por la definicién de V,,, ~
se concluye que M(R[a]) =1 < V,,,(~ () = 1, es decir, M(R[a]) = 1 & V()
=1

Caso 6: Sea a de la forma 37 Se tiene que R[a] = I+-, por lo que M(R[a])
=0 < M(I+-) = 0, pero por RI+— se tiene M(I+-) = 0 & [M(+I+-) =
1y M(=I4+=) = 1], y como ademds +I+— = R[+3] y =I+— = R[-f], resulta
que M(R[a]) = 0 & [M(R[+4]) = 1 y M(R[—f]) = 1]. Utilizando la hipdtesis
inductiva se tiene que M(R[a]) = 0 < [V, (+8) = 1y V,,,(=6) = 1]. Por la
definicién de V,,,I+- se concluye que M(R[a]) = 0 < V,,,(3/77) = 0, es decir,
MR[a]) =1 < V(o) = 1.

Caso 7: Sea a de la forma 39+ Se tiene que R[a] = C+-, por lo que M(R]a])
=0 < M(C+-) = 0, pero por RC+- se tiene M(C+-) = 0 & [M(+C+-) =
0y M(—=C+-) = 0], y como ademéds +C+— = R[+5] y -C+— = R[-[], resulta
que M(R[a]) = 0 & [M(R[+/3]) = 0 y M(R[-03]) = 0]. Utilizando la hipétesis
inductiva se tiene que M(R[a]) = 0 < [V, (+8) = 0y V,,, (=) = 0]. Por la
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definicién de V,,,C+- se concluye que M(R[a]) = 0 < V,,(3917) = 0, es decir,
MR[a]) =1 & V(o) = 1.

Caso 8: Sea « de la forma 4/+~. Se tiene que R[a] = I+~, por lo que M(R[a])
=0 < M(I+~) = 0, pero por RI+~ se tiene M(I+~) = 0 < [M(+I+~) =
1y M(al4+~) = 0], y como ademds +I+~ = R[+0] y al+~ = R][f], resulta
que M(R[a]) = 0 & [M(R[+0]) = 1 y M(R|3]) = 0]. Utilizando la hipétesis
inductiva se tiene que M(R[a]) = 0 < [V, (+8) = 1 y V,,,(8) = 0]. Por la
definicién de V,,,I+~ se concluye que M(R[a]) = 0 < V,,,(3/7~) = 0, es decir,
MR[e]) =1 & V(o) = 1.

Caso 9: Sea a de la forma 3°*~. Se tiene que R[a] = C+~, por lo que M(R[a])
=0 < M(C+~) = 0, pero por RC+~ se tiene M(C+~) = 0 & [M(+C+~) =
0y M(aC+~) = 1], y como ademés +C+~ = R[+f] y aC+~ = R[f], resulta
que M(R[a]) = 0 & [M(R[+0]) = 0 y M(R|3]) = 1]. Utilizando la hipétesis
inductiva se tiene que M(R[a]) = 0 < [V, (+8) = 0y V,,,(8) = 1]. Por la
definicién de V,,C+~ se concluye que M(R[a]) = 0 & V,,(8°T7) = 0, es
decir, M(R[a]) = 1 & V(o) = 1.

Caso 10: Sea « de la forma 37*7. Se tiene que R[a] = I*—, por lo que M(R|a]) =
0 < M(I*—) = 0, pero por RI*= se tiene M(I*—) = 0 & [M(al*—) = 1y M(-I*)
= 1], y como ademds al*—~ = R[f] y —I*= = R[—f)], resulta que M(R[a]) = 0
< [M(R[F]) = 1 y M(R[-3]) = 1]. Utilizando la hipétesis inductiva se tiene
que M(R[a]) =0 < [V (8) =1y Viu(—8) = 1]. Por la definicién de V,,I*— se
concluye que M(R[a]) = 0 & V,,,(87*7) = 0, es decir, M(R[a]) = 1 & V,,(a)
= 1.

Caso 11: Sea « de la forma °*7. Se tiene que R[a] = C*~, por lo que M(R[a])
= 0 & M(C*-) = 0, pero por RC* se tiene M(C* ) =0 & [M(aC*-) =
0y M(=C*=) = 0], y como ademds aC*- = R[f] y — = R[—[], resulta
que M(R[e]) = 0 & MR[F]) = 0 y MR[-4]) = 0]. Utlhzando la hipdtesis
inductiva se tiene que M(R[a]) = 0 & [V, (6) = 0y V,,,(—8) = 0]. Por la
definicién de V,,,C*= se concluye que M(R[a]) = 0 < V,,,(89*7) = 0, es decir,
M(R[e]) =1 < V(o) = 1.

Se tiene entonces que para todos los casos M(R[a]) =1 < V,,,(a) = 1, quedando
asi probado el paso de induccién.

Por el principio de induccién se concluye que: M(R[a]) = 1 < V(o) = 1.

Se ha probado entonces que para cada férmula o de LB y para cada funcién de
marca m, existe una valuacién v, de LB, tal que, M(R[a]) =1 & V,,,(a) = 1.

8.2 Proposicién. Funcion de marca asociada a una valuacion

Para cada férmula o de LB y para cada valuacién v de LB, existe una funcién
de marca m,, tal que, My(Rla]) =1 & V(o) =

Prueba: Sea a una férmula de LB y sea v una valuacién de LB. Se define
la funciéon de marca m, del conjunto de hojas del arbol de a en el conjunto
{0, 1} de la siguiente forma:
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Si p es atémica entonces m,(p) = v(p).
La funcién m, se extiende a una funcién M, del conjunto de nodos del arbol
de « en el conjunto {0, 1} de la siguiente forma:

Si p es una hoja entonces M, (p) = m,(p)
M,+. Si + = R[+0] entonces M, (+) = V(+5)
M,—. Si = = R[~] entonces M, (—) = V(-0)
M,A. My(A) =1 & [M,(iA) = 1y M, (dA) = 1]

M,V. M, (V) =0 < [M,(iV) = 0 y M,(dV) = 0]

My — My(—) = 0 & [My(i—) = 1y M,(d—) = 0]

M, ~. My(~) =1 < M,(a~) =0

MyI4+=. M,(I+-) = 0 & [M,(+1+-) = 1 y M, (-I+-) = 1]
M, C+. v(C“Fﬁ) =0« [Mv(+c+ﬁ) =0y Mv(ﬁc"i_ﬁ) = 0]
M,I4+~. M,(I+~) = 0 & [M,(+1+~) = 1 y M, (al+~) = 0]
M, C+~. M, (C+~) =0 & [M,(+C+~) = 0y M, (aC+~) = 1]
My, My(FF—) = 0 < [My (=%=) = 1 y M, (al*=) = 1]

M, C*=. M, (C*—) = 0 & [My(—~C*=) =0y M,(aC*-) = 0].

Se tiene entonces que M, es una funciéon de marca de nodos.
Para probar que M, (R[a]) = 1 < V(a) = 1, se procede por induccién sobre la
profundidad de Ar[a].

Paso base: Supdéngase que P(Ar[a]) = 0, esto significa que « es una hoja, y por
lo tanto se tienen R[a] = a, M, (a) = m,(a), my(a) = v(a) y v(a) = V(). Se
concluye entonces que M, (Rla]) =1 & V(a) =

Paso de induccién: Supéngase que P(Ar[a]) = k > 1.

Al ser P(Ar[a]) > 1, « debe ser una férmula compuesta, es decir, « tiene una
de las siguientes formas: SA~, BV, B — v, +7, ~y, ~ 3, gL+~ gt~ gl
Y, B+ 0 7. En cada uno de estos casos P(Ar[8]) < k y P(Ar[y]) < k,
y por lo tanto aplica la hipdtesis inductiva en los siguientes términos: M, (R[3])
=1 V(B) =1,y My(R[y]) = 1 & V() = 1. En los casos g+~ g¢+~, gl+=
y B¢+ aplica la hipétesis inductiva en los siguientes términos: M, (R[+3]) =
1 & V(+8) = 1. En los casos 37, 3¢*~, gI+~ vy ¢+~ aplica la hipétesis
inductiva en los siguientes términos: M, (R[-5]) = 1 & V(=8) = 1.

Se analiza cada caso por separado.

Caso 1: Sea « de la forma § A+. Se tiene que R[a] = A, por lo que M, (R]a]) =
1 & M,(A) = 1, pero por MyA se tiene M, (A) = 1 < [M,(iA) = 1y M,(dA)
= 1], y como ademds iA = R[] y dA = R[y], resulta que M,(Rla]) = 1 &

[M,(R[F]) = 1 y M,(R[v]) = 1]. Utilizando la hipétesis inductiva se tiene que
M,(R[a]) =1 < [V(8) =1y V(y) = 1]. Por la definicién de VA se concluye
que M,(R[a]) =1 & V(B A7) =1, es decir, M,(R[e]) =1 & V() =
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Caso 2: Sea « de la forma 8V . Se tiene que R[a] = V, por lo que M, (R]a]) =
0 & M, (V) = 0, pero por M,V se tiene M, (V) = 0 & [M,(iV) = 0 y M,(dV)
= 0], y como ademds iV = R[f] y dV = RJ[y], resulta que M,(R[a]) = 0 &
[M,(R[8]) = 0 y M,(R[y]) = 0]. Utilizando la hipétesis inductiva se tiene que
M,(Rla]) =0 < [V(8) = 0y V(y) = 0]. Por la definicién de VV se concluye
que M,(Rla]) =0 < V(BV~7y) =0, es decir, M,(Rla]) =1 < V(a) = 1.

Caso 3: Sea « de la forma 3 — ~. Se tiene que R[a] = —, por lo que M, (R[a])
=0 & M,(—) = 0, pero por M,— se tiene M,(—) = 0 & [M,(i—) =1y
M, (d—) = 0], y como ademés i— = R[S] y d— = R[y], resulta que M, (R|[a])
=0 < [M,(R[f]) =1y My(R[y]) = 0]. Utilizando la hipétesis inductiva se
tiene que M,(R[a]) = 0 < [V(8) = 1y V(v) = 0]. Por la definicién de V— se
concluye que M,(R[a]) =0 < V(8 — v) = 0, es decir, M,(R[a]) = 1 & V()
=1.

Caso 4: Sea « de la forma +3 o de la forma —f3. Por las definiciones de M,+ y
M, - se tiene que M,(R[+6]) = 1 < V(+8) = 1, y My(R[=8]) = 1 & V(-4)
=1.

Caso 5: Sea « de la forma ~ . Se tiene que R[a] = ~, por lo que M, (R[a]) =
1 & My(~) = 1, pero por M,~ se tiene M, (~) =1 & M,(a~) = 0, y como
ademds a~ = R[f], resulta que M, (R[a]) = 1 & M,(R[3]) = 0. Utilizando la
hipétesis inductiva se tiene que M, (R[a]) = 1 < V(3) = 0. Por la definicién
de V~ se concluye que M, (R[a]) = 1 & V(~ ) = 1, es decir, M,(R]a]) =1
< V(a) =1

Caso 6: Sea « de la forma /7. Se tiene que R[a] = I+—, por lo que M, (R[a])
=0 < M,(I+-) = 0, pero por M, I+~ se tiene M, (I+-) = 0 < [M,(+I+-)
=1y My(=I+-) = 1], y como ademds +I+—- = R[+0] y -1+~ = R[-0],
resulta que M, (R[a]) = 0 & [M,(R[+5]) = 1 y M, (R[-4]) = 1]. Utilizando la
hipédtesis inductiva se tiene que M,(R[a]) = 0 < [V(+8) = 1y V(=8) = 1].
Por la definicién de VI+- se concluye que M,(R[a]) = 0 & V(B3/F7) = 0, es
decir, My (R[a]) =1 < V(o) = 1.

Caso 7: Sea a de la forma 3% Se tiene que R[a] = C+—, por lo que M, (R[a])
=0« M,(C+-) =0, pero por M,,C+- se tiene M, (C+-) = 0 < [M,(+C+-)
=0y M,(—-C+-) = 0], y como ademés +C+—- = R[+3] y -C+—- = R[-0],
resulta que M, (R[a]) = 0 & [M,(R[+5]) = 0 y M, (R[—=f]) = 0]. Utilizando la
hipétesis inductiva se tiene que M, (R[a]) = 0 < [V(+5) = 0y V(=4) = 0].
Por la definicién de VC+- se concluye que M, (R[a]) = 0 < V(3°T7) = 0, es
decir, My (R[a]) =1 < V(o) = 1.

Caso 8: Sea « de la forma B/+~. Se tiene que R[a] = I+~, por lo que M, (R[a])
=0 < M,(I+~) = 0, pero por M,I+~ se tiene M, (I+~) = 0 < [M,(+I+~)
=1y M,(al+~) = 0], y como ademds +I+~ = R[+/] y al+~ = R[f], resulta
que M, (Rla]) =0 < [M,(R[+5]) = 1 y M, (R[5]) = 0]. Utilizando la hipétesis
inductiva se tiene que M,(R[a]) = 0 & [V(+8) = 1 y V(8) = 0]. Por la
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definicién de VI+~ se concluye que M, (R[a]) = 0 & V(B/+~) = 0, es decir,
M,(R[a]) =1 < V(a) = 1.

Caso 9: Sea a de la forma S+, Se tiene que R[a] = C+~, por lo que M, (R[a])
=0< M, (C+~) =0, pero por M,,C+~ se tiene M, (C+~) =0 < [M,(+C+~)
=0y My(aC+~) = 1], y como ademds +C+~ = R[+f] y aC+~ = R[],
resulta que M, (R[a]) = 0 & [M,(R[+0]) = 0 y M,(R[3]) = 1]. Utilizando la
hipétesis inductiva se tiene que M,(R[a]) = 0 & [V(+8) = 0y V(8) = 1].
Por la definicién de VC+~ se concluye que M, (R[a]) = 0 & V(B9+™) =0, es
decir, M,(Rla]) =1 < V(a) = 1.

Caso 10: Sea « de la forma 37, Se tiene que R[a] = I*—, por lo que M, (R[a])
=0 < M,(I*-) = 0, pero por M,I*= se tiene M, (I*-) = 0 < [M,(al*~) =
1y My(=I*-) = 1], y como ademds al*-~ = R[f] y -I*~ = R[—-[], resulta
que M, (R[a]) = 0 < [M,(R[G]) = 1y My (R[-8]) = 1]. Utilizando la hipétesis
inductiva se tiene que M, (Rla]) =0 < [V(8) = 1y V(—8) = 1]. Por la definicién
de VI*= se concluye que M, (R[a]) = 0 < V(37*7) = 0, es decir, M, (R[a]) =
le V(a) =1

Caso 11: Sea « de la forma 3*™. Se tiene que R[a] = C*, por lo que M, (R[a])
=0 < M,(C*~) = 0, pero por M, C*= se tiene M, (C*—) = 0 & [M, (aC*-)
=0y M,(—=C*-) = 0], y como ademds aC*—~ = R[F] y ~C*—~ = R[f], resulta
que M, (Rla]) = 0 < [M,(R[F]) = 0y My(R[-8]) = 0]. Utilizando la hipdtesis
inductiva se tiene que M, (R[a]) =0 < [V(8) =0y V(—=3) = 0]. Por la definicién
de VC*= se concluye que M, (R[a]) = 0 & V(8°*7) = 0, es decir, M, (R[a]) =
1o V(a) =1

Se tiene entonces que para todos los casos M, (R[a]) = 1 & V(a) = 1, quedando
asi probado el paso de induccién.

Por el principio de induccién se concluye que: My, (Rla]) =1 < V(a) = 1.

Se ha probado entonces que para cada férmula o de LB y para cada valuacion
v de LB, existe una funcién de marca m,, tal que, M,(R[a]) =1 < V(a) = 1.

8.3 Proposiciéon. Caracterizacion semantica y deductiva de los drboles de
forzamiento

Para cada férmula « de LB, se tienen:

« es valida desde el punto de vista de los drboles si y solamente si « es valida
desde el punto de vista de las valuaciones.

Fasbsa
a es valida desde el punto de vista de los arboles si y solamente si o es un
teorema del sistema deductivo para LB.

FasFsa.

Prueba: Supéngase que « no es vélida desde el punto de vista de los arboles,
entonces existe una funcién de marca m, tal que M(R[a]) = 0. Se tiene entonces
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que existe una LB-valuacién v,,, tal que V,,(a) = 0, y por lo tanto, « no puede
ser valida desde el punto de vista de las valuaciones.

Supéngase ahora que « no es valida desde el punto de vista de las valuaciones,
entonces existe una LB-valuacién v, tal que V(a) = 0. Se tiene entonces que
existe una funcién de marca m,, tal que M, (R[a]) = 0, y por lo tanto, a no
puede ser valida desde el punto de vista de los arboles.

Se concluye asi que « es vélida desde el punto de vista de los drboles si y
solamente si a es valida desde el punto de vista de las valuaciones. Como las
LB-valuaciones caracterizan el sistema deductivo para LB, entonces se tiene
también que, «a es valida desde el punto de vista de los arboles si y solamente
si a es un teorema del sistema deductivo para LB.

9. ILUSTRACIONES

En la figura 1 se muestra un arbol de forzamiento mal marcado para la férmula
A-vélida (A“+"A B7*7) — ((~+A A=B) —~ (~ =A V B)). Un nodo en un
circulo indica que el nodo esta marcado con 1, un nodo en un cuadro indica
que el nodo estd marcado con 0. En el paso 1 el cuadro punteado indica que la
marca no se infiere, es una opcion, en este caso opcién de rechazo.

19 La férmula eg A-valida

Figura 1 A
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Justificaciones
1. OR 2,3.R—enl 4,5.R—en 3
6. R~ en 5 7,8. AANen 4 9. A~en7
10, 11. AA en 2 12.IR en 9 13. R+AC+—-en 12 y 10
14. IA en 13 15. Aa~ en 14 16. RiAV en 15y 6
17.IA en 8 18. A—AT*=en 17y 11 19. RR-DM en 1, 16 y 18.

El método que se acaba de ilustrar, iniciando con la opcién de rechazo de la
raiz del arbol, es muy util. Por esta razén, y gracias a la regla RR-DM, se
suele introducir la regla RR, rechazo de la raiz, como primitiva, y se dice que
una formula es A-vdlida si y solo si se genera doble marca (un par de nodos
asociados a un mismo enunciado los cuales tienen marcas diferentes).

En la figura 2 se muestra un arbol de forzamiento bien marcado para la férmula
A-invélida (ASTA AT*7) — ((~+A A—-B) —~ (~ A V B)).

23 La formula ¢s A-myvalida

Figma 2
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Justificaciones
1. OR 2,3.R—enl 4,5.R—en 3
6. R~ en 5 7,8. AN en 4 9. A~en 7
10, 11. AA en 2 12. IR en 9 13. R+AC+—-en 12y 10
14. IA en 13 15. Aa~ en 14 16. RiAV en 15y 6
17.TA en 14 18. A—AT*=en 17y 11 19, 20, 21. IR en 18
22. TA en 16 23. ABM

Observar que las marcas de los nodos asociados a las formulas cuasi-atdomicas
determinan una valuacién que refuta a la férmula analizada: v(A) = 0, v(+A)
=0, v(-A) =1, v(B) = 1, v(+B) = arbitrario y v(-B) = 1.

10. CONCLUSIONES

Los arboles de forzamiento seméantico presentados son una herramienta de infe-
rencia visual, la cual permite determinar la validez de una férmula de manera
completamente mecénica, por ejemplo recorriendo el arbol de la férmula de
cierta manera y en cada nodo buscando la aplicaciéon de una regla para mar-
car nodos. Cuando una férmula es invalida, lo cual se concluye si el arbol de
la férmula estd bien marcado, entonces la lectura de las marcas de los nodos
asociados a las férmulas cuasi-atémicas proporciona una valuacién que refuta
la validez de la férmula. Cuando una férmula es valida, lo cual se concluye si el
arbol estd mal marcado o si la raiz forzosamente estd marcada con 1, entonces
es posible construir una deduccién formal con la cual se prueba que la férmula
asociada a la raiz del arbol es un teorema; para lograr esto se cambia cada regla
para el forzamiento de marcas por la regla deductiva a la que estd asociada.
Los comentarios anteriores sumados a la naturalidad de las reglas para el for-
zamiento de marcas, hacen de los arboles de forzamiento en el sentido formal
y pedagdgico una herramienta de trabajo bien interesante.
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