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RESUMEN. En el presente articulo se presentan condiciones sufi-
cientes para que una correspondencia que es contraccion sea he-
micontinua.

Introduccién

La teoria de correspondencias (funciones cuyos valores son conjun-
tos) es una interesante mezcla de diferentes campos de la matemética
como la topologia, la teoria de la medida, el analisis funcional no lineal
y las matematicas aplicadas. La necesidad de considerar aplicaciones
con conjuntos como valores fue reconocida al comienzo del siglo XX y
muchos prominentes mateméaticos como HAUSDORFF, VIETORIS, HAHN,
y KURATOWSKI hicieron las primeras investigaciones. Sin embargo, un
estudio sistematico solo comenzé en la década de los anos sesenta de
dicho siglo.
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En este trabajo abordamos el estudio de las correspondencias que
son contracciones (las llamadas c—correspondencias). Es bien conocido
que toda funcién sobre un espacio métrico que es una contraccién es
continua. En el caso de las c—correspondencias esto no es cierto como
mostramos en la seccién 3 utilizando resultados de la seccién 2. Por eso
presentamos condiciones sobre la imagen y el dominio de la c—correspon-
dencia para obtener hemicontinuidad y continuidad (seccién 3). Estas
condiciones se obtienen usando la nocién de convergencia de Mosco entre
conjuntos (seccién 1). También presentamos resultados que facilitaran al
lector la construccién de ejemplos que son c—correspondencias (seccién
2).

1. Notacién, definiciones y resultados preliminares

En esta seccion listamos algunas definiciones y teoremas bastante co-
nocidos, con indicacién de las correspondientes referencias.

Sea (X, d) es un espacio métrico. Definimos:

a. Pr(X)={AC X : Ano vacio y cerrado}. P¢(X)U{0} con la dis-
tancia de Hausdorff (véase la definicién 1.4) es un espacio métrico
(l4, pég. 6].

b. Pf(X) = Pf(X) U {0}.

c. Pp.(X)={AC X : Ano vacio, cerrado y convexo}

d. Pre(X) = Pre(X) U {0}

Si X es un espacio de Banach s— denotard la topologia fuerte sobre X
y w— la topologia débil sobre X. Dada una familia {4, },>1 C Pf(X)
definimos:

s—limA, ={z € X :z =limz,, z, € A,,n > 1}

y

w—EAn:{a: eX :z=w-limax,,, T, €Ay, M1 <ng<...<np<...}.
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Definicién 1.1. Sean X y Y conjuntos. Una correspondencia ¢ : X —
Y es una relaciéon que asocia a cada elemento x € X un subconjunto no
vacio ¢(z) C Y.

Observemos que en esta definicién aparece un abuso de notacion, pues
en sentido estricto una correspondencia es una funcién multivoca, es
decir, una funcién de X en el conjunto de las partes de Y.

Para cada A C Y definimos la imagen inversa superior de A como:
p“(A) ={z e X :p(x)CA)}
v la imagen inversa inferior como:

A ={zeX:px)NA#0}.

Definicion 1.2. Sean X y Y espacios topologicos. Una vecindad de un
conjunto A C X es un conjunto B C X para el cual hay un conjunto
abierto V' C X que satisface A C V C B. Cualquier conjunto abierto
V' que satisface A C V se llama una vecindad abierta de A. La corres-
pondencia ¢ : X — Y es hemicontinua superiormente (abreviadamente:
h.c.s) en z € X si para cada vecindad abierta G de ¢(x), ¢"(G) es una
vecindad abierta de z en X.

Definicion 1.3. Sean X y Y espacios topoldgicos. La correspondencia
¢ : X — Y es hemicontinua inferiormente (abreviadamente: h.c.i.) en
x € X si para cada conjunto abierto G tal que p(z) N G # (), la imagen
inversa inferior '(G) es una vecindad abierta de 2 en X.

Decimos que la correspondencia ¢ es continua si es h.c.s y h.c.i.

Definicién 1.4. Sea (X,d) un espacio métrico fijo. Para cada par de
subconjuntos no vacios A y B de X definimos

h(A, B) = max {sup d(a, B),supd(b, A)} ,
acA beB

donde h(A, B) = oo estd permitido. Este valor lo llamamos la distancia
de Hausdorff entre A y B relativa a la métrica d. La funcién h se llama
la métrica de Hausdorff inducida por d.

Si ambos A y B son d-acotados entonces es claro que h(A, B) < co.
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La siguiente definicién extiende la nocién de contraccion de espacios
métricos al caso de las correspondencias.
Definicién 1.5. Sean (X,d) un espacio métrico y h la métrica de
Hausdorff inducida. Una correspondencia ¢ : X — X es una c—corres-
pondencia (o correspondencia que es una contraccién) sobre X si

(i) sus valores son conjuntos no vacios, cerrados y d-acotados en Y; y
(ii) hay una constante 0 < ¢ < 1 que satisface

h(g(z), p(y)) < cd(z,y)
para todo z,y € X.

La constante ¢ se dice el mddulo de contraccion de la correspondencia
©.

Sean X y Y dos espacios métricos. Decimos que la correspondencia
¢ : X — Y satisface la propiedad (x) si cada vez que x,, — =y y, €
o(zy) para cada n, entonces la sucesién {y,} tiene un punto limite en
o(z).

Teorema 1.1. Sean X y Y espacios métricos y ¢ : X — Y una corres-
pondencia entre X y Y. Entonces:

1. Si ¢ : X — Y satisface (x) entonces ¢ es h.c.s en x.
2. SiY es compacto, ¢(x) es siempre un conjunto cerrado y h.c.s para
todo x, entonces ¢ cumple la condicion (x).

Demostracion. Véase [1, pag. 468] o también [5, pag. 16].
Teorema 1.2. Sean X y Y dos espacios métricos. Para una correspon-
dencia ¢ : X — Y las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. La correspondencia ¢ es h.c.i. en un punto x.
2. Si z, — =z, entonces para cada y € p(z) existe una subsucesion
{zn,} de {zn} y elementos yy, € ¢(xy,) tales que yi — y.

Demostracion. Véase [1, pag. 468] o también [5, pag. 16].
Recordemos que si X es un espacio normado y X** = (X*)* denota

albidual de X, la aplicacién canénica = — &, definida por z(f) = f(x)
para f € X*, es un encaje lineal isométrico de X en X**. Cuando este
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encaje es sobreyectivo y X es un espacio de Banach, decimos que X es
un espacio de Banach reflexivo.

Definicion 1.6. Sea X un espacio de Banach. Decimos que la sucesién
{An}tn>1 € Pre(X) converge a A C X en el sentido de Mosco (y escribi-

mos A, — A) si s-lim A, = w-lim A,, = A. Claramente A € Pfc(X).
Sea {A,,A}p>1 € P¢(X). Decimos que {A,} converge a A en el

sentido de Hausdorff (y escribimos A, Ao h—lim A, = A), si
h(Ap, A) — 0, donde h es la métrica de Hausdorff sobre P¢(X).

Teorema 1.3. Sea X es un espacio de Banach. Si {Ap}n>1 € Pro(X)
y Ay, LA A, entonces A, M, 4.
Demostracion. Véase [4, pag. 662] o también [5, pag. 40].

El siguiente teorema es la herramienta més importante para demostrar

los resultados de este trabajo.

Teorema 1.4. Sea X un espacio de Banach reflexivo. Si {Ay, A}n>1 C
P (X) Ay M4 v xn, — x en X, entonces d(xn, Ap) — d(z, A).

Demostracion. Véase [4, pdg. 663] o también [5, pdg. 43].

2. Resultados sobre c—correspondencias

En esta seccién se presentan resultados que nos permitiran construir
ejemplos de c—correspondencias que no son h.c.s ni h.c.i. A lo largo de
ella supondremos que estamos trabajando con espacios métricos.

Teorema 2.1. Sean X C R, ¢:X — X una c—correspondencia con
modulo de contraccién A y v:X — Y una correspondencia con médulo
(. Si definimos ¢ U1 : X — Y por (¢ U)(x) = p(x) Uy(x) para todo
z € X, entonces U1 es una c—correspondencia con médulo max{\, 3}.
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Demostracion. Sea x' € ¢(z) U (z). Supongamos que ' € ¢(z) y
¢ = max{\, 8}. Como inf(AU B) < inf A tenemos que

sup  d(z/,(y) Ud(y)) < sup d(2',¢(y)) < cd(z,y) -
z'€p(z)U(a) 2’ €p(z)
Asf mismo, si 2’ € 1(x) tenemos que:
sup  d(2,p(y) Uh(y)) < sup d(z’,9(y)) < cd(z,y) -
o' ep(z) Ut (z) z'€Y(x)
Reuniendo estos dos resultados obtenemos
sup  d(z',(y) U(y)) < cd(a,y) -
z'ep(z)Ut(z)
Cambiando ahora 2’ por 4/ y x por y en el desarrollo anterior, obtenemos

sup  d(y', o(x) Uy(z)) < cd(x,y)
y' €p(y)Uh(y)

y asf h(p(z) Uth(z),0(y) Ut(y)) < cd(z,y). &

Para un resultado méds general véase [3, Teorema 3].

Teorema 2.2. Sean X C Ry ¢ : X — X una c—correspondencia
con médulo de contraccién «. Si X' € X y ¢: X' — X' es una corres-
pondencia cuyos valores son subconjuntos cerrados, no vacios, tales que
Y(x') C p(2) para todo ' € X', entonces 1 es una c—correspondencia
con modulo de contraccion c.

Demostracion. Es claro que v tiene valores d-acotados. Como por
hipotesis los valores que toma ¢ son subconjuntos cerrados, no vacios,
para demostrar el resultado solo tenemos que verificar que

d((x),¥(y)) < ad(z,y) .

Ahora bien, si logramos demostrar que d(¢(z),¥(y)) < d(e(z),¢(y))
tendriamos que d(¢(x),¥(y)) < ad(z,y). Para ello recordemos que si
A C B entonces supA < supB C R y como ¢ (z') C ¢(a’) para todo
2’ € X', vemos que

sup d(z,9(y)) < sup d(z,¢(y))
zeP(x) z€p(x)
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sup d(z,¢(z)) < sup d(z,p(z))

z€P(y) 2€9(y)
Ahora por la definicién de la métrica de Hausdorff h(¢(x),9(y)) <
h(p(x), p(y)), tal como queriamos.

Ejemplo 1. La correspondencia ¢ : (—00,00) — (—00,00) definida
como

ple) = {x/2y U{z/2+1/2}

es una c—correspondencia de médulo 1/2. En efecto, dado que f(x) =
x/2y g(x) = x/2 4+ 1/2 son c—correspondencias (ya que f y g son
funciones que son contracciones con médulo 1/2), por el teorema 2.1,
¢ = fUg es una c—correspondencia con médulo 1/2.

El siguiente ejemplo nos permitira construir c—correspondencias con-
tinuas con valores convexos.

Ejemplo 2. Sea X = R y sea f una contraccion con médulo o definida
sobre R. Consideremos ¢ : X — 2% definida por p(z) = {z € X : 0 <
z < f(x)}. Veamos que ¢ es una c—correspondencia. Nétese que de
la definicién de ¢, la familia {¢(z) : © € X} estd totalmente ordenada
por inclusién. Dados z # y en X, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que ¢(z) C ¢(y). Se tiene que d(z,¢(y)) = 0 para todo
z € p(x),y asi

h(p(x), p(y)) = max {0, sup d(y',¢(z))}.
y'€p(y)

Para todo 4’ € p(y) \ ¢(x) tenemos que
Ay f(x)) =y = f(z) < f(y) = f(2) = d(f(y), f(2)) < ed(y,z) ,

pues f es una contraccién de médulo . Resumiendo:

h(e(x), o(y)) = max{0, sup d(y',e(x))} <d(f(y), f(x)) < ad(y,z).
y'€p(y)

Es decir, ¢ es una c—correspondencia de médulo a.
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3. Condiciones de hemicontinuidad

En esta seccién se presentan los resultados centrales de este trabajo.

Teorema 3.1. Sea ¢ una c—correspondencia tal que dada x, — = en

X, se tenga que p(xy) il ©(z). Entonces es ¢ es h.c.i.

Demostracion. Podemos usar la caracterizacion por sucesiones de h.c.i.

(Teorema 1.2). Sea z € X, z,, — x, y y € ¢(x). Como ¢(z,) M o(x)
tenemos que existe una sucesién y, € @(x,) tal que lim, o yn = v,
teniendo la caracterizacién de hemicontinuidad inferior por sucesiones.

]

El siguiente ejemplo nos muestra una c—correspondencia que no es
hemicontinua inferiormente (h.c.i.)

Ejemplo 3. Sean X =Y = R y definamos la c—correspondencia ¢
como sigue:

x/2 siz <1
‘p(x):{ }a:/2}+ 1/2} sixgl

En efecto, ¢ es una c—correspondencia por el teorema 2.2 y el ejemplo
1. Veamos que ¢ no es h.c.i. en x = 1. Para ello utilizaremos la
caracterizacién por sucesiones de h.c.i. (teorema 1.2). Consideremos la
sucesién {x,} = {1 — 1/n} la cual converge a 1. Ya que ¢(1)={1} y
o(1 —1/n)={1/2-1/2n}, tomando y = 1 € ¢(1) tenemos que para toda
subsucesion {zy, } de {x,}, si yi € ©(xy,) es convergente, entonces {yy }
converge a 1/2 y no a 1.

El siguiente ejemplo nos muestra una c—correspondencia que no es
h.c.s.
Ejemplo 4. Sean X=[0,1] y

x/2 sie#1/2yx>0
90(9”):{ %m?Q}—i— 1/2} siz> 1§2y

Notese que ¢ es una c—correspondencia por el teorema 2.2 y el ejemplo
1. Tomemos la sucesién {1/2 + 1/n} en X, que claramente converge a
1/2. Sea y, € ¢(1/2 + 1/n), tal que y, = 1/4 + 1/2n; es decir, {y,}
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converge a 1/4, valor que no pertenece a ¢(1/2). Asi usando el teorema
1.1 hemos mostrado que no es h.c.s.

Definicion 3.1. Sea ¢ una c—correspondencia sobre X y sea x € X.
Decimos que ¢ satisface la propiedad (M) en x si dada la sucesién x,, — x

en X, se tiene que @(xy) il o(z), donde M es la convergencia en el
sentido de Mosco.

Teorema 3.2. Sea ¢ una c—correspondencia definida en un espacio de
Banach reflexivo X y x un punto de X. Si ¢ toma valores convexos y
satisface la propiedad (M) en x, entonces ¢ es continua en z.

Demostracion. Por el teorema 3.1, ¢ es h.c.i., de modo que es suficiente
probar que ¢ es h.c.s. Sea x, — = y sea {y,} una sucesién en X tal
que Y, € ¢(x,). En virtud del teorema 1.1, para probar que ¢ es h.c.s,
basta probar que {y,} tiene un punto limite y € p(x). Veamos primero
que {y,} es de Cauchy en X. Sea ¢ > 0 dado y sea | € N tal que
d(zp, xm) < € para todo n,m > .

Si a denota el médulo de contraccién de ¢ se tiene

d(ym ym) < h(cp(xn), (p(l‘m))
< ad(xp, Tm)
<ae<e,

para todo n,m > [. Como X es un espacio de Banach, {y,} converge a

algin y € X. Veamos que y € ¢(x) y asi ¢ es h.c.s. Como ¢(x,) St ()
Y Yn — Y, por el teorema 1.4 tenemos que limy, oo d(yn, p(zn)) =
d(y,o(z)). Ahora bien, vy, € ¢(x,) para todo n. Por lo tanto,
d(yn, () = 0 para todo n, y asi d(y, p(z)) = 0. Como ¢ es a valor
cerrado (por definicién de contraccién) se tiene que y € @(z). M

Corolario 3.2.1. Sea ¢ una c—correspondencia definida en un espacio

de Banach reflexivo X y sea x € X. Si ¢ toma valores convexos y dada
1y . h

una sucesion r, — x en X, se tiene que ¢(x,) — p(x), entonces ¢ es

continua en x.

Demostracion. Es un resultado inmediato del teorema 1.3 junto con
teorema 3.2. o
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