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ABSTRACT. Determinants were developed very extensively until
matrices became popular in 1925, after which determinants were
regarded as a very small part of linear algebra. Some mathemati-
cians have actually urged that determinants should be abolished.
But determinants are a small but essential part of linear algebra.
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RESUMEN. El desarrollo de la teoria de los determinantes tuvo un
desarrollo muy intenso hasta que las matrices se popularizaron en
1925, después de lo cual se consideré que los determinantes solo
eran una parte muy pequena del algebra lineal. De hecho, algunos
matematicos han urgido su desaparicién. Sin embargo, atin siguen
siendo una pequena pero esencial parte del algebra lineal.

Los determinantes fueron usados en 1683 por el matematico japonés
TAKAKASU SEKI KOwA (1642-1708) para una construir una resolvente de
un sistema de ecuaciones polinomias (véanse Mikam1 (1913, pags. 191—
199;1977) y IMAGE 13 (octubre 1999, pég.8)). Por su parte, en 1693,
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GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1646-1716) los invent6 independien-
temente. Sir THoMAS MUIR (1844-1934) dio una magistral panordmica
de los detrminantes entre 1693 y 1920, en una serie de 5 voltimenes
publicados entre 1890 y 1930. Véase también el reciente articulo de Fa-
REBROTHER, JENSEN & STYAN (2002), el cual incluye una lista de 131
libros sobre determinantes publicados en el siglo XIX y una extensa
biografia de MUIR.?

Las matrices, por su parte, s6lo fueron formalizadas por primera vez
en 1858 por ARTHUR CAYLEY (1821-1895) y permanecieron casi en el
anonimato hasta que el fisico tedrico WERNER KARL HEISENBERG (1901—
1976) las reinventé en 1925 para usarlas en la fisica cudntica. La mayor
parte del trabajo sobre determinantes que revisé MUIR tiene mas sentido
en el lenguaje de las matrices que en el de los determinantes. De hecho,
el mismo MUIR, a la edad de 87 anos, en 1931, escribia que “le daba la
bienvenida a las faciles y claras demostraciones matriciales que contras-
taban con el pesado método de 35 anos atras” [TURNBULL (1934), pag.
79].

SHELDON AXLER instiga con vehemencia, en su polémico articulo, de
1995, titulado jAbajo los determinantes!, a hacer el algebra lineal sin
el uso de los determinantes. Afirma que “los determinantes se necesi-
tan en un sélo lugar en el curriculo de las matemaéticas de pregrado: la
férmula del cambio de variables en las integrales multiples”. Concordan-
temente, define el determinante de una matriz como el producto de sus
valores propios (contando multiplicidades) y procede entonces a “derivar
la férmula del cambio de variables para integrales multiples de manera
tal que hace que aqui la aparicién del determinante resulte natural.”

Concuerdo con AXLER en que la evaluacion numérica efectiva del de-
terminante de una matriz pocas veces se requiere. He escrito varios
procedimientos basados en los procedimientos del ALGOL 60 [WILKIN-
soN & REINscH (1971)] que conforman la base de la NAG Library of
Mathematical Software. Varios de estos procedimientos matriciales pro-
ducen el valor del determinante como un subproducto, pero siempre he

2Se est4 elaborando un ntimero especial de la revista Linear Algebra and its Ap-
plications bajo la direccién editorial de WAYNE BARRETT, SAMAD HEDAYAT,
CHRISTIAN KRATTENHALER & RAPHAEL LOEWY.



iVIVAN LOS DETERMINANTES! 27

borrado esta caracteristica de mis propias versiones, porque nunca lo he
requerido.

En 1958, cuando era consultor matematico en la English Electric Com-
pany (en Whetstone, Inglaterra), encontré a uno de los asistentes del
laboratorio de computacion perforando tarjetas para un ingeniero. Los
datos consistian de muchas matrices cuadradas de orden 6, cada una
de la forma A — AI para varios valores de A. El ingeniero me conté
que pretendia usarlas como subrutinas en la Biblioteca DEUCE (escrita
principalmente por JAMES H. WILKINSON y sus colegas) para evaluar el
determinante de cada una de esas matrices, y que entonces jusaria la
interpolacién inversa para hallar los valores de A\ para los cuales el de-
terminante fuese cero! Le expliqué al ingeniero, con mucho tacto, que
existian mejores maneras de atacar el problema, y lo envié a subrutinas
de la biblioeca DEUCE para calcular valores propios.

La necesidad de los determinantes

En 1963 asisti a un conferencia sobre algebra lineal numérica en el
Laboratorio Nacional de Fisica de Inglaterra. Mi colega CHARLES G.
BROYDEN hizo un vehemente llamado para eliminar a los determinantes
del algebra lineal, y anuncié que escribiria un libro de texto sobre calculos
matriciales en el cual nunca mencionaria a los determinantes. Yo le
respondi que los determinantes necesitaban aparecer como una parte
pequena pero esencial del algebra lineal, y que me parecia que un texto
como el suyo requeriria por lo menos media pagina, en caracteres de
imprenta pequenos, sobre la teoria de los determinantes. En efecto,
el texto de BROYDEN (1977) contiene un apéndice de 3 paginas sobre
determinantes.

Para desarrollar la teoria de los determinantes s6lo se necesita algebra
elemental, y mucho de ella la pueden entender y usar los estudiantes de
secundaria. La tnica parte de la definicién estdndar de un determinante
[AITKEN (1939, pdg. 131)] que puede dificultarse a un estudiante de
secundaria es la clasificacion como pares e impares de las permutaciones.
De hecho, esto no se demostré efectivamente sino hasta circa 1870, y en
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1871 JAMEs J. SYLVESTER (1814-1897) se mostraba muy complacido con
este avance de la teoria.

AXLER (1995) usa el lenguaje de los operadores lineales T' sobre un
espacio vectorial n—dimensional complejo V. Pero yo prefiero usar el
lenguaje alternativo de las matrices cuadradas A de orden n, pues exis-
ten interesantes relaciones entre los elementos de una matriz y sus vec-
tores y valores propios. Por ejemplo, todo valor propio de A tiene su
modulo menor o igual a cualquier norma de A, y las normas por sumas
de columnas o de filas son faciles de calcular. Adema&s una matriz puede
manejarse numéricamente de manera directa en un computador, pero un
operador lineal debe convertirse antes en una representacion matricial,
en alguna base escogida, antes de que pueda representarse en un com-
putador. Para un analista numérico, buena parte del material contenido
en el AXLER (1995) le dede parecer innecesariamente abstracto, puesto
que no puede facilmente programarse en un computador.

En su definicién estandar, det(A) se calcula a partir de los elementos
de A mediante un nimero finito de multiplicaciones, adiciones y subs-
tracciones. De manera que si todos los elementos de A son nimeros
enteros (o racionales, algebraicos, reales o complejos), entonces el valor
de det(A) es un nimero entero (o racional, algebraico, real o complejo).

En un texto reciente, HOPPENSTEADT & PEAKIN (2002) recalcan (en el
Apéndice A) que “el determinante se define de una manera complicada
que no presentaremos aqui, [j| pero MATLAB puede a menudo calcularlo
rapidamente”[!] Los lectores de este texto deben comprender que el
calculo numérico de los determinantes es muy raramente deseable.

Matrices adjuntas y matrices inversas

En 1750, GABRIEL CRAMER (1704-1752), el de la regla de Cramer,
uso los determinantes para demostrar un teorema de suma importancia
[MUIr (1906, pags. 11-14)]. En notacién matricial dice asi:

A adj(A) = adj(A)A = det(A)I (1)

donde los elementos de la matriz adj(A) son determinantes con signo
de submatrices de A de orden n — 1. Por consiguiente, A tiene como
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inverso (a izquierda y a derecha) a

1 1

= m -adj(A) (2)

a menos que det(A) = 0, en cuyo caso A no es invertible.

Luego, si todos los elementos de A son racionales (o algebraicos, reales
o complejos) y det(A) # 0, entonces A~! tiene sus elementos racionales
(o algebraicos, reales o complejos). Si A es unimodular, es decir, si
det(A) = £1, entonces A~! = + adj(A). De modo que si todos los
elementos de A son nimeros enteros también lo serdn los de A~! (TEE,
1972; 1994).

En mi opinién, la propiedad més importante de los determinantes es
el teorema que resulta de (1) y que dice que toda matriz cuadrada es
invertible, a menos que su determinante sea 0 [AXLER (1995, Th. 9.1)].
Todo nuimero es el determinante de una matriz, puesto que el hecho de
que el determinante tome el valor particular cero es un caso singular.
De alli que, con propiedad, las matrices de determinante igual a cero se
denominen singulares. Este teorema lo us6é SEKI en 1683 [Mikamr (1913,
pags, 191-199;1977)], pero la primera demostracién de que si det(A) = 0
entonces la ecuaciéon homogénea Av = 0 tiene una solucién v # 0 la dio,
en 1851, WILLIAM SPOTTISWOODE (1825-1883) [MuIr (1911, pdgs. 54—
58)]. iMuUIRr describi6 el Teorema 10 de SPOTTISWOODE como “nuevo pero
sin importancia”! Para una genealogia de WILLIAM SPOTTISWOODE véase
FAREBROTHER (1999) y para una genalogia de la familia SPOTTISWOODE
véase FAREBROTHER & STYAN (2000).

La expresién explicita (2) de A~! es 1til en la teorfa de matrices,
pero no es eficiente para calcular la inversa de A. M4és aun, muy rara
vez se necesita calcular el inverso de una matriz. De hecho, expresio-
nes matriciales que involucran inversos pueden calcularse (en aritmética
redondeada) maés eficientemente usando otros algoritmos. Por ejemplo,
el complemento de ScHur D — CA !B puede evaluarse eficientemente
usando el algoritmo de AITKEN [Fox (1964, pags. 75-78)].

Una clase muy importante de matrices son las matrices alternantes
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[AITKEN (1939, pag. 42)], donde
aij=pl " (1<d,j<n). (3)

Una propiedad importante es que una matriz alternante A es singular
si, y s6lo si, dos o méas de los p; son iguales. Esto puede demostrarse
usando factorizaciéon polimonia, pero la demostracién estandar de los
libros de texto, usando la férmula

det(A) = TTtsi — 1)
1>]

es mas sencilla. Queremos resaltar que a las matrices alternantes las han
llamado también matrices de Vandermonde. No existe en el importante
articulo de 1771 de ALEXANDRE-THEOPHILE VANDERMONDE (1735-1796)
nada que corresponda a la nocién de matriz alternante [Murr (1906,
pags. 17-24 & 306)]. Pero ABrRAHAM DE MOIVRE (1767-1754) publicé
la inversa de una matriz alternante general en 1738, de modo que las
matrices alternantes bien pueden llamarse matrices de de Moivre [TEE
(1993, pags. 89-90)].

Usando la definicion de determinante resulta facil mostrar que
det(AT) = det(A), de lo cual resulta de inmediato que el rango por
filas de una matriz rectangular es igual rango por columnas. ;Se habria
podido demostrar este importante teorema sin la ayuda de los determi-
nantes?

Vectores y valores propios

El problema de dilucidar si el vector v # 0 es 0 no un vector propio
de una matriz cuadrada A de orden n (con su valor propio asociado \)

Av =)v (4)

se reduce (por el teorema de Spottiswoode) a la ecuacién polinomia
caracteristica para el valor propio A

det(A —XI) =0. (5)
Pero entonces el problema de la existencia de un vector propio es equiva-
lente al teorema fundamental del algebra. Este teorema es un resultado

bastante profundo del andlisis y, por lo tanto, no podemos esperar una
demostracién mas sencilla de la existencia de vectores y valores propios.
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Luego, si todos los elementos de A son numeros complejos (o reales),
entonces ella tiene n valores propios, contando multiplicidades.

El polinomio caracteristico podria de hecho construirse en términos de
los elementos de la matriz, a partir de la definicién de determinante. De
hecho, para una matriz cuadrada A de orden n, se define el polinomio

P()) = det(A — AI)

6
= ()" (N =N =N (6)

como su polinomio caracteristico. A partir de esta definicién, es claro
que los coeficientes del polinomio caracteristico se obtienen de los ele-
mentos de la matriz mediante multiplicaciones, adiciones y substraccio-
nes. Luego, si los elementos de una matriz son niimeros enteros, también
lo son los coeficientes de su polinomio (unitario) caracteristico, multi-
plicado por (—1)". De manera andloga, si sus elementos son nimeros
racionales, algebraicos, reales o complejos.

Un teorema estdndar basado en la definicién (6) expresa los coeficien-
tes del polinomio caracteristico como las sumas de los determinantes de
las menores principales de A. Los casos mas simples de esto son:

c1 = —traza (A), ¢, = (—=1)""'det(A), (7)

Siguese inmediatamente de las formulas de Vieta [FRANGOIS VIETA, Sei-
gneur de la Bigottiere (1540-1603)] para el polinomio caracteristico, que
la suma y el producto de los valores propios son la traza (A) y el det(A),
respectivamente. Asi, todas las funciones simétricas de los valores pro-
pios pueden expresarse (mediante los coeficientes del polinomio carac-
teristico) en términos de los elementos de A [TEE (1994)]. Por ejemplo,
el algoritmo mas sencillo para construir el polinomio caracteristico de
A es el de LE VERRIER [URBAIN JEAN JOSEPH LE VERRIER (1811-1877)]
(véase, por ejemplo, FADDEEV & FADDEEVA (1963)), el cual estd basado
en el siguiente y bien conocido resultado:

traza (A¥) = Z P (8)
i=1

el cual depende de la segunda igualdad en (7) entre los elementos de A.



32 GARRY J. TEE

Sea A un valor propio de A que satisfaga la ecuacién entre determi-
nantes (5). Definamos

B =adj(A —)I), 9)
de modo que de (4) y (5) se sigue que
(A-X)B=0. (10)

Esto significa que toda columna de B que no sea nula es un vector propio
de A, con valor propio A. Este método para construir valores propios
sélo fallara cuando B = 0, es decir, cuando el rango de A — A\I sea menor
que n — 1 (es decir, cuando cuando tienen defecto o nulidad mayor que
1). Y esto s6lo puede suceder cuando A es un valor propio multiple de
A, lo cual ocurre en més de una celda de Jordan en la forma candnica
de Jordan de A.

Este método es a menudo 1til para obtener una expresién explicita
de un vector propio v con valor propio A, aunque no es eficiente para
valores grandes de n.

AXLER (1995) define los valores propios asi: “Un nimero complejo A
se dice un valor propio del operador lineal T" definido sobre V', si T'— AT
no es inyectivo.” Y en su Teorema 2.1, se propone demostrar que: Todo
operador lineal sobre un espacio vectorial complejo de dimension finita
tiene un valor propio. La demostraciéon de AXLER es como sigue: para
mostrar que T tiene un valor propio, fijamos un vector v # 0, v € V. Los
vectores v, Tv, T?v, ..., T™v no pueden ser linealmente independientes,
porque V tiene dimensién n y tenemos en total n + 1 vectores. Por
consiguiente, existen nimeros complejos ag, ..., a,, no todos nulos,
tales que

apv+ a1 T+ -+ an1T" o+ a,T"v=0.

Consideremos a los a; como los coeficientes de un polinomio que puede
escribirse asi:

ap+arz+---Fap" =clz—r1)--- (2 —m) ,
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donde ¢ es un nimero complejo distinto de cero y cada r; es complejo, y
la ecuacion es valida para todo nimero complejo z. Entonces tenemos:

0= (apl +arl+---+ an_ 1Tt + apT™)v
=c(T—ril) - (T—rplv,

Lo cual significa que 7' — ;I no es inyectivo para por lo menos un j.
Con otras palabras, T tiene un valor propio.

Con presuncién AXLER declara (pag. 154) que “la demostracién més
sencilla de la existencia de valores propios dada en el [su] teorema 2.1
(véase arriba) debe ser aquella que esté grabada en nuestras mentes, es-
crita en el tablero y publicada en nuestros libros de texto.” Esta demos-
tracién puede parecerle muy sencilla, pero usa conceptos matematicos
mucho mas complicados que los del dlgebra de secundaria usados en la
demostracién estandar de (5) usando determinantes. Por otra parte, su
definicién de valor propio dista mucho de ser sencilla, su demostracién
no ofrece ninguna construccién del polinomio caracteristico y es mas
dificil de comprender que la demostracion estandar.

iLo que es peor, parece que es incorrecta!

El coeficiente ¢ es igual a a,, el cual puede ser cero. En efecto, si v es
un vector caracteristico de A (el cual existe por la demostracion estandar
usando determinantes), con valor propio A (como en (4)), entonces la
dependencia lineal de AXLER subsiste para los coeficientes

a=-X\ a1=1,a=---=a,=0, (11)

y, en particular, ¢ = a, = 0, a menos que n = 1. [Subrayamos que
AXLER (dos veces) escribe 1, en vez de r,, pero como no dice nada
acerca de m, s6lo podemos suponer que se trata de una errata.]

Siv eV, AXLER dice que v es un “un vector propio de T si Tv = Av
para algun valor propio de A” y en la proposicion 2.2 habla de “vectores
propios no nulos”. Pero la definicién estandar de un vector propio de una
matriz cuadrada A de orden n dice que un vector no nulo v es un vector
propio si (4) se tiene para algin escalar \. Si se aceptase a v =0 como
vector propio, entonces v = 0 seria un vector propio de cualquier matriz
cuadrada de orden n y todo escalar serfa un valor propio de v = 0.
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Creo que la definicién de multiplicidad de un valor propio dada por
AXLER es mds complicada que la definicién estandar en téminos de la
descomposicion en factores lineales del polinomio caracteristico, cuando
se define como det(A — AI). Si R es cualquier funcién racional, entonces
v es un vector propio de R(A) con valor propio R(\), cuya periodici-
dad se determina a partir de la descomposicion en factores lineales del
polinomio caracteristico de A. ;Existe alguna manera sencilla de hacer
esto sin el uso de los determinantes?

Una manera practica de resolver la ecuacién polinomia ¢(z) = 0 con-
siste en construir la matriz acompanante Q de ¢ y calcular luego sus
valores propios. Pero la demostracién de que el polinomio caracteristico
de Q es precisamente ¢, se realiza desarrollando det(Q — zI) por su
ultima fila para obtener ¢(z).

., Como podria uno mostrar, en la versién de AXLER, que todo va-
lor propio r tienen por lo menos un vector propio v (y, por lo tanto,
un subespacio propio de dimensién por lo menos 1)? ;Cémo podria
uno relacionar los coeficientes del polinomio caracteristico con los ele-
mentos de la matriz, como lo hemos hecho arriba, sin determinantes?
., Cémo pordia uno construir funciones simétricas de los valores propios,
en términos de los elementos de la matriz, sin determinantes? Es posible
suponer que se pueden hacer estas cosas sin usar determinantes, pero no
veo cémo puede ser més sencillo que el abordaje estdndar de ellas con
determinantes.

Los valores propios de A son funciones continuas de los coeficientes
del polinomio caracteristico, los cuales a su vez son funciones continuas
de los elementos de A. Luego, los valores propios son funciones con-
tinuas de los elementos de A. FEsta continuidad es importante en el
andlisis de perturbaciones, incluyendo el anélisis de redondeo. Ademaés,
es necesaria para demostrar el importante teorema de Gerschgorin [SE-
MEON ARANOVICH GERSCHGORIN (1901-1933)] que dice que la unién de k
discos de Gerschgorin de A (disyuntos de los otro n — k discos) contiene
exactamente k valores propios de A (contando multiplicidades). Con
la definicién del polinomio caracteristico usando determinantes, la con-
tinuidad de los valores propios (cuando se perturba A) se obtienen del
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primer curso de andlisis de pregrado. ;Puede este resultado demostrarse
tan sencillamente sin determinantes?

Los valores y vectores propios de una matriz simétrica real A se calcu-
lan usando la transformacion de semejanza de HOUSEHOLDER para con-
vertir a A en una matriz simétrica tridiagonal:

a1 B
Br az B2
B az B3

ﬁn—?) Qp—2 ﬁn—2

ﬁnf2 Qn—1 ﬁnfl

ﬁnfl Qp

Sin pérdida sustancial de la generalidad, podemos tomar todos los (;
distintos de cero, pues si algin §; = 0 entonces T" se escinde (después
de la columna y la fila j—ésima) en una suma directa de submatrices
tridiagonales, y los valores propios de cada una de estas submatrices
pueden hallarse independientemente de las otras. Desarrollando el de-
terminante de la submatriz T —xI que consiste de las filas columnas de la
primera a la j—ésima, por la j—ésima columna, obtenemos su polinomio
caracteristico usando la siguiente relacién de recurrencia:

pi(x) = (aj — 2)pn-1(x) — B} _1pj—2(x); j=2,....,n,

donde po(xz) =1, p1(x) = aq — x y pn(x) es el polinomio caracteristico
de T. La anterior relacién de recurrencia muestra que la sucesion pg(x),
p1(x), ..., pn(x) es una sucesion de Sturm, cuyos cambios de signo dan el
nimero de valores propios menores que x. Por consiguiente, los valores
propios de T pueden hallarse por un método de biseccién, lo cual es un
método util, practico y confiable para calcular los valores y los vectores
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propios de una matriz simétrica real A. ;Podria hacerse esto de manera
sencilla sin el uso de los determinantes?
Resultantes polinomias

La resultante de dos o més polinomios (que es igual a cero si, y sélo
si, los polinomios tienen un cero comun) se expresa mas facilmente como
un determinante. Por ejemplo, los dos polinomios

p(z) = ax® + bz’ + cx 4+ d ,
q(z) = ez + f2® + g2® + hx +1i

tienen un cero comun si, y sélo si, la resultante R(p,q) = 0, donde
R(p, q) es el determinante de la matriz
0 00 a b c d
0 0a b c dO0
0 a b c d 00
R=|a b6 ¢ d 0 0 0
0 0 e f g h i
0 e f g h i O
e f g h ¢ 00

La matriz R tiene un patrén claramente comprensible, mientras que la
forma explicita del determinante R(p,q) tiene centenares de términos,
que no tienen un patrén claro. La definicién alternativa de R(p, ¢) como
el producto de los cuadrados de las diferencias entre los ceros de p y
g no da indicacién alguna sobre la naturaleza de los coeficientes del
desarrollo del producto que representa a R(p,q). Pero su definicién
como determinante muestra inmediatamente que si los coeficientes de
p y ¢ son nimeros enteros (reales, atc.), también lo son entonces los
coeficientes de R(p, q).

El teorema de Cayley—Hamilton

Sea P el polimomio caracteristico de la matriz cuadrada A. El co-
nocido teorema de Cayley—Hamilton dice que P(A) = 0. La demostra-
cién que da AXLER usa una larga sucesion de teoremas sobre operado-
res lineales, que muchos estudiantes de pregrado pueden considerarlos
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muy dificiles. Pero el teorema de Cayley—Hamilton puede demostrarse
muy sencillamente usando determinantes (véase, por ejemplo, FADDEEVA
(1959), pags. 154-155).

Definimos
B = adj(A — \I), (12)

de modo que cada elemento de B es el determinante con signo de una
submatriz (de orden n—1) de A — Al y, por lo tanto, es un polinomio en
A de grado —1 o menor. Asi, la Matriz B puede escribirse en la forma

B=B, 1 +B, o)+ - +Bo\" !, (13)

donde las matrices By,_1, Bp_2, ..., Bp no dependen de A. De (1)
resulta

(Bp_1+Bp oA+ -+ BoA" (A — AI)
= B(A — \I) = det(A — A\I)I
— (71)71()\71 o Cl)\n—l o 62)\71—2 L Cn)I

Igualando los coeficientes (matrices) de A a ambos lados (lo cual pue-
de hacerse elemento por elemento), encontramos un sistema de n + 1
ecuaciones matriciales

~By = (-1)"I
B[)A — Bl = (*1)”4_1611

B, 2A-B,_1 = (_1)n_1cn—11
B, 1A = (—1)""¢, I

Premultiplicando estas ecuaciones por A", A"l A"=2 . A I, ob-
tenemos la siguiente ecuacién polinomia de matrices:
0=(—1"(A" — A" — ;A" 2 — ... — ¢, I) = P(A) ,

donde P es el polinomio caracteristico de A, tal como se ha definido en
(6).

La demostracién con determinantes del teorema de Cayley-Hamilton
es mucho mas sencilla que la demostracion de AXLER de su Teorema 5.1,
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pues solamente usa algebra elemental, y ni siquiera requiere del teorema
fundamental del algebra. AXLER desarrolla la teoria de vectores pro-
pios, polinomio minimo, forma canénica de Jordan y bases orotogonales
generalizados, para demostrar que el algebra lineal puede hacerse sin
determinantes. Pero varios textos, incluyendo los de FADDEEvVA (1950)
y FADDEEV & FADDEEVA (1963), usan los determinantes para estable-
cer resultados bésicos sobre inversién, singularidad, polinomios carac-
teristicos, valores y vectores propios y el teorema de Cayley-Hamilton
como lo hemos hecho arriba y a partir de alli desarrollan el dlgebra lineal
con poco o ningun uso explicito de los determinantes.

Aunque AXLER reconoce que los determinantes tiene uso en las ma-
tematicas en el ambito de la investigacion, concluye, sin embargo, su
articulo con la consigna jAbajo los determinantes!. Pero aqui hemos
demostrado que muchas partes significativas de la matematica de pre-
grado requieren ciertamente del uso de los determinantes. Por lo tanto,
decimos jArriba los determinantes!
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